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Kurzfassung

Die vorliegende Arbeit stellt eine mehrskalige Modellierungs-Strategie fiir die Beschreibung
magnetorheologischer Elastomere (MRE) vor. Diese ermdglicht die Betrachtung von MRE so-
wohl auf der Mikroskala, wo die heterogene Mikrostruktur bestehend aus Partikeln und Ma-
trix explizit aufgelost ist, als auch auf der Makroskala, in welcher das MRE als homogener
magnetisch aktiver Korper aufzufassen ist. Auf beiden Skalen kommt dabei eine Kontinu-
umsformulierung des gekoppelten magneto-mechanischen Feldproblems mit Gultigkeit fiir
finite Deformationen zum Einsatz, wobei die Losung des Systems partieller Differentialglei-
chungen mittels der Finite-Elemente-Methode erfolgt. Ausgehend von einer experimentellen
Charakterisierung der Konstituenten werden Materialmodelle fiir die elastomere Matrix so-
wie Carbonyleisen- und Neodym-Eisen-Bor-Partikel formuliert und mittels dieser Daten ka-
libriert. Im néchsten Schritt erfolgt die Analyse des effektiven Verhaltens hart- und weichma-
gnetischer MRE auf Basis von numerischen Homogenisierungen verschiedener mikroskopi-
scher Partikelverteilungen und den Materialmodellen fiir die Konstituenten. Um weiterhin die
effiziente Simulation makroskopischer MRE-Proben und -Bauteile zu ermdglichen, ist daran
anschliefend die Entwicklung und Parametrisierung eines Makromodells ausgehend von mi-
kroskopisch generierten Datensatzen beschrieben. Mit diesem fiir isotrope, weichmagnetische
und elastische MRE giiltigen Modell werden abschlieffend Simulationen des magnetostriktiven
sowie des magnetorheologischen Effektes verschiedener Proben durchgefiihrt.

Abstract

In this contribution, a strategy for the multiscale modeling of magnetorheological elastomers
(MREs) is presented. It allows to consider these materials on the microscopic scale, where the
heterogeneous microstructure consisting of an elastomer matrix and embedded magnetizable
particles is explicitly resolved, as well as the macroscopic scale, where the MRE is considered
to be a homogeneous magneto-active body. On both scales, a continuum formulation of the
coupled magneto-mechanical boundary value problem valid for finite strains is applied. The
solution of the system of partial differential equations is calculated by using the finite ele-
ment method. Starting with an experimental characterization of the individual constituents,
constitutive models for the elastomer matrix as well as carbonyl iron and neodymium-iron-
boron particles are formulated and adjusted to experimental data. In a next step, basic effective
properties of magnetically soft and hard MREs are analyzed by using a computational homoge-
nization scheme, where different geometrical arrangements of the particles on the microscale
are considered. In order to enable the efficient simulation of macroscopic MRE samples and
components, the developement and parametrization of a macroscopic model based on a micro-
scopically generated data basis is described. With this model which is applicable for isotropic,
magnetically soft and elastic MREs, simulations of the magnetostrictive and magnetorheolo-
gical effects of several sample geometries are performed.
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1 Einleitung

Fir technische Innovationen sind weiterentwickelte oder génzlich neuartige Werkstoffsyste-
me hiufig unabdingbar. Neben besonders temperaturbestéindigen oder leichten und gleich-
zeitig widerstandsfahigen Werkstoffen sind dabei auch so genannte intelligente Materiali-
en von immer grofierem Interesse. Diese spezielle Werkstoftklasse ist durch die Moglichkeit
der gezielten Steuerung mittels externer Stimuli wie thermischen, chemischen oder elektro-
magnetischen Feldern gekennzeichnet [9]. Eine Untergruppe intelligenter Materialien bilden
magnetisch aktive Werkstoffe, also solche die unter Einwirkung externer Magnetfelder ei-
ne signifikante Anderung der mechanischen Eigenschaften aufzeigen. Zu ihnen gehoren bei-
spielsweise Materialien, bei denen der als JouLE-Magnetostriktion bezeichnete Effekt — also
die magnetisch induzierte Deformation infolge von Prozessen auf Ebene der Gitter- und Do-
ménenstruktur — auftritt. Das Material mit der starksten bekannten Kopplung dieser Art ist die
Legierung Terfenol-D, bei der sich Dehnungen von bis zu 2 %. induzieren lassen [95, 98]. Deut-
lich groflere Effekte von bis zu 10 % magnetisch induzierter Dehnung sind mit magnetischen
Formgediachtnis-Legierungen wie monokristallinen Nickel-Mangan-Gallium-Legierungen rea-
lisierbar [78, 83, 84]. Die makroskopische magneto-mechanische Kopplung bei diesen Mate-
rialien basiert auf der Reorientierung von Martensit-Varianten sowie feldinduizerten Phasen-
umwandlungen [78].

Eine weitere Klasse magnetisch aktiver Werkstoffe stellen Komposite, bestehend aus magne-
tisierbaren Partikeln und einer magnetisch inaktiven Matrix oder Tragerflissigkeit, dar. Das
Wirkprinzip dieser Materialien basiert auf lokalen Partikel-Partikel- und Partikel-Matrix-Wech-
selwirkungen unter Einfluss externer Magnetfelder. Beispiele sind Ferrofluide oder magne-
torheologische Fliissigkeiten, bei denen sich durch Magnetfelder signifikante Anderungen
der rheologischen Eigenschaften infolge von Partikelkettenbildung induzieren lassen [71, 118,
119]. Bereits bei moderaten externen Feldern deutlich unter 100 kA m™" sind so Anderungen
der Viskositat von mehr als 100 % erreichbar [118]. Der entscheidende Nachteil magnetischer
Flussigkeiten ist allerdings die fehlende Langzeitstabilitit infolge von Sedimentations- und
Agglomerationsprozessen der suspendierten Partikel. Dieser lasst sich durch die Verwendung
von Polymeren als Tragermaterial umgehen. Dabei werden Komposite auf Basis von Gelen
als Ferrogele [86, 170] und solche auf Basis von Elastomeren als magnetisch aktive, magneto-
sensitive oder magnetorheologische Elastomere (MRE) bezeichnet.

1.1 Magnetorheologische Elastomere

MRE sind aufgrund ihrer vielversprechenden Eigenschaften seit etwa 20 Jahren von groflem
Interesse in der Materialforschung und fiir verschiedenste technische Anwendungsméglich-
keiten einsetzbar. Der Aufbau sowie die wesentlichen Eigenschaften dieser Materialien sind
im Folgenden zusammengefasst.

Aufbau und Herstellung

Im Herstellungsprozess von MRE wird eine Vielzahl von magnetisierbaren Partikeln in der
Groflenordnung einiger Mikrometer in ein unvernetztes Elastomer eingebracht. Dabei sind
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(b)

Abb. 1.1: Elektronenmikroskopische Aufnahme der Mikrostruktur von MRE aus TIAN et al. [160]: (a)
vollstandig stochastische Verteilung und (b) kettenartige Struktur. Nachdruck mit Genehmi-
gung von Springer Nature: Rheologica Acta, Microstructure and magnetorheology of graphite-
based MR elastomers, T. F. TIAN et al., ©2011.

verschiedene Materialien wie Carbonyleisen, Magnetit oder Neodym-Eisen-Bor (NdFeB) als
magnetische Komponente giangig [5], wobei ersteres aufgrund der ausgeprigten magnetischen
Eigenschaften am haufigsten verwendet wird. Die Form der eingebrachten magnetischen Fiill-
stoffe reicht von sphérischen [12, 25, 45, 71] bis hin zu vollstandig irreguldr geformten Par-
tikeln [148, 156]. Um die Kopplungseigenschaften des Komposits zu maximieren, werden als
Matrixkomponente Materialien mit einer moglichst geringen, jedoch aus Sicht der jeweili-
gen technischen Anwendung sinnvollen Steifigkeit gewihlt. Der umfangreichen Ubersicht
zur Synthese von MRE aus BasTtora & Hossain [5] folgend, kommen meist Silikonelastomere
zum Einsatz, bspw. [12, 25, 40, 45, 60, 100, 153]. Im Herstellungsprozess lassen sich die Eigen-
schaften dieser Elastomer-Klasse durch Zugabe von Silikonél zusatzlich anpassen [153, 157].
Nach der Aushirtung der Matrix sind die Partikel aufgrund der deutlich geringeren Gréfie
der Polymerketten im Netzwerk fest gebunden, sodass ein langzeitstabiles, magnetisch akti-
ves Kompositmaterial entsteht.

Neben dem resultierenden Partikelvolumengehalt lasst sich die Mikrostruktur von MRE wih-
rend der Herstellung gezielt beeinflussen. So entstehen strukturierte MRE mit kettenartigen
[25, 45, 60, 71, 164] oder deutlich komplexeren Anordnungen wie Waben [100, 101], wenn
wihrend der Vernetzung der Matrix Magnetfelder mit konstanter oder variierender Richtung
angelegt werden. Hingegen bildet sich ohne Einwirkung duflerer Felder eine gianzlich statisti-
sche Verteilung aus [45, 160], s. Abb. 1.1.

Eigenschaften und Verhalten

Bei Betrachtung des makroskopischen Verhaltens von MRE folgen aus den verschiedenen Mi-
krostrukturen isotrope bzw. anisotrope Eigenschaften. Die Materialantwort hangt dabei ne-
ben der mikrostrukturellen Geometrie mafigeblich von den konstitutiven Eigenschaften der
einzelnen Komponenten, also Partikeln und Matrix, ab. Somit ist das mechanische Verhalten
von MRE entweder elastisch [12] oder durch mégliche viskoelastische Effekte ratenabhéngig
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Abb. 1.2: Experimentelle Daten zu den Schalteffekten von MRE: (a) MS-Effekt einer strukturierten MRE-
Probe mit einem longitudinalen Schubmodul von 1037,4 kPa in Feldrichtung aus DANAS et al.
[25], (b) Anderung der elastischen Steifigkeit AG einer doppelt iiberlappenden Scherprobe mit
Go = 266,7 kPa aus Jorry etal. [70] und (c) feldinduzierte Plastizitit einer zylindrischen Probe
mit Gy = 5,3 kPa aus STEPANOV et al. [157].

(60, 90, 153].! Wird das Elastomer mit weichmagnetischen Partikeln wie Carbonyleisen ge-
tallt, sind die magnetisch induzierten Eigenschaftsanderungen reversibel. Hingegen fiihrt die
Verwendung von hartmagnetischen Partikeln wie NdFeB zu einem deutlich ausgepragten ir-
reversiblen Verhalten [72, 93, 156, 158].

Unter Einfluss eines Magnetfelds dndert sich die Mikrostruktur des MRE durch magnetische
Wechselwirkungen und daraus folgende Umstrukturierungen der eingebetteten Partikel. In-
folge der mikroskopischen Wechselwirkungen &ndern sich auch die effektiven makrosko-
pischen Eigenschaften des Werkstoffverbunds. Makroskopisch resultieren daraus drei wesent-
liche magneto-mechanische Kopplungen bzw. Schalteffekte:

(i) der magnetostriktive (MS)-Effekt,
(if) der magnetorheologische (MR)-Effekt, sowie
(iii) die feldinduzierte Plastizitat.

Der MS-Effekt bezeichnet die freie Deformation infolge externer Magnetfelder [44]. Je nach
Steifigkeit der elastomeren Matrix lassen sich in homogenen magnetischen Feldern Dehnun-
gen von einigen Prozent bis hin zu 20 % erzielen [157]. Deutlich stirker ausgepragt ist der
MR-Effekt, d. h. die feldabhingige Anderung von Speicher- und Verlustmoduli. Bei besonders
weichen MRE lassen sich dabei relative Steifigkeitsanderungen von mehreren 100 % erreichen
[13, 60]. In Abb. 1.2(a) und (b) sind der Literatur entnommene experimentelle Daten des MS-
und MR-Effektes aufgetragen. Bei beiden Phanomenen ist der typische S-formige Verlauf, wel-
cher aus dem Sittigungsverhalten der magnetischen Partikel resultiert, gut zu erkennen. Wei-
terhin lassen sich sowohl MS- als auch MR-Effekt durch Vordeformation oder Vorspannung
der MRE-Probekérper beeinflussen [25, 165]. Die feldinduzierte Plastizitit oder auch Pseudo-
Plastizitat markiert den dritten bekannten Effekt. Wie in Abb. 1.2(c) dargestellt, zeigen MRE

! Aufgrund von irreversiblen Gleitprozessen zwischen Partikeln und Matrix auf der Mikroskala kénnen in der
Materialantwort von MRE zusitzlich zum rein elastischen oder viskoelastischen Verhalten Gleichgewichtshysteresen
auftreten [12, 109]. Weiterhin ist in der Regel die als MuLLINs-Effekt [117] bezeichnete Steifigkeitsdnderung nach dem
initialen Be- und Entlastungszyklus zu beobachten.
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(2) (b)
MRE-Isolator MRE-Ventil Ohne Feld

Mit Feld

Magnetisch steuerbarer MRE-Roboter

Abb. 1.3: Beispiele technischer Anwendungen von MRE: (a) MRE-Isolator zur Ddmpfung mechanischer
Schwingungen aus L1 etal. [91], (b) magnetisch steuerbares Ventil aus BOsE etal. [17] und
(c) Navigation eines MRE-Roboters durch nachgebildete Blutgefifie aus Kim et al. [85]. Nach-
drucke mit Genehmigung von IOPscience: Smart Materials and Structures, A state-of-the-art
review on magnetorheological elastomer devices, Y. L1 et al., (2014); SAGE journals: Journal
of Intelligent Material Systems and Structures, Soft magnetorheological elastomers as new ac-
tuators for valves, H. BOSE et al., (2012); AAAS: Y. Kim et al.,, Ferromagnetic soft continuum
robots, Science Robotics Vol. 4, Issue 33, eaax7329, (2019)

Hysteresen im Spannungs-Dehnungs-Verlauf, die infolge eines externen Magnetfelds auftre-
ten [102, 157]. Eine umfingliche Ubersicht zur experimentellen Charakterisierung von MRE
ist in BAsToLA & HossAIN [5] zu finden.

Anwendungen

Aufgrund des stark ausgepréagten Kopplungsverhaltens sind MRE fiir zahlreiche ingenieur-
technische Anwendungen interessant. Prominentestes Beispiel sind steuerbare Dampfer und
Lastaufnahmen [19, 26, 92]. Diese nutzen den MR-Effekt gezielt aus und erméglichen so die
Verminderung von Schwingungen und Vibrationen der gelagerten Komponenten wie etwa
Autositzen [33]. In Abb. 1.3(a) ist exemplarisch ein aus Schichten von MRE und Stahlscheiben
aufgebauter Isolator aus L1 etal. [91] dargestellt. Das gut erkennbare Schicht-Design erméog-
licht eine hohe mechanische Tragfahigkeit und erhoht gleichzeitig die Gesamtpermeabilitét
des Bauteils. Weitere vielversprechende Moglichkeiten zur Anwendung stellen Aktoren und
Sensoren [6, 96, 161, 167], Ventile [17] oder mikrofluidische Transportsysteme [7] dar. Das in
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Abb. 1.3(b) dargestellte Ventil aus BOSE et al. [17] nutzt dabei gezielt den MS-Effekt aus, indem
sich der MRE-Ring durch das Anlegen eines magnetischen Feldes radial aufweitet. Weiterhin
lasst sich die Geometrie von Greifern variabel anpassen und temporér speichern [6, 21]. Da-
bei wird in Analogie zu klassischen Formgedachtnis-Legierungen die feldinduzierte Plastizitat
ausgenutzt.

Durch Einbringung hartmagnetischer Partikel ergeben sich weitere Moglichkeiten zum Ein-
satz von MRE, bspw. als aktiv steuerbare Roboter [62, 85]. Dazu sind die als Soft Robots bezeich-
neten Systeme vorab zu magnetisieren, um spéter mittels externer Magnetfelder Bewegungen
induzieren zu kénnen. Durch die remanente Magnetisierung der eingebetteten hartmagneti-
schen Partikel lassen sich dabei neben Translationen auch Drehbewegungen quer zum Feld
realisieren. In Abb. 1.3(c) ist exemplarisch ein MRE-Roboter aus Kim et al. [85] dargestellt, der
durch nachgebildete Blutgefafie navigierbar ist. Prothesen und Orthesen mit kontrollierbarer
Steifigkeit [52] sind weiterhin als medizinische Anwendungen zu nennen. Fir umfangreiche
Ubersichten mit weiteren Referenzen zu moglichen technischen Applikationen sei abschlie-
Bend auf L1 etal. [91] oder SCHUBERT [147] verwiesen.

1.2 Modellierungsstrategien

Um das Verstandnis fiir das komplexe Verhalten von MRE zu erweitern, ist neben der experi-
mentellen Charakterisierung auch die theoretische Betrachtung dieser Materialien notwendig.
Dabei lassen sich Strategien zur Modellierung von MRE grundsétzlich in zwei Kategorien, mi-
kroskopische und makroskopische Ansétze, unterteilen [18]. In ersteren wird die heterogene
Mikrostruktur bestehend aus Partikeln und Matrix explizit aufgeldst, wohingegen makrosko-
pische Ansatze das Komposit als homogenes, magnetisch aktives Kontinuum betrachten.

Mikroskopische Modelle

Die erste Klasse mikroskopischer Modelle stellen Partikel-Interaktionsmodelle wie die von
AsADpI KHANOUKI et al. [3], CREMER et al. [23], FiscHER & MENZEL [35], Purjiz et al. [131, 132]
oder RoMETs etal. [137, 138] verwendeten Formulierungen dar. Diese basieren auf einer En-
ergieminimierung und beschreiben die Partikel als magnetische Dipole. Die polymere Matrix
wird dabei als elastisches Kontinuum oder durch Federn zwischen den Partikeln beschrieben,
vgl. MENZEL [103]. Partikel-Interaktionsmodelle sind numerisch sehr effizient, aber aufgrund
der Dipolndherung nur fiir Systeme mit grofien relativen Partikelabstinden ausreichend ge-
nau. Eine prézisere Beschreibung der Partikelinteraktionen fir geringe Relativabstéinde der
Einschliisse ist durch die Verwendung einer Multipolentwicklung méglich [11].

Die zweite Klasse mikroskopisch motivierter Modelle stellen kontinuumsbasierte Ansétze ge-
mafl DANAS [24], GALIPEAU et al. [37, 38], JaviLI et al. [67], KALINA et al. [72, 75], KE1p &
RAMBAUSEK [80, 81], METSCH et al. [104-106] oder MUKHERJEE et al. [115] dar. In diesen Mo-
dellen werden sowohl magnetische als auch mechanische Felder lokal aufgeldst, sodass auch
die exakte Beschreibung hoch gefiillter Systeme mit geringen Relativdistanzen der Einschliisse
moglich ist. Weiterhin l4sst sich beliebiges dissipatives Verhalten der einzelnen Komponenten
verhaltnismafig einfach beriicksichtigen [72, 114] oder die Stabilitat unter verschiedenen Las-
ten analysieren [47, 82, 112, 126, 139]. Ein entscheidender Nachteil mikroskopischer Kontinu-
umsmodelle gegeniiber Partikel-Interaktionsmodellen ist jedoch der erhebliche rechnerische
Aufwand fiir die numerische Losung der zugrunde liegenden Randwertaufgabe (RWA). Die
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Finite-Elemente (FE) Simulation einer realen MRE-Probe mit zehntausenden Partikeln ist so-
mit nicht mit vertretbarem Aufwand zu realisieren.

Um das effektive Verhalten realer MRE zu berechnen, finden daher Homogenisierungssche-
mata gemifl CHATZIGEORGIOU et al. [20] Anwendung. Weiterhin erméglicht die FE2-Methode
gleichzeitig Effekte der Mikrostruktur und makroskopische Geometrieeinfliisse zu erfassen,
vgl. Kerp & RAMBAUSEK [80, 81], RAMBAUSEK etal. [136], RAMBAUSEK [135] oder ZABIHYAN
etal. [175].

Makroskopische Modelle

Makroskopische Modelle stellen eine vollstindig andere Modellierungsstrategie dar. Da die
heterogene Mikrostruktur in dieser Art von Modellen nicht explizit aufgeldst ist, und das
MRE als homogenes Kontinuum beschrieben wird, ist die Berechnung realer makroskopi-
scher Strukturen mit verhéltnismaflig geringem Aufwand méglich, vgl. [130, 140]. Zugrunde
liegende Partikel-Matrix-Interaktionen werden dabei durch geeignete magneto-mechanische
Kopplungsterme erfasst, sodass die Formulierung dieser Modelle gegeniiber mikroskopischen
Ansétzen deutlich komplexer wird. Es lassen sich eine Vielzahl von isotropen [1, 15, 31, 32,
77, 130, 140] und transversalisotropen [16, 25, 65, 144] Ansitzen zur Beschreibung magneto-
elastischen Verhaltens in der Literatur finden. Auch fiir die Formulierung ratenabhéngiger
oder hartmagnetischer Modelle existieren verschiedene Vorschlage, vgl. SAXENA et al. [142,
143] und HALDAR et al. [54] sowie MUKHERJEE et al. [116].

Naturgemaf sind alle makroskopischen Ansétze rein phdnomenologischer Art, sodass in je-
dem Fall eine Modellkalibrierung erfolgen muss. Diese kann einerseits auf Basis experimen-
teller Ergebnisse [25, 54, 65] oder mittels mikroskopischer Modelle in Kombination mit einem
Homogenisierungsansatz erfolgen [41, 74, 76, 88, 114-116]. Die Parametrisierung auf Basis
makroskopischer Experimente bietet jedoch einen entscheidenden Nachteil: Es ist zu beach-
ten, dass die magnetisch induzierte mechanische Feldverteilung im MRE unabhéngig von der
Probengeometrie starke Inhomogenititen aufweist [42, 43, 73, 81, 88]. Wenn weiterhin keine
ellipsoidischen Proben — wie etwa in BOoDELOT et al. [12] oder POsSINGER [133] vorgeschlagen
- verwendet werden, ist die Verteilung der Magnetisierung ebenfalls stark inhomogen. Da al-
lerdings im Regelfall zahlreiche vereinfachende Annahmen zur besseren Handhabbarkeit der
Modellkalibrierung getroffen werden, enthilt das parametrisierte Modell stets den Einfluss
der Probengeometrie. Es wird also das Verhalten der betrachteten Probe und nicht das reine
Materialverhalten des Komposits beschrieben. Einen Ausweg stellt die deutlich aufwendigere
inverse Parametrisierung des Modells tiber eine FE-Simulation dar. Die Modellanpassung mit-
tels mikroskopischer Simulationen umgeht die beschriebene Problematik dagegen vollstandig
und erlaubt eine Modellkalibrierung unabhéngig von der Probengeometrie.

1.3 Zielsetzung und Aufbau der Arbeit

Wie zuvor diskutiert und in Abb. 1.2 exemplarisch dargestellt, zeigen MRE verschiedenste
makroskopische Schalteffekte mit stark nichtlinearer Auspriagung. Die mikroskopischen Ur-
sachen von MS- und MR-Effekt sowie pseudo-plastischen Verhaltens basieren dabei auf ei-
nem einzigen Mechanismus: der magnetisch getriebenen Wechselwirkung im Elastomer ein-
gebetteter Partikel. Allerdings lasst sich bei der Betrachtung von MRE-Bauteilen oder -Proben
keinesfalls eine Trennung zwischen mikrostrukturellen Prozessen und makroskopischen Ein-
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flissen wie der duf3eren Form vornehmen, denn die raumliche Auspriagung des Magnetfelds
und insbesondere Spriinge der Feldgroflen auf Materialgrenzen spielen eine entscheidende
Rolle fiir die genannten lokalen Wechselwirkungen und fithren zusétzlich zu makroskopisch-
en Lasttermen. Um das Verstidndnis dieser Werkstoffklasse zu erweitern und so zukiinftig die
virtuelle Optimierung technischer Applikationen zu erméglichen, sind demnach Mikro- und
Makroskala gleichzeitig — also in gekoppelter Art und Weise — zu betrachten.

Das Kernziel dieser Arbeit besteht daher in der Entwicklung einer effizienten mehrskaligen
Modellierungs-Strategie fiir MRE. Dabei kommen sowohl auf der Mikro- als auch auf der Ma-
kroebene Kontinuumsansétze mit Giiltigkeit fir finite Deformationen zum Einsatz. Die Losung
des gekoppelten magneto-mechanischen Feldproblems erfolgt mittels einer nichtlinearen FE-
Formulierung. Dies bietet den Vorteil sowohl die magnetischen als auch die mechanischen
Feldverteilungen auf der Mikroebene durch Losung der beschreibenden partiellen Differen-
tialgleichungen (PDGL) explizit aufzulosen, sodass sich die komplexen Partikel-Partikel- und
Partikel-Matrix-Wechselwirkungen im Rahmen der numerischen Genauigkeit ohne verein-
fachende Annahmen abbilden lassen. Um auflerdem makroskopische Einfliisse untersuchen
zu konnen und den numerischen Aufwand dabei zu beschrianken, soll die bereits erlauterte
implizite Berticksichtigung mikrostruktureller Prozesse durch mikroskopisch kalibrierte Ma-
kromodelle fiir MRE erfolgen.

Die vorliegende Arbeit ist folgendermaflen strukturiert: Nach der Bereitstellung wesentlicher
Grundlagen in den Kapiteln 2 und 3, wird das konstitutive Verhalten der einzelnen Kompo-
nenten in Kapitel 4 anhand von experimentellen Daten charakterisiert und modelliert. Um
grundlegende Eigenschaften weich- und hartmagnetischer MRE zu diskutieren, folgt in Ka-
pitel 5 die Analyse des effektiven Verhaltens anhand von Homogenisierungs-Simulationen.
In einem néchsten Schritt wird die Formulierung und Modellkalibrierung makroskopischer
Ansitze fir weichmagnetische MRE in Kapitel 6 diskutiert. Diese basiert auf einer mittels
Homogenisierung generierten Datenbasis die ebenfalls zur Validierung des Modells fungiert.
SchlieB3lich erfolgt in Kapitel 7 die Anwendung der entwickelten Modellierungsstrategie zur
Simulation von MS- und MR-Effekt verschiedenster weichmagnetischer Probekorper. Nach
der Diskussion der erzielten Ergebnisse erfolgen eine Zusammenfassung sowie ein Ausblick
in Kapitel 8.
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Grundlage fiir die physikalische Beschreibung von MRE bildet in dieser Arbeit die Kontinuum-
sphysik. Bei der Modellierung wird der atomare Aufbau des Materials vernachlassigt und der
materielle Korper /C ist als strukturloses Kontinuum bestehend aus einer zusammenhéngen-
den Menge von materiellen Punkten 2 € K zu betrachten [2, 48, 56, 61]. Die physikalischen
Eigenschaften eines einzelnen Punktes sind durch orts- und zeitabhéngige Tensoren

Rfurn=0

mT €Ly ={R’® - ®@R*> ¥YneNs 2.1)
————
n-mal

n-ter Stufe beschrieben. Dabei bezeichnen R die reellen Zahlen, R>® den dreidimensionalen
Euktripischen Vektorraum und A die natiirlichen Zahlen. Zur Verkiirzung der Notation seien
Tensoren 0. bis 4. Stufe im Folgenden durch T € Lo, T € £, T € L5, ¥ € L3und T €
L4 gekennzeichnet. Die in der symbolischen Schreibweise verwendeten Operationen sind in
Anhang A zu finden.

2.1 Feldgleichungen

In diesem Abschnitt sind die wesentlichen Gleichungen des gekoppelten magneto-mechani-
schen Feldproblems zusammengefasst. Diese umfassen die Kinematik, die MAXWELL-Gleichun-
gen, die mechanischen Bilanzgleichungen sowie die Angabe allgemeiner konstitutiver Bezie-
hungen. Der Gleichungssatz ist sowohl auf der Mikro- als auch auf der Makroskala giiltig, s.
Kapitel 4. Die konkrete Einfithrung und Klassifizierung beider Skalen sowie die Angabe von
Randbedingungen (RB) erfolgt in Abschnitt 2.2.

2.1.1 Kinematik
Konfigurationen

Es sei By ¢ R? die Referenzkonfiguration eines materiellen Kérpers K, die zum Zeitpunkt
to € R+ in den R? eingebettet ist. Linien-, Flichen und Volumenelemente dieser Konfigurati-
on sind dabei durch die Symbole dX, dA und dV bezeichnet. Infolge duflerer Einwirkungen,
die vorerst nicht niher diskutiert seien, nimmt K fir t € 7 := {r € R4 |1t > ty} die Gebiete
B c R? ein. All diese raumlichen Anordnungen B sollen als Momentankonfigurationen von
JC mit Linien-, Flachen und Volumenelementen dx, da und do bezeichnet sein. Unter Aus-
schluss von Selbstdurchdringung der Materie, lasst sich die Bewegung von IC beziiglich eines
Bezugspunktes O € R® durch die bijektiven Abbildungen

(2.2)

und X
(X,t) — x = x(X,t)

BoxT — BcR? )
(xt) = X = x (x,t)

{BXT—>BOCR3

beschreiben, wobei y~! die Invertierung von y kennzeichnet. In der oberen Gleichung be-
zeichnen X € By und x € B Ortsvektoren materieller Punkte der Referenz- und Momen-
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(@) (b)
F
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d)z( % dA d ch da
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dx
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Abb. 2.1: Kinematik des materiellen Korpers: (a) Ausgangs- und Momentankonfiguration mit Linien-,
Flachen- und Volumenelementen sowie Verschiebungsvektor u eines materiellen Punktes und
nach auflen gerichtete Normaleneinheitsvektoren N und n und (b) Aufspannen materieller
Flachen- und Volumenelemente aus materiellen Linienelementen.

tankonfiguration. Zusitzlich zur geforderten Invertierbarkeit der Abbildung y sei diese frei
von Spriingen, sodass Risse auszuschlieen sind. Aulerdem sind Gebietsrander der jeweiligen
Konfiguration mit a8, ¢ R® bzw. B C R® und zugehérige nach auflen gerichtete Norma-
leneinheitsvektoren mit N bzw. n gekennzeichnet. Eine schematische Veranschaulichung der
eingefiihrten Groflen ist in Abb. 2.1(a) zu finden. Die Beziehungen (2.2) sollen im Folgenden
durch

x:=x(Xt) mit [x(X)]=0aufS,bzw. (2.3a)
X = x Yx,t) mit |[)(_1(x,t)]l =0aufS . (2.3b)

abgekiirzt werden. Dabei kennzeichnet die Operation [[()]] = (¢)* — ()~ den Sprung einer
Grofie auf einer materiellen Sprungfliche! S ¢ R?® bzw. Sy ¢ R3 zwischen zwei Gebieten,
also zwischen B* und B~ bzw. B} und ;, vgl. Abb. 2.2(a) und (b). Die Normaleneinheitsvek-
toren N und n auf der Sprungflache zeigen jeweils von — nach +.

Mit den eingefithrten Beziehungen lasst sich der Verschiebungsvektor eines materiellen Punk-
tes P € K folglich mittels

u(X,t) = x(X,;t) - XVX € By bzw. u(xt)=x—x '(xt)VxeB (2.9)

definieren. Dabei wird die Beschreibung von Tensorfunktionen in Abhangigkeit von X und ¢
als LAGRANGEsche Betrachtung und die Beschreibung als Funktion von x und ¢ als EuLERsche
Betrachtung bezeichnet [2, 48]. In dieser Arbeit findet ausschlief8lich die LAGRANGEsche Be-
trachtung Anwendung. Sofern nicht explizit angegeben, ist die funktionale Abhangigkeit von
Tensorfeldern somit durch X und t gegeben und wird im Folgenden nicht weiter aufgefiihrt.
Ferner sei das Symbol einer Funktion identisch zum Symbol des Funktionswertes selbst, bspw.

!Die Geschwindigkeit wS einer materiellen Sprungfliche ist identisch mit der Geschwindigkeit der Materie, d. h.
es gilt w = v. DaRisse in dieser Arbeit a priori ausgeschlossen sind, stellen somit lediglich Materialgrenzen zulissige
Sprungflachen dar.
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(a) (b)

B(‘;‘ dv+
IN N~
== A
_ e S
%o So dv- dA

B~ do™ da

J )
Ex €]

Abb. 2.2: Materielle Sprungfléche eines Kérpers mit differentiellen Volumen- und Flachenelementen: (a)
Ausgangs- und (b) Momentankonfiguration.

u = u(X,t). Somit ist die Geschwindigkeit der Materie v := # als materielle Zeitableitung der
Verschiebung mit (o) := 9, (e) gegeben.

Zum Ausfihren rdumlicher Differentiationen seien die Nabla-Operatoren £; 3 Vx = Exdx;
beziiglich X bzw. £, 3 V := ey0y, beziiglich x definiert. Dabei bezeichnen Ex € {E;, E, Es}
und ey € {ey, e;, es} Basisvektoren kartesischer Koordinatensysteme und es wird die FIn-
sTEINsche Summationskonvention, also die Summation tiber doppelt auftretende Indizes, ver-
wendet. Im weiteren Verlauf kennzeichnen kleine Indizes die Zugehoérigkeit zu B und grofie
Indizes einen Bezug zu By. Dementsprechend werden fiir Tensorfelder mit Bezug auf die Re-
ferenzkonfiguration grofie und fiir solche mit Bezug auf die Momentankonfiguration kleine
Symbole gewihlt. Wie in der Literatur Giblich, seien die entsprechenden Tensoren auflerdem
auch als LAGRANGEsche bzw. EULERsche Grof3en bezeichnet, wobei diese Bezeichnungen kei-
nesfalls mit der Betrachtungsweise zu verwechseln sind.

Deformation und Verzerrung

Um neben der Bewegung von K auch die Deformation und Verzerrung von B bzgl. By zu
beschreiben, ist die Einfithrung von geeigneten tensoriellen Deformationsmaf3en notwendig.
So sind der Deformationsgradient und die Jacosi-Determinante durch

F:=(V%yx)T und J:=detF>0 (2.5)

definiert. In Koordinatenschreibweise lasst sich der Ausdruck det F mittels des vollstindig an-
timetrischen Permutations- oder LEvi-CEvITA-Symbols schreiben:

1 .
J= ;eklmeKLMFkKFlLFmM mit (2.6)
+1, wenn k,I,m gerade Permutation von 1,2,3
ekim = § —1, wenn k,,m ungerade Permutation von 1,2,3 . (2.7)
0, sonst

10
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Gemaf der Definition in Gleichung (2.5); erfiillen der Deformationsgradient und dessen In-
verse F~! automatisch die Kompatibilitdtsbedingungen

V xFI=0 mit Nx [[FT]I = 0 auf Sy sowie (2.8a)
VxFT=0 mit nx[F']=0aufS . (2.8b)

Da F sowohl Rotations- als auch Streckanteile enthilt, ist zur Formulierung konstitutiver Glei-
chungen die Einfithrung weiterer Deformationsmafle notwendig. So sind der auf 3, bezogene
Rechts-CaucHY-GREEN-Deformationstensor sowie der auf B bezogene Links-CAucHY-GREEN-
Deformationstensor gemaf3

C:=F'-F und c:=F-F' (2.9)

definiert. Diese sind im Gegensatz zu F frei von Starrkorperrotationen und stets symmetrisch,
d.h.Cce L;ym := {1 € L, | T = T'}. Neben den diskutierten Deformationsgrsfen, lassen sich
weiterhin Verzerrungsmafle — die bei verschwindender Deformation den Wert null annehmen
- einfithren. Der GREEN-LAGRANGE- und der EULER-ALMANSI-Verzerrungstensor sind gemaf

E:= %(C —I) und e:= %(i - (2.10)

definiert, wobei I := dx  Ex ® E; und i := e ® e; Einheitstensoren bzgl. der eingefiithrten
Basisvektoren bezeichnen. Hierin ist

1furk=1
Okl = { u (2.11)
0 sonst

das KRONECKER-Symbol. Neben E und e lassen sich beliebig viele weitere Verzerrungsmafle
einfihren [48]. Da diese im Rahmen dieser Arbeit jedoch keine Anwendung finden, erfolgt
diesbeziiglich keine weitere Ausfithrung.

Kinematische Relationen zwischen den Konfigurationen

Fir die Umrechnung zwischen Groflen der Referenz- und Momentankonfiguration werden
zusatzliche kinematische Relationen benétigt. Mittels des Deformationsgradienten lassen sich
beispielsweise die Zusammenhinge dx = F - dX, da = JFT - dA und dv = JdV zwischen
materiellen Linien-, Flichen- und Volumenelementen der Ausgangs- und Momentankonfigu-

ration herstellen. Weiterhin gelten zwischen da := |da| und dA := |dA| sowie n und N die
Beziehungen
-T
da=J|FT-N|dA und n= ;TII:]” sowie (2.12a)
F'.n
dA=J'F"-njda und N=——. (2.12b)
|FT . n|

Wird ein materielles Flichenelement auf einer Sprungflache betrachtet, so miissen sich die
aktuelle Flache da € S und die Ausgangsflache dA € Sy sowohl von der positiven Seite B*, als

11
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auch von der negativen Seite 3~ ineinander iiberfithren lassen. Da von beiden Seiten aus die
gleiche materielle Fldche beschrieben wird, folgen gemafl BRUMMUND [14] die Beziehungen

0=[JIFT-NI| sowie o=[JF" -n|] . (2.13)

Schlief3lich ergeben sich aus der Definition der JacoBi-Determinante J gemafy Gleichung (2.5),
bzw. (2.6) die Relationen

V-J'F)=0 und W% -(JFH=0 (2.14a)
sowie

exim = J ' ekimFik FiLFmyv und  exim = JerimFriFr] Fafn - (2.14b)

2.1.2 Stationdre magnetische Feldgleichungen

Das elektromagnetische Feldproblem ldsst sich durch die MaxwELL-Gleichungen beschreiben.
Im stationéren Fall entkoppeln diese und das magnetische sowie das elektrische Randwertpro-
blem lassen sich separat behandeln.

Maxwell-Gleichungen

Fiir ausreichend langsame Anderungen der magnetische Felder und verschwindende Polarisa-
tion der Materie sowie Gebiete ohne freie Flaichenstromdichten j folgen somit das Gaugsche
Gesetz sowie das AMPEREsche Durchflutungsgesetz zu

V-b=0 mit n-[b]=0aufS und (2.15a)
Vxh=0 mit nx[h]=0aufS. (2.15b)

Dabei bezeichnen b und h die magnetische Flussdichte sowie die magnetische Feldstérke, vgl.
Jackson [66]. Diese Grofien sind tiber die Verkniipfungsgleichung

b = yio(h +m) (2.16)

verbunden, wobei pig = 477 - 1077 Tm A™! die Permeabilitit des Vakuums und m die Magneti-
sierung der Materie bezeichnen.

Magnetische Potentiale

Mit der Einfithrung geeigneter konstitutiver Gleichungen geméafl Abschnitt 2.1.4 und aus den
Sprungbedingungen (2.15), ableitbaren RB ist das System von PDGL (2.15) und (2.16) des ma-
gnetischen Teilproblems vollstindig definiert. Zur Losung ist es allerdings zweckméafig ein
geeignetes Potential einzufithren. So ist das AMPEREsche Durchflutungsgesetz (2.15b) a priori
erfiillt, wenn das Skalarpotential

B R
g {()O(j)l_;p(X N mit h=-Vopund [¢]] =0aufS, (2.17)

12
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zur Losung verwendet wird. Das Potential ¢ muss somit lediglich das Gaugsche Gesetz (2.15a)
erfilllen. Aufgrund der Definition von ¢ ergibt sich die Stetigkeit auf Sprungfliachen.
Wird hingegen das Vektorpotential, definiert als

mit b=Vxaundnx[a]] =0aufS, (2.18)
(X,t) > a(X,t)

{Bo xT — R}
zur Losung verwendet, ist das Gaussche Gesetz (2.15a) a priori erfiillt und es verbleibt das
AwmpEREsche Durchflutungsgesetz (2.15b). Die Definition des Vektorpotentials nach Gleichung
(2.18) ist allerdings nicht eindeutig. Ein weiteres Vektorpotentialfeld a’ = a + V&, welches sich
um den Gradienten eines beliebigen Skalarpotentials ¢ unterscheidet, erfiillt ebenso a priori
Gleichung (2.15a) und fithrt auf identische Feldgrofien b, h und m. Wird fir a zusétzlich die
als CourLomB-Eichung bezeichnete Quellfreiheit

V-a=0 mit n-a] =0aufS (2.19)

gefordert, verschwindet diese Uneindeutigkeit. Es sei angemerkt, dass die Eichbedingung fiir
den zweidimensionalen Fall automatisch erfiillt ist. Schliefilich folgt aus der eindeutigen De-
finition gemifB (2.18) und (2.19) die Stetigkeit des Vektorpotentials, d. h. [a]] = 0 auf S.

Bezug auf die Referenzkonfiguration

Um zur numerischen Losung des gekoppelten Problems eine totale LAGRANGE-Formulierung
zu verwenden und die Objektivitat konstitutiver Beziehungen a priori zu gewéhrleisten, ist es
zweckmiflig den eingefithrten Gleichungssatz auf die Referenzkonfiguration B, zu transfor-
mieren. Dazu sind die LAGRANGEschen magnetischen Feldgroflen B, H, M und A durch ge-
eignete Pull-Back-Operationen zu bestimmen. Geméfi KANKANALA & TRIANTAFYLLIDIS [77]
sowie DORFMANN & OGDEN [31], lassen sich diese durch die Beziehungen

B:=JF'.b, H=F'-h, M:=F'-m und A:=F'.a (2.20)

definieren. Dabei sei angemerkt, dass die Definition LAGRANGEscher magnetischer Feldgrofien
nicht eindeutig ist?, die Wahl entsprechend Gleichung (2.20) ist jedoch im Fachgebiet weit
verbreitet und erhélt die grundlegende Struktur der MAXwWELL-Gleichungen (2.15a) und (2.15b)
in der Formulierung beziiglich By. Wie im Anhang B gezeigt, folgen unter Anwendung der
Kompatibilitiatsbedingungen (2.8a) und (2.8b) sowie der Relationen (2.12a), (2.13)1, (2.14a); und
(2.14b), die Gleichungen

V- -B=0 mit N-[B]=0aufS, und (2.21a)
VwXxH=0 mit Nx[H]=0aufS,. (2.21Db)

2Da die eingefithrten LAGRANGEschen magnetischen FeldgroBen mit Bezug auf B fiktiv sind, dienen Sie lediglich
als Hilfsfelder innerhalb der Kontinuumsformulierung. So lange die Transformationen der Feldgroflen derart gewahlt
werden, dass sich die LARMoRrsche Invariante b - hdo fiir B, H und dV = J ~1do nicht dndert, sind verschiedene
Wahlen moéglich [74].
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Die Struktur der Verkniipfungsgleichung (2.16) bleibt jedoch in der LAGRANGEschen Form
B = JC ! (H+ M) (2.22)

nicht erhalten. Mittels der gew#hlten Transformationen gemaf3 Gleichung (2.20) lasst sich wei-
terhin zeigen, dass die Definition der magnetischen Potentiale in ihrer LAGRANGEschen Form
ebenfalls strukturerhaltend ist, s. Anhang B:

H=-Vx¢ mit [e] =0 auf S, , (2.23)
B=Vx XA mit NXx[A] =0aufS,. (2.24)

Die Form der Eichbedingung gemaf; Gleichung (2.19) ist allerdings nicht invariant. Mit (2.20)
folgt der Zusammenhang A - (V - F~1) + C! : (W A) = 0. Da diese Form der Eichbedingung
unpraktikabel ist, soll zweckméafligerweise die Uneindeutigkeit der Definition von A - also
A’ = A+ Vx& - in LAGRANGEscher Form geméf (2.24) iiber die Relation

Vx-A=0 mit N-[A] =0aufS,, (2.25)
im Folgenden als LaAGranGgEsche CouromBs-Eichung bezeichnet, beseitigt werden.

2.1.3 Mechanische Bilanzgleichungen

Neben den im vorherigen Abschnitt diskutierten MaxwELL-Gleichungen sind die thermome-
chanischen Bilanzen, also die Massen-, Impuls-, Drehimpuls-, Energie- und Entropiebilanz zu
diskutieren. Diese lassen sich ausgehend von einer allgemeinen Bilanz formulieren, wobei je-
weils Quell- und Flussterme entsprechend anzupassen sind [48, 56, 61].3 Weiterhin resultiert
aus dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik die CLausius-DuHEM-Ungleichung.

Infolge der magnetischen Felder treten zuséitzlich zu rein thermomechanischen Problemstel-
lungen ponderomotorische Kraft-, Momenten- und Leistungsdichten auf, vgl. GrRooT & SuT-
TORP [49], ERINGEN & MAUGIN [34] oder Pao [121].* Diese resultieren aus einer statistischen
Mittelung von Gréf3en quantenmechanischer Theorien und sind in den entsprechenden Bilan-
zen zu berticksichtigen. Dabei seien lediglich quasistationire Prozesse gemiaf3 der Gleichungen
(2.15a) und (2.15b) - d.h. solche mit ausreichend langsamer Anderung magnetischer Felder,
nicht polarisierbarer Materie sowie Gebiete ohne freie Ladungs- und Stromdichten — betrach-
tet. Somit sind die ponderomotorischen Kraft-, Momenten- und Leistungsdichten durch

fror:=(Vb)-m, P :=mxb und P*":=fP".v—m-b (2.26)

3In materieller Form lassen sich die Bilanz einer auf do bezogenen Dichtegrofie ¢ sowie die zugehérige Sprung-
bedingung stets in der Form

$+dV-0=V.-p+oV¥xecB und J+n-[p]=0V¥xeS

angeben. Hier bezeichnen ¢ und ¢ Fluss- bzw. Quellterme im Gebiet B ¢ R3. Die Grofie 1/; kennzeichnet einen
Flichenquellterm auf der Sprungfliche S ¢ R3.

“Neben der Einbindung ponderomotorischer Kopplungsterme iiber Kraft-, Momenten- und Leistungsdichten las-
sen sich die gekoppelten magneto-mechanischen Feldgleichungen auch tiber die Bilanzierung von Gesamtimpuls,
-drehimpuls und -energie und eine anschliefende Vereinfachung durch Annahmen bestimmen.
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2.1 Feldgleichungen

gegeben [34]. Um die Formulierung und numerische Umsetzung des gekoppelten Feldpro-
blems zu erleichtern, ist es allerdings zweckmaBig, die Kraftdichte fP°" implizit durch die
Divergenz eines ponderomotorischen CAuCHY-Spannungstensors oP°", also gemaf}

1 1
P =V.oP" mit oP"=— b®b—5(b'b)i +(b-mi-bom, (2.27)
0

darzustellen [30].

Thermomechanische Bilanzen

Im Folgenden sind die angesprochenen Bilanzgleichungen in kurzer Form dargelegt. Es wer-
den weiterhin lediglich materielle Sprungflichen, also solche mit w® = o, betrachtet. Eine
Diskussion vereinfachender thermischer und mechanischer Annahmen folgt im Anschluss.

Allgemeiner Gleichungssatz
Die lokale Massenbilanz, formuliert fiir die Massendichte o der Konfiguration B, ist durch

o0+oV-0=0 (2.28)

gegeben. Im Rahmen der LAGRANGEschen Betrachtung lasst sich die Massenbilanz (2.28) durch
Integration in die algebraische Form Jo—g, = 0, die in dieser Arbeit lediglich zur Umrechnung
der Massendichten dient, iberfithren.’ Dabei bezeichnet 0o die Massendichte der Referenzkon-
figuration .

Unter Beriicksichtigung von Gleichung (2.28), der ponderomotorischen Volumenkraftdichte
gemif (2.26); und Gleichung (2.27) folgt fiir die Bilanz des mechanischen Impulses

V-0 +of=00 mit n-[c*]|+i=0aufS. (2.29)
Darin bezeichnen o', f und  den totalen CAuCHY-Spannungstensor, eine auf das Massenele-
ment dm := pdov bezogene spezifische mechanische Kraft sowie einen auf der Sprungfliche S
vorzugebenden Spannungsvektor, wobei 0™ := ¢ + oP°" als Summe des mechanischen und
ponderomotorischen Spannungstensors definiert ist [30, 34, 49].

Unter Beriicksichtigung der Massen- und Impulsbilanz sowie der ponderomotorischen Mo-
mentendichte cP°" geméf (2.26), folgt aus der Bilanz des mechanischen Drehimpulses bzgl.
eines beliebigen Bezugspunktes O € R* der Zusammenhang

0 = skw(o +m ® b) = skw o™ (2.30)

Aus der obigen Gleichung ist ersichtlich, dass die mechanische CAucHY-Spannung im Gegen-
satz zur Totalspannung ¢*°' im Allgemeinen nicht symmetrisch ist. Dies tritt insbesondere bei

SMit J = J V - o folgt durch Trennung der Verinderlichen und anschlieBende Integration der Gleichung (2.28)

gemaf
e d, Jq ¢
[ e
o € n 7 ty

die algebraische Form der Massenbilanz goo~! = J. Dabei bezeichnet Jy = 1 die JacoBi-Determinante zur Zeit .
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2 Kontinuumsformulierung

anisotropen oder hartmagnetischen MRE auf, ist jedoch auch im Fall von weichmagnetischen
isotropen Materialien zu beobachten. Die auftretende Anisotropie des Magnetisierungsverhal-
tens resultiert dabei aus der aufgepriagten Deformation, s. Kapitel 6.

Neben den bisherigen Bilanzierungen von Masse, Impuls und Drehimpuls ist ebenso eine Be-
trachtung der Energie notwendig. Eine Bilanzierung der spezifischen inneren Energie u und
der kinetischen Energiedichte K™ := 1/2pv - v fiihrt folglich auf

% (Qu + Ekm) + (Qu + Ekin) V.o = pmech 4 ptherm 4 ppon (2.31)
Hier bezeichnen P™¢h := of .0 + V- (0 - v) und PP™ := or — V . q die mechanische
bzw. thermische Leistungsdichte. Weiterhin kennzeichnet r die spezifische innere Warmepro-
duktionsrate und q den auf da bezogenen Warmestrom. Unter Beriicksichtigung der zuvor
eingefithrten Bilanzgleichungen (2.28) und (2.29) sowie der ponderomotorischen Leistungs-
dichte gemaf (2.26); lassen sich die lokale Energiebilanz und die zugehorige Sprungbedingung
schlieBlich in der Form

ou=-m-b+o:(F-F')+or-V-q und 0=n-[q] aufS (2.32)

angeben. Dabei ist in dieser Form der Bilanz der Energieanteil der magnetischen Freifeldter-
me, also ow!™ := 1/(240)b - b, abgezogen. Folglich ldsst sich die Energiebilanz ebenso fiir die
erweiterte innere Energie w := u + wi angeben:

. . 1
Qw=h-b+0‘:(F-F_1)+2—(b-b)V-v+Qr—V-q und 0=n-[q] auf S. (2.33)
Ho

Zusitzlich zur energetischen Betrachtung ist letztlich noch die Entropie als weitere thermo-
dynamische Zustandsgrofie einzufithren. Unter der Annahme, dass Entropiestrom z und En-
tropiequelle z ausschliefSlich durch Warmezufuhr verursacht sind, also z = 'qund z = 97 'r
gelten, ergibt sich unter Berticksichtigung der zuvor eingefiihrten Bilanzgleichungen die lo-
kale Form der Entropiebilanz zu

1
Qz‘)s':—V~q+§q'V3+Qr+Q§ mit 0=[3] aufS. (2.34)
Dabei bezeichnen s die spezifische Entropie, 3 € R, die absolute Temperatur und { die spezi-
fische, nicht kontrollierbare spontane Entropie-Produktionsrate.
Gemaf des zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik muss fiir die spontane Entropieproduk-

tion { die Forderung o > 0 an jedem Punkt P € I gelten [48]. In Verbindung mit Gleichung
(2.34) ergibt sich demnach die Entropieungleichung

1
9195'+V~q—5q~V19—Qr20. (2.35)
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2.1 Feldgleichungen

Uber eine LEGENDRE-FENCHEL-Transformation kann weiterhin die spezifische freie HELMHOLTZ-
Energie

Y(--e ) = 81275{14(--- 5) —33} (2.36)
eingefiihrt werden, wobei die weiteren als unabhéngige Variablen gew&hlten Groflen von ¢

und u vorerst bewusst ausgespart sind. Somit ldsst sich schlie8lich unter Ausnutzung der En-
ergiebilanz (2.32) der als Craustus-DuHEM-Ungleichung (CDU) bezeichnete Zusammenhang

o499 —m b+oi (B F) - 1q-V920 (237)

angeben.

Reduzierter Gleichungssatz

Da im Folgenden thermische Effekte keine Beriicksichtigung finden, lassen sich die zuvor an-
gegebenen Bilanzgleichungen (2.28) - (2.37) reduzieren. Fiir ¢ = 0 und V& = 0 sowie vernach-
lassigte Tragheitsterme p@ und mechanische Volumenlasten g f folgen:

Jo—00=0, (2.38a)

V.o =0mitn- |[o‘t°t]l =—faufS, (2.38b)

skw o' = 0 und (2.38¢)
—oy—-m-b+o:(F-F1)>0. (2.38d)

Unter den getroffenen Vereinfachungen entfillt die Energiebilanz vollstindig, da diese keine
unabhéngige Gleichung darstellt.

Bezug auf die Referenzkonfiguration

Wie bereits in Abschnitt 2.1.2 erwéhnt, sind die eingefiihrten Bilanzgleichungen auf die Refe-
renzkonfiguration By zu transformieren. Dazu werden der totale 1. P1oLA-KIRCHHOFF-Spann-
ungstensor und der zugehérige auf Sy vorgegebene Spannungsvektor gemaf3

P = JF . o™ und p:=J|F T N|t. (2.39)
eingefiihrt. Dabei ist zu beachten, dass es sich bei P'°! = P}?;E x ®e;, ebenso wie beim Deforma-

tionsgradienten F = Fjxe; ® Ex, um einen Zweipunkt-Tensor handelt. Weiterhin ist es fir die
nachfolgenden Diskussionen zweckmafig, die erweiterte freie HELMHOLTZsche Energiedichte

Q=0 + L e BeB) (2.40)
2/10

nach DORFMANN & OGDEN [32] einzufiihren. Hierin ist der als Freifeldterm Q¢ bezeichnete
zweite Summand die zuriicktransformierte freie Energiedichte des Terms 1/(2p)b-bdv. Unter
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2 Kontinuumsformulierung

Ausnutzung der Relationen (2.12a),, (2.13); und (2.14a); ergeben sich mit (2.39) und (2.40) die
Impuls- und Drehimpulsbilanz sowie die CDU zu

V - P = 0mit N - [P*] =-paufS,, (2.41a)
skw(F - P*") = 0 und (2.41b)
-Q+H -B+P°:F>0, (2.41c)

s. Anhang B. Wie aus (2.41b) ersichtlich wird, ist der Spannungstensor P*' im Gegensatz zu
0" nicht symmetrisch. Es ist daher zweckmiBig, ein weiteres, vollstindig auf 3, bezogenes
Spannungsmaf} gemaf

T := JF 1. ¢ .FT und T:=JF T -NF'-i. (2.42)

zu definieren. Dabei bezeichnen T'! den totalen zweiten P1oLA-KIRCHHOFF-Spannungstensor
und T einen zugehorigen auf Sy vorzugebenden Spannungsvektor. Unter Anwendung dieser
Transformationen folgen schlief3lich:

V- (T F) =0mit N - [T - F']| = -F - T auf Sy , (2.43a)
skw T'" = 0 und (2.43b)

. i 1.
—Q+H-B+Tt°t:ECZO. (2.43c)

2.1.4 Konstitutive Gleichungen

Zur Vervollstandigung der Feldgleichungen ist letztendlich noch die Angabe eines konstituti-
ven Gleichungssatzes notwendig. Dazu werden die tensoriellen Feldgrofien nun in abhéngige
und unabhéngige Zustandsvariablen untergliedert. Dem Formalismus der rationalen Thermo-
dynamik folgend, seien bei der Formulierung von Materialgleichungen einige grundlegende,
axiomatische Prinzipien befolgt:

(i) GemafB dem Prinzip des Determinismus konnen nur Ereignisse aus der Vergangenheit
Einfluss auf das aktuelle Verhalten des Kontinuums haben. Zum Zeitpunkt ¢ sind also
lediglich die unabhéngigen Variablen zu den Zeiten 7 < ¢ fiir die abhangigen Zustands-
variablen relevant.

(ii) Nach dem Prinzip der lokalen Wirkung hat nur die nidhere Umgebung eines Punktes
P e K Einfluss auf die lokalen abhéngigen Variablen. Im speziellen Fall hat nur die
infinitesimale Umgebung einen Einfluss und das Material wird als einfach bezeichnet.

iii) Nach dem Prinzip der materiellen Objektivitit in der aktiven Interpretation darf sich das
p p
Materialverhalten nicht dndern, wenn der Korper K eine beliebige Starrkérperbewe-
gung durchfiithrt. Diese Starrkorperbewegung ist durch die Ortsvektoren

x*:=q-x+c\7’q€Q:={16£2|TT=T_1, det’tzl} (2.44)

der Konfiguration B* C R? ausgedriickt. Dabei bezeichnet q einen eigentlich ortho-
gonalen Tensor und c einen Verschiebungsvektor. Im Allgemeinen gilt, dass LAGRAN-
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GEsche Tensoren — also solche mit Bezug auf die Konfiguration B, - stets objektiv sind
[2, 48].

(iv) Bei der Modellierung von Materialien werden gemifd des Prinzips der Aquiprdsenz fiir
alle abhéngigen Variablen vorerst die gleichen unabhéngigen Variablen zugelassen.

(v) Letztlich missen die Materialgleichungen stets physikalisch konsistent, also ohne Wi-
derspruch zu den zuvor eingefiihrten Feld- und Bilanzgleichungen, sein. Besondere Be-
deutung kommt dabei der Einhaltung des zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik —
hier in Form der CDU (2.43c) gegeben — zu. Man spricht daher haufig auch von thermo-
dynamischer Konsistenz.

Formulierung mittels C und B

Im Rahmen der zuvor genannten Einschrankungen und den Prinzipien (i) - (iv) folgend, sei
ein magneto-mechanisches, konstitutives Modell nun implizit durch die Funktionen

Q=Q(CB,2Z,7% .., 2" 72 7% ..., Z™), (2.45)
T = TY(C,B,Z', 7%, --- , 2" Z",Z% --- ,Z™) und (2.46)
H=H(CB,Z7% .. ,2" 7, 7% .-, Z™) (2.47)

in Abhangigkeit der als unabhangige konstitutive Variablen gewéhlten Gréflen C, B, Z* und
ZP beschrieben. Dabei bezeichnen Z* € £, und Z# € £; potentielle mechanische und magne-
tische innere Variablen, die zur Erfassung der Lastgeschichte an einem beliebigen materiellen
Punkt P € K desKérpers dienen. Gemafl HaupT [56] lasst sich deren zeitliche Anderung durch
einen Satz von Evolutionsgleichungen der Form

7% =7%C,B,2",7% .-, 2" 2", 7% --- ,Z™)Va € {1,--- ,n} und (2.48)
2P =7P Bz, 2% 2" 2 7 ZM) VB e {1, -, m} (2.49)

darstellen. Zur Verkiirzung der Notation seien die Abhangigkeiten der eingefithrten Funktio-
nen im Folgenden nicht explizit angegeben.
Um die thermodynamische Zulassigkeit des Modells zu gewiahrleisten, muss der Gleichungs-
satz (2.45) — (2.49) schliellich den zweiten Hauptsatz der Thermodynamik erfiillen. Geméf3
dem Vorgehen nach CorLEMAN und Noir [22] folgen durch Auswertung der Ungleichung
(2.43c) die Relationen

S P LR SR Q):—i agzza—iﬁzﬁm (2.50)

5 .

aC oB L oz o

Offensichtlich sind also nach (2.50); die freie Energiedichte sowie die Evolutionsgleichungen
(2.48) und (2.49) so zu wihlen, dass die Dissipationsrate D stets grofier gleich Null ist.

Formulierung mittels C und H

Da sich die als unabhéngige Variable gewahlte Flussdichte B direkt aus A berechnen lasst, ist
die vorgestellte Formulierung geeignet, wenn das magnetische Vektorpotential nach (2.24) zur
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2 Kontinuumsformulierung

Losung der Feldgleichungen verwendet wird. Soll hingegen das Skalarpotential gemaf} Glei-
chung (2.23) zur Losung dienen, ist es zweckmafig, die LEGENDRE-FENCHEL-Transformation

Q*(C,H,2%2") = inf {Q(C,B,Z“,Zﬂ)—H-B} (2.51)
€Ly

durchzufiihren [107, 110, 112]. Ebenso wie in Gleichung (2.40) fiir Q angegeben, lisst sich auch
fur

Q" = ooy (C,H, 2% ZF) — % JC': (H® H) (2.52)

eine Aufteilung in materialabhingigen Teil * und Freifeldanteil Q! auffinden.® Weiterhin
gelten die konstitutiven Relationen

n

Q" Q" . 00" .. Q" g
ot =% g d D =— 7o NS AP0 (@253
aC oH 2 9ze 2 = (2:53)

a=1 a=1

2.2 Mehrskalige Betrachtung

Das effektive Verhalten von MRE héngt neben den konstitutiven Eigenschaften der Kompo-
nenten mafgeblich von mikrostrukturellen Parametern wie Volumengehalt ¢, Anordnung
oder Form der Partikel, aber auch von der makroskopischen Geometrie ab [73, 81, 88]. Um
Einfliisse beider Skalen theoretisch erfassen und untersuchen zu konnen, ist somit eine mehr-
skalige Betrachtung unabdingbar. Dazu notwendige wesentliche Prinzipien und Gleichungen
werden im Folgenden diskutiert.

2.2.1 Homogenisierung und Lokalisierung

Zunichst seien die Grundlagen des zur Verkniipfung von Mikro- und Makroskala notwendigen
Verfahrens mit den Teilschritten:

(i) Festlegung eines reprdsentativen Volumenelementes (RVE), welches die statistischen Ei-
genschaften der Mikrostruktur wiedergibt,

(if) Berechnung effektiver Eigenschaften durch Losung einer mikroskopischen RWA und
anschlieBende Volumenmittelung (Homogenisierung), sowie

(iii) Bestimmung lokaler Feldverteilungen im RVE durch Lsung einer mikroskopischen RWA
bei Vorgabe makroskopischer Gré3en (Lokalisierung)

®Die Aufteilung der Energiedichte Q* geht aus der Ausfithrung der LEGENDRE-FENCHEL-Transformation (2.52)
unter Ausnutzung der LAGRANGEschen Verkniipfungsgleichung von B = o JC™! - (H + M) hervor:

1
Q*(C,H,...)=Bi€n£f {90¢(C,B,~-~)+%]‘1C: (B®B)—H-B}
1

:Qo¢(C,H,---)+”—20]C’1 : [M(C,H,---)®M(C,H,---)]7%JC’1 :(H®H) .

eoy*(C.H,) —qfrei(C H)
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(2) ®
Jakroskala RVE - S

g D
L B H
0 plomogenes 2

Abb. 2.3: Reprisentative Volumenelemente (RVE): (a) Schematische Darstellung und Definition charak-
teristischer Liangen, (b) und (c) ideal hexagonale und kubisch einfache Mikrostrukturen mit
Einheitszellen, (d) Auswahl eines RVE aus einer statistischen Anordnung sowie (e) konstru-
iertes statistisch-periodisches RVE. Darstellung der Abbildungen nach Gross & SEELIG [50]
sowie GOLDMANN [46].

in kurzer Form zusammengefasst. Eine ausfithrlichere Abhandlung zum Thema ist bspw. in
Gross & SEELIG [50] oder SCHRODER & HACKL [146] zu finden.

Skalenseparation und reprasentative Volumenelemente

Fiir die Analyse von MRE sei die bereits eingefithrte Unterteilung in zwei verschiedene Skalen,
die Mikro- und Makroskala, formal definiert. Erstere ist durch eine heterogene Struktur —
bestehend aus Matrix B} c R® und Partikeln Bf c R* der charakteristischen Linge £ € R, -
gekennzeichnet, wohingegen die zweite einen als homogen angenommenen makroskopischen
Kérper By C R® mit der charakteristischen Linge £ € R, betrachtet, vgl. Abb. 2.3(a). Fiir die
eingefithrten Lingen muss dabei die als Skalenseparation bezeichnete Beziehung

7>t (2.54)

gelten [46, 50, 146]. Zur Kennzeichnung makroskopischer Grélen sind diese im Folgenden
mit (o) markiert. Jedem makroskopischen Punkt X € B, lassen sich nun abhingig vom
zeitlichen Verlauf der aufgepragten Deformationen und Magnetfelder Eigenschaften zuord-
nen, die aus dem Verhalten der Mikrostuktur resultieren. Dazu wird in der Umgebung von X
ein reprasentativer Volumenausschnitt des Materials auf der Mikroskala betrachtet und durch
Mittelung die effektive Materialantwort des zugeordneten homogenen Ersatzkontinuums be-
stimmt. Damit diese Mittelung unabhiingig vom betrachteten Ort X ist, muss der gewihlte
mikroskopische Ausschnitt ebenfalls ortsunabhangig sein. Weiterhin darf das berechnete ef-
fektive Verhalten nicht von der Gréf3e des Ausschnitts abhangen, sodass dieser die Statistik
der Mikrostruktur ausreichend genau abbildet [50]. Ein solcher Ausschnitt wird aufgrund sei-
ner Eigenschaften als RVE bezeichnet.

Handelt es sich um eine ideale — d. h. periodisch fortsetzbare — Struktur, so lasst sich eine Ein-
heitszelle auffinden, mit der die Eigenschaften der mikroskopischen Geometrie aufgrund der
Periodizitat vollstindig beschrieben sind, vgl. Abb. 2.3(b) und (c). In diesem Fall gilt fiir die
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charakteristische Linge £*VE des RVE BEVE = B(I)‘/[ U BP der Zusammenhang (*VE ~ ¢.

Reale Werkstoffe weisen allerdings immer eine mehr oder weniger statistisch gepragte Mi-
krostruktur auf, sodass eine Einheitszelle nicht mehr existiert. Um die Représentativitat des
zu wahlenden Ausschnitts dennoch zu gewihrleisten, muss das Gebiet B(I)WE also ausreichend
viele Partikel enthalten. Die Beziehung (2.54) erweitert sich somit auf die schérfere Forderung
7> tRVE > 7 [46, 50]. Ein mogliches RVE einer zufilligen Partikelverteilung ist in Abb. 2.3(d)
dargestellt. Um weiterhin die periodische Fortsetzbarkeit der Zelle zu gewéhrleisten, kommen
allerdings haufig statistisch-periodische RVE geméf; Abb. 2.3(e) zum Einsatz. Da derartige Ver-
teilungen in realen Werkstoffen allerdings nicht auffindbar sind, werden diese algorithmisch
generiert. Um dabei Periodizitat zu gewéhrleisten, ist innerhalb des Algorithmus ein auf dem
Rand platzierter Einschluss auf den gegeniiberliegenden Rand bzw. auf die gegeniiberliegen-
den Rénder zu kopieren [46].

Definition makroskopischer GroBen

Dem Grundgedanken der Homogenisierung folgend, lassen sich makroskopische Tensorgro-
Ben ()T € L, durch Integration iiber B(I)WE bzw. BRVE bestimmen. Im Folgenden seien die
entsprechenden Operationen durch

(o= g [(@ 7 wnd (o) = [ 259)

RVE RVE
BE B

definiert. Gemif CHATZIGEORGIOU et al. [20] sind nun im Rahmen der hier betrachteten geo-
metrisch nichtlinearen Theorie die Grofien

F:=(F)y und P := (P, sowie (2.56a)
B:=(B), und H :=(H), (2.56b)
mittels Gleichung (2.55); definiert.” Weiterhin folgt aus der Definition des Deformationsgra-

dienten (2.5); sowie der Divergenzfreiheit von P'** gemif (2.41a) der Zusammenhang des Mit-
telwertes dieser Tensorgréf3en mit den Randintegralen

_ 1 _ 1
FZW ‘% x®NdA und PtOt:VR_VE %‘ X®pt0tdA, (257)

RVE RVE
IBE B

wobei p'® := N - P'! gilt. Ebenso lassen sich fiir eine Skalarpotential-Formulierung mittels
(2.17) und (2.21a) bzw. fiir eine Vektorpotential-Formulierung mittels (2.18) und (2.21b) die
Randintegrale

- 1
jg oNdA und B= VRVE }{ nX dA bzw. (2.58)

BRVE ABRVE

1

H=-rmz

"Die Wahl dieser Grélen ist willkiirlich, ist aber in der Literatur als Standard v_orzuﬁr_lden. Ebenso ware auch die
Wahl anderer energetisch konjugierter Groflen, wie beispielsweise T und E sowie b und h méoglich.
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1

- _ 1 1

aBRVE oBIVE

herleiten. Dabei gelten die Definitionen 7 := B - N sowie K := H X N.

Durch Anwendung der in Abschnitt 2.1 eingefiihrten Relationen, lassen sich dann aus F, Ptot,
B und H die makroskopischen Tensoren M, b, h und m sowie C, ¢, T®t, TP°", T, g'°t, gPn
und & bestimmen. Dabei ist zu beachten, dass die Berechnung sogar ausdriicklich tiber die
genannten Relationen und nicht durch Anwendung der Mittelungsoperatoren geméf (2.55)
durchzufiihren ist, da es sonst im Allgemeinen zu Widerspriichen in der Definition einiger
Groflen kommen kann, vgl. SCHRODER & HACKL [146].

Mikroskopische Randbedingungen

Vektorpotential-Formulierung

Um die gemaf} Gleichung (2.56a) und (2.56b) definierten mechanischen und magnetischen
Grofen aufzupriagen bzw. zu bestimmen, ist die Formulierung einer mikroskopischen RWA
notwendig. Neben der Definition des RVE und der Vorgabe konstitutiver Eigenschaften von
Partikeln und Matrix sind also im Fall einer Vektorpotential-Formulierung zu den partiellen
Differentialgleichungen (PDGL) Vx - P** = 0 und Vx x H = 0 zugehérige RB auf 8B§VE vorzu-
geben. Die Wahl dieser ist dabei durch die im magneto-mechanischen Fall gemaf3

P F+ H-B= (P :F)+ (H- B (2.60)

gegebene HiLi-MANDEL-Bedingung [59] restriktiert. Beziehung (2.60) driickt die Aquivalenz
der makroskopischen und gemittelten mikroskopischen Raten der erweiterten freien Energie
sowie der Dissipation, also Q + D, aus und geht aus einer Ricktransformation der Energie-
bilanz (2.33) unter Annahme isothermer Prozesse hervor.® Um Gleichung (2.60) zu erfiillen,
lassen sich gemafl ZABIHYAN etal. [174, 175] fiir jedes Teilproblem drei verschiedene Typen
von RB auffinden, wobei in dieser Arbeit lediglich die sogenannten periodischen RB verwen-
det werden. Dazu ist der Rand dBE'F gemifl Abb. 2.4(a) in positiven und negativen Rand,
also 883’ und 885 , zu zerlegen. Fiir den dreidimensionalen Fall sind die RB des mechanischen
Teilproblems durch

uclUU(F)={ueR’|u=F-I)-X+amita" =i} und (2.64a)

8Mit der erweiterten inneren Energie W := gou +1/(2410]) C : (B ® B) folgt unter Ausnutzung der Transforma-
tionen (2.20) und (2.39) sowie ¢ = —oV - v und Q := JF~! - q die Energiebilanz in der Form

W=P° : F+H B+oyr—%-0Q. (2.61)

Die Riicktransformation der thermo-magneto-mechanischen CDU (2.37) und anschlieende Auswertung nach CoLE-
MAN und NotLr ergibt mit Q = Q(C,B,9,Z%, zh ) den Zusammenhang

Q=P :F+H. -B-D—ppsd. (2.62)

Schlieflich lasst sic}} aus der LEGENDRE-Transformation Q(C,B,8, - - -) = W(C,B,0¢s, - -+ ) — 19@0'5 und der Annahme
von Prozessen mit 9 = 0, 7 = 0 und Vx - O = 0 sowie Gleichung (2.61) und (2.62) die Beziehung D = g(9s gewinnen,
sodass sich die Energiebilanz (2.61) zu

Q+D=P°:F+H B (2.63)

ergibt.
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2 Kontinuumsformulierung

(a) Nt L aB(;r (b) plot+ (c) n* (d)
O -6y
K+
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e, OB l’N_ Ptot,— n ] ]
i ity / max(iiy) ¢ / max(§) As / max(As)
e e B e B

Abb. 2.4: Periodische Randbedingung an einer kubisch einfachen Einheitszelle: (a) Ausgangsgeometrie
mit positivem und negativem Rand und (b) — (d) deformierte Geometrie mit Fluktuationsan-
teilen von Verschiebung, Vektor- und Skalarpotential sowie schematischer Darstellung der
antiperiodischen Gréfen p'°t, K und 7 fiir Scherung mit Fiz = 0,3.

Pt e Plti= {pit € RY | (p') = —(p')*} (2.64b)

gegeben. Dabei kennzeichnet (e) den Fluktuationsanteil einer Gréfe. Sind u und p'° Elemente
der eingefithrten Raume (2.64a) und (2.64b), lasst sich durch Anwendung des Gaugschen Inte-
gralsatzes zeigen, dass mit dieser Wahl der mechanische Anteil der HiLL.-MANDEL-Bedingung
(2.60) stets erfullt ist, falls Vi - P'" = 0 gilt. Aus (2.64a) geht weiterhin die Zerlegung des De-
formationsgradienten F = F + F in Mittelwert und Fluktuationsanteil hervor.

Fiir den magnetischen Anteil gelten die RB

_ 1. , iy s
A€ A(B) = {A eER|A= EB XX +AmitA" =A } und (2.65a)
KeK":={KeR’|K =-K'} . (2.65b)

Aus (2.65a) folgt in Aquivalenz zu F die Zerlegung B = B + B. Die Giiltigkeit der magne-
tischen Anteile von (2.60) fir A € A(B), K € K lasst sich erneut durch Anwendung des
Gaussschen-Integralsatzes sowie Vy X H = 0 zeigen. Werden zweidimensionale Problemstel-
lungen behandelt, andert sich die Definition der zuvor eingefithrten Funktionsraume. Eine
entsprechende Diskussion ist im anschlieenden Kapitel 3 zu finden.

Skalarpotential-Formulierung

Findet statt einer Vektorpotential-Formulierung das Skalarpotential zur Losung des magneti-
schen Teilproblems Anwendung, ist es zweckméaflig H statt B als unabhangige konstitutive
Variable zu wihlen. Somit folgt fiir die HiLL.-MANDEL-Bedingung dann die Beziehung

P :F—B.-H=(P°:F)—(B-H), (2.66)
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2.2 Mehrskalige Betrachtung

und es sind RB fiir die PDGL Vx - B = 0 vorzugeben.? Diese sind durch

pePH) ={peR|p=-H -X+¢mitg*=¢"}, (2.67a)
neE&={neR|n =-n*} (2.67b)

definiert, sodass fiir die LAGRANGEsche magnetische Feldstiarke H = H + H gilt. Die Wahl der
RB fiir das mechanische Teilproblem bleibt unbeeinflusst. Erneut lasst sich die Gultigkeit der
magnetischen Anteile von (2.66) fiir ¢ € P(H), n € £ durch Anwendung des Gaussschen-
Integralsatzes sowie Vx - B = 0 zeigen.

Die Fluktuationsanteile von Verschiebung, Vektor- und Skalarpotential sind fiir eine zweidi-
mensionale kubische Einheitszelle unter Scherung in Abb. 2.4(b) — (d). dargestellt.

Losung der mikroskopischen RWA

Zur Umsetzung der Homogenisierungs- bzw. Lokalisierungsoperation ist schlief$lich die durch
das System von PDGL, RB und Materialgleichungen definierte mikroskopische RWA zu lésen.
Diese erweitert sich im Falle dissipativen Materialverhaltens auf eine Anfangs-Randwertaufga-
be (ARWA), da fiir die inneren Variablen Anfangsbedingungen (AB) vorzugeben sind. Eine ers-
te Moglichkeit besteht dabei in der Anwendung analytischer Methoden, wie etwa in GALIPEAU
& PONTE CASTANEDA [37], GALIPEAU et al. [39], LEVEVRE et al. [88] oder PONTE CASTANEDA
& GALIPEAU [127] dargelegt. Diese Methoden sind sehr effizient, jedoch mit Annahmen oder
Restriktionen hinsichtlich Form- und Verteilung der Einschliisse sowie dem konstitutiven Ver-
halten der Komponenten verbunden.

Universeller einsetzbar sind FE-basierte Verfahren, wie sie fir MRE in DANAS [24], JAVILI et
al. [67], KALINA et al. [72, 74], KEIP & RAMBAUSEK [80, 81], METSCH et al. [104, 105], MUKHER-
JEE et al. [115], RAMBAUSEK et al. [134] oder ZABIHYAN et al. [174, 175] zu finden sind. In der
vorliegenden Arbeit soll daher die numerische Losung auf Basis der in Kapitel 3 diskutierten
FE-Formulierung préferiert werden.

2.2.2 Multiskalenschemata

Mittels der im vorherigen Teilabschnitt eingefithrten Methodik lasst sich einerseits einem ma-
kroskopischen Punkt X € B, durch Homogenisierung die effektive Materialantwort zuweisen
oder durch Lokalisierung die mikroskopische Feldverteilung in der Umgebung von X bestim-
men. Auf Basis dieser beiden Schritte ist nun die mehrskalige Modellierung eines makrosko-
pischen Korpers auf zwei unterschiedlichen Wegen méglich, dem gekoppelten und dem ent-
koppelten Multiskalenschema.

Gekoppeltes Multiskalenschema (FE?)

Eine erste Moglichkeit zur Umsetzung der mehrkskaligen Betrachtung besteht in der Nut-
zung eines FE2-Schemas, welches fiir MRE in Ke1p & RAMBAUSEK [80, 81], RAMBAUSEK et al.
[136] oder ZaBIHYAN et al. [175] zu finden ist. Wie in Abb. 2.5(a) dargestellt, ermdglicht diese

Mit (2.51) und (2.53) ergibt sich analog zur C-B-basierten Formulierung
Q" +D* =P :F_B.H.

25
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(a) (b)
Mikroskala Mikroskala Mikroskala

Homogenisierung & Homogenisierung Lokalisierung
Lokalisierung

PtOt,B
povg | EH F A
M’ P‘

Makromodell /}/'4 e

Makroskala Makromodell Makroskala
Geometrie + RB Parametrisierung Geometrie + RB

e/ 7/

Abb. 2.5: Schematische Darstellung der mehrskaligen Simulation von MRE: (a) voll gekoppeltes FE?-
Schema und (b) entkoppeltes Multiskalenschema. Die Kennzeichnung von Variablen mit einem
Uberstricht markiert makroskopische Gréf8en.

Methode die vollstindige Kopplung der mikroskopischen und makroskopischen Skalen ohne
die Notwendigkeit der expliziten mathematischen Formulierung des effektiven Materialver-
haltens. Sie ist somit bei Kenntnis der Mikrostruktur und den konstitutiven Eigenschaften der
Einzelkomponenten universell fiir beliebige Bauteil- und Probengeometrien einsetzbar. Ent-
scheidender Nachteil ist allerdings der sehr hohe Rechenaufwand, welcher aus der Losung der
mikroskopischen RWA zur Homogenisierung und Lokalisierung an jedem Integrationspunkt
des makroskopischen FE-Netzes resultiert. Durch die im Allgemeinen notwendige iterative
Losung erhoht sich dieser Aufwand nochmals.

Entkoppeltes Multiskalenschema

Eine Alternative zur vergleichsweise rechenintensiven FE2-Methode stellt die Anwendung ei-
nes entkoppelten Multiskalenschemas nach TERADA etal. [159] dar. Dabei wird vorerst das
effektive Verhalten fiir verschiedene Lastfélle aus einer Homogenisierung bestimmt und dann
ein geeignetes konstitutives Modell, das sogenannte Makromodell, an diese Daten angepasst.
Mit diesem kénnen nun makroskopische RWA gelost werden, wobei der Einfluss der Mikro-
struktur implizit durch das Makromodell erfasst wird. Somit entfillt im Gegensatz zur FE2-
Methode die explizite Losung der mikroskopischen RWA an jedem Integrationspunkt. Natur-
gemifd geht mit dem reduzierten numerischen Aufwand der Verlust der im Rahmen der Ho-
mogenisierungstheorie exakten Skalenkopplung einher, da sich im Allgemeinen kein fiir alle
makroskopisch auftretenden Lastmoden beliebig genaues konstitutives Modell aufinden lasst.
Weiterhin kann die Formulierung eines solchen Modells unter Umstanden extrem kompliziert
sein. Die mikroskopische Feldverteilung in der Umgebung eines makroskopischen Punktes
lasst sich bei Bedarf durch eine Lokalisierung, also die Aufbringung der makroskopischen Fel-

26
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Magnetisches Feld: Magnetisches Feld:
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Abb. 2.6: Makroskopische Rand- und Ubergangsbedingungen fiir ein MRE mit dem Gebiet 3 eingebet-
tet in Vakuum Fy: (a) Vorgaben fiir das mechanische Feldproblem und (b) und (c) Vorgaben
fiir das magnetische Feldproblem fiir Vektor- bzw. Skalarpotential-Formulierung. Darstellung
der Abbildung gemafl GEBHART & WALLMERSPERGER [43].

der Fund H bzw. B am RVE, bestimmen. Das entkoppelte Multiskalenschema ist in Abb. 2.5(b)
veranschaulicht.

Fiir MRE ist ein solches Vorgehen auf Basis analytischer Homogenisierungsmethoden in LE-
FEVRE etal. [88] oder MUKHERJEE etal. [115] diskutiert, die jedoch nur bis zu begrenzten Par-
tikelvolumengehalten von ¢ = 20 % ausreichend genau sind [115]. In dieser Arbeit soll daher
die auf einem numerischen Homogenisierungsverfahren basierte Methodik gemafl Karina
etal. [73] Anwendung finden. Diese ist auch fiir hohere Volumengehalte einsetzbar, erfordert
jedoch einen gewissen Rechenaufwand zur Generierung der benétigten Datensitze.

2.2.3 Makroskopische Randbedingungen

Der Satz von Gleichungen der makroskopischen RWA wird durch geeignete RB komplettiert.
Wie in Abb. 2.6 dargestellt, ist das MRE in einen Bereich mit verschwindender mechanischer
Steifigkeit und Magnetisierbarkeit, im folgenden als Vakuum mit dem Gebiet F; und duflerer
Berandung 0.F, bezeichnet, eingebettet. Da das magnetisierbare MRE in seiner Umgebung die
magnetischen Felder stort, gelten allerdings Restiktionen fiir /. Um in diesem Ausschnitt end-
licher Grofie die Situation in einem unendlich ausgedehnten Raum mit homogenem Fernfeld
mit der Induktion b™ bzw. Feldstirke A” zu modellieren, muss die grofite charakteristische
Abmessung 78 des MRE im Verhiltnis zur Kantenlidnge #© des Umgebungsbereiches ausrei-
chend klein sein. Gemafl SALAs & BUSTAMANTE [140] ist der Randeinfluss der Probe dann
vernachlissigbar, wenn £ > 10 max(#%) gilt.

Da in dieser Arbeit eine LAGRANGEsche Betrachtung verwendet wird, ist neben A bzw. ¢ auch
das Verschiebungsfeld innerhalb von F; zu bestimmen. Dazu wird F, durch ein elastisches
Kontinuum mit, im Vergleich zu By, vernachlissigbarer Steifigkeit angenihert.!’ Die magne-
tischen Eigenschaften von J; sind durch b = pph gegeben.

19Vorgehensweisen, die eine genauere Beschreibung des umgebenden Vakuums ermoglichen, sind beispielsweise
sogenannte moving mesh Methoden, wie sie etwa in BUSTAMANTE etal. [15], PELTERET etal. [122], SALAs & Busta-
MANTE [140] oder SAXENA et al. [144] beschrieben sind.
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2 Kontinuumsformulierung

Fiir die magneto-mechanischen Rand- und Sprungbedingungen auf der Oberfliche 953, gelten
mit der Aufteilung geméafy Abb. 2.6(a), also B, = (95’(1)‘ U 8B_g und @ = 85'6‘ N aB{)’ ,

[#] =0aufoB, bzw. [A] = 0 auf 0B, sowie (2.68)
a=iaufoB und N-[P°]+p=0aufaBl. (2.69)

Zur Vereinfachung wird die Verschiebung &2 auf dem gesamten duleren Rand .5, der Vakuum-
Box zu null vorgeschrieben, d. h. @ = 0 auf 0.5;. Gemafl VOGEL et al. [166] stellt diese Verein-
fachung keinen Verlust der Allgemeinheit der untersuchten Problemstellung dar.

Weiterhin wird 8 in einen magnetischen DiricHLET- und NEUMANN-Rand unterteilt. Das
heifit im Fall einer Skalarpotential-Formulierung gelten dFy = 0F; U 0F/A @ = oF, N oF],
wobei

¢=¢aufdF und B-NT =jaufoF] (2.70)

vorgeschrieben sind. Die Gré8e N bezeichnet den nach aufien gerichteten Normalenein-
heitsvektor der Vakkum-Box. Findet hingegen eine Vektorpotential-Formulierung Anwen-
dung, so gelte fiir den Rand oF, = 6.7:'64 U 6]-_-5 AND= 6]36“ N 8.7:'({(, wobei

A=AaufoF} und HxN® =K auf 9FX (2.71)

vorzuschreiben sind. Die eingefithrten Gebietsrander und vorzuschreibenden Gréflen sind in
Abb. 2.6(a) - (c) fiir das mechanische Feld sowie eine Vektor- bzw. Skalarpotential-Formulierung
schematisch dargestellt. Die Gréfen 7 undK werden auch als magnetische Flachenladung und
Linienstromdichte bezeichnet [98]. Mit ihnen erfolgt die Vorgabe normaler bzw. tangentialer
Anteile der jeweiligen magnetischen Grof3en.
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3 Numerische Losung von
Randwertaufgaben

Die numerische Losung der im vorherigen Kapitel 2 zusammengefassten magneto-mechani-
schen RWA erfolgt in dieser Arbeit mittels der Finite-Elemente-Methode (FEM). Die wesent-
lichen Gleichungen der hier verwendeten totalen LAGRANGE-Formulierung werden im Fol-
genden fiir die konkrete Problemstellung diskutiert. Fir eine ausfithrlichere Abhandlung zur
nichtlinearen FEM sei allerdings auf BELYTSCHKO [8] oder WRIGGERS [172] verwiesen. Da sich
die vorliegende Arbeit aufgrund des betrachtlichen numerischen Aufwands auf die numeri-
sche Losung zweidimensionaler Problemstellungen beschrankt, werden vorerst entsprechende
Vereinfachungen diskutiert.

3.1 Zweidimensionale Problemstellungen

Zur Reduktion von einer 3D- auf eine 2D-Aufgabe werden in den Kapiteln 5 - 7 lediglich Feld-
verteilungen, welche dem ebenen Verzerrungszustand (EVZ) geniigen, betrachtet. Die Lage
der kartesischen Basisvektoren Ex und ey ist dabei so gew#hlt, dass fiir die Koordinaten von
F und P™! die Beziehungen

Fiu Fp 0 Pt Pt 0
[FIK] = F21 Fzz 0 und [P;?lt] = P;?t P;gt 0 (31)
0 0 1 0 0 P

gelten. Ferner seien Flussdichte b, Feldstarke h und Magnetisierung m innerhalb der x;x;-
Ebene ausgerichtet, d. h.

bl hl mq
[bi] = |bz2| , [m]=|h2| und [my]=|my . (3:2)
0 0 0

Mit den Gleichungen (3.1); und (3.2) folgt weiterhin, dass auch die LAGRANGEschen magneti-
schen Groflen B, H und M innerhalb der x;x;- bzw. X; X;-Ebene liegen. Aus der Definition des
Vektorpotentials gemafl Gleichung (2.24); und den getroffenen Annahmen geht schlie8lich die
Reduktion auf lediglich eine Koordinate ungleich Null hervor. Es gelten demnach

0 dx,As
[Ak]=|0]| und [Bk]=|-0x4s| . (3.3)
Az 0

Die Restriktionen (3.1) — (3.3) vereinfachen den numerischen Aufwand erheblich, haben aber
weitreichende Konsequenzen hinsichtlich der Modellierung. So bedingen diese die Approxi-
mation einer MRE-Mikrostruktur mit sphérischen Partikeln durch unendlich lange Zylinder
entlang der xs;-Achse. Damit dndern sich nicht nur das magnetische Verhalten, sondern auch
die mechanischen Partikel-Matrix-Interaktionen. Gemafl METSCH etal. [104, 106] lasst sich
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3 Numerische Losung von Randwertaufgaben

aber dennoch eine qualitative Ubereinstimmung mit 3D-Problemen, in denen sphirische Par-
tikel betrachtet werden, feststellen. Demnach ist die Betrachtung von 2D-Problemen zur Ana-
lyse grundlegender Effekte und Phanomene durchaus sinnvoll.

Schlief3lich wirkt sich die Reduktion auf Problemstellungen des EVZ auch auf die im vorheri-
gen Kapitel 2 eingefiihrten mikroskopischen RB (2.64a) — (2.67b) aus: Hier ist die Periodizitét
nunmehr fiir die betrachteten Fluktuationsanteile i, A und ¢ ebenfalls auf die x;x;-Ebene
zu beschranken, sodass sich positive und negative Rander auf jeweils zwei Randflachen bzw. -
kanten reduzieren. Zusitzlich ergeben sich damit Anderungen fiir die vektorwertigen Gréien.
Demnach gilt fiir das mechanische Teilproblem

uclU(F)={ueR’|u=F-1)-X+amita =afirl € {1,2}, 43 =0} und (3.4a)
P e P = {p* e R’ | (p)®) = —(p°)Hfiir I € {1,2}} . (3.4b)

Bei einer Vektorpotential-Formulierung ergibt sich analog

A€ AB) :i={AeR’| As = esk1 Bk Xy + A mit A} = A, A; = A, =0} , (3.52)
KeK":={KeR?|K; =-Kj, Ki =K, =0} , (3.5b)

vgl. DaNas [24], Lux [98] oder METSCH et al. [105].

3.2 Finite-Elemente-Formulierung

3.2.1 Schwache Form

Da die zu lésenden PDGL (2.21a), (2.21b) und (2.41a) sowohl auf der mikroskopischen als
auch auf der makroskopischen Ebene gelten, sei vorerst nicht explizit zwischen beiden Ska-
len unterschieden. Betrachtet wird daher im Folgenden ein Gebiet Q, welches entweder als
B(I;VE = BS’I u Bg oder als By U Fy zu verstehen ist.

Die schwache Form der Impulsbilanz (2.41a) ergibt sich somit zu

/Pt°t:(VX5u)T dv-/p-(sudA—jzfpm-(sudA:o, (3.6)

Qn rn an

wobei Su die als virtuelle Verschiebung interpretierbare Wichtungsfunktion und p'* := N-P**
den totalen nominellen Spannungsvektor bezeichnen. Bei Betrachtung einer Homogenisie-
rungsaufgabe gilt dabei (p™')~ = —(p'°")*, wohingegen fiir makroskopische Problemstellun-
gen p'° = p°t auf 9QF gelte. Das Integral iiber materielle Sprungflachen I beriicksichtigt die
Vorgabe von Spannungsvektoren p auf l"éo gemif Gleichung (2.69). Die Losbarkeit der schwa-
chen Form (3.6) setzt die quadratische Integrierbarkeit der Funktionen {u,0u} voraus, sodass
diese jeweils Elemente der SoBoLEw-Funktionsraume

Vu = {u € H'(Q) | u = auf 0Q}} und (3.7a)
Vsu = {0u € H'(Q) | 6u =0 auf 9Qf UT'} (3.7b)

sein missen, vgl. Stmo & HUGHEs [151].
Unter Anwendung der in Abschnitt 2.1.2 eingefiihrten Skalar- und Vektorpotential-Formulie-
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3.2 Finite-Elemente-Formulierung

rungen ist die schwache Form der magnetischen RWA mit 7 := B-N und K := HXN entweder
gemif

/ B - V¢ dV — f ndp dA=0 oder (3.8)
Qo aQO
/H-(VXX5A)dV—‘7§K~5AdA=O (3.9)
Qo aQO

gegeben.! In den eingefiihrten Gleichungen bezeichnen §¢ und A magnetische Wichtungs-
funktionen, die in Aquivalenz zu Gleichung (3.6) als virtuelles Skalar- und Vektorpotential in-
terpretierbar sind. Ebenso gilt fiir Homogenisierungsaufgaben die Antiperiodizitat von n bzw.
K und fiir makroskopische Feldprobleme deren Vorgabe gemaf} (2.70); und (2.71);. Zur Ge-
wiahrleistung der Losbarkeit von Gleichung (3.8) und (3.9) miissen {¢,5¢} bzw. {A,0A} jeweils
Elemente der Raume

Vo ={p € H'(Q) | ¢ = ¢ auf 9Q¢} und (3.10a)
Vse i={8¢ € H'(Qo) | 5¢ = 0 auf 9QY } (3.10b)
bzw.
Va = {A e H (Q) | A=A auf 9Q¢'} und (3.11a)
Vsa = {84 € H'(Qo) | 6A = 0 auf 9Q7 } (3.11b)
sein.

3.2.2 Diskretisierung

Zur numerischen Losung der zuvor eingefiihrten schwachen Formulierungen sind diese rdaum-
lich zu diskretisieren. Dazu wird das Gebiet

Qo ~ U Q¢ (3.12)

in n® Elemente untergliedert, wobei im Allgemeinen ein gewisser Diskretisierungsfehler auf-
treten kann. Die Approximation der priméren Feldgréfen erfolgt in jedem Element Qf durch
LAGRANGE-Polynome N“%(X). Fiir die Wichtungsfunktionen sollen weiterhin dieselben An-

sitze gelten, sodass in jedem Element, also fiir alle X € Qf mite € {1,2,--, nEl}
u(X,t) = N*(X)u®(t) und dSu(X,t) = N¥*(X)éu”(1), (3.13)
e(X,t) = N*(X)p%(t) und Sp(X,t) = N*(X)5p*(t), (3.14)
A(X,t) = N*(X)A%(t) und JA(X,t) = N*(X)6A%(t) (3.15)

!Wird der allgemeine dreidimensionale Fall fiir eine Vektorpotential-Formulierung betrachtet, ist zusitzlich die
Couroms-Eichung durch LAGRANGE-Parameter oder mittels der Strafparametermethode als Nebenbedingung in die
Gleichung (3.9) einzubringen, s. STARK et al. [155].
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3 Numerische Losung von Randwertaufgaben

gilt. Die Indizierung (e)® bezeichnet zur globalen Knotennummer & € {1, 2,---, nX} zuge-
horige Knotenfreiwerte, wobei nX fiir die Anzahl der Knoten im System steht. Dabei ist die
Summation in den Gleichungen (3.13) - (3.15) tiber alle « € {a € N | X* € Q¢ } auszufiihren,
wobei X% die Position des Knoten mit der Nummer « bezeichnet. Die so gewahlten Ansétze
erfiillen weiterhin die im vorherigen Abschnitt aufgestellten Forderungenu € V,, ¢ € V,, und
A € V4 sowie du € Vs, dp € Vs, und JA € Vsy. Schliellich sind die gesuchten Freiwerte u“,
¢* und A% im Falle periodischer RB zusétzlich eingeschrankt, vgl. Abschnitt 3.3.2.

Unter Ausnutzung der Gleichungen (3.12) — (3.15) ergeben sich aufgrund der zu fordernden
Beliebigkeit der virtuellen Knotengréfien in jedem Zeitinkrement ¢, > t; die aus den schwa-
chen Formen (3.6) sowie (3.8) und (3.9) resultierenden Residuen

nEl r

"RY = U /(VXN“) Pt dV—/N“pdA— / N%p'ot dAl , (3.16)
= o e a0
nEl

"R, = /(VXN“) -BdV - / N%p dAl und (3.17)
=t Lo FloY
nEl r

"RY = / (WN®) x H dV — / N“K dAl . (3.18)
=t Log aqke

Die Indizierungen (e),, (), und (e)4 sind hier nicht als Zahlindex zu verstehen, sondern
sollen lediglich die Zugehorigkeit zur priméaren Feldvariable kennzeichnen.

Schliellich sei angemerkt, dass durch die Approximation der primaren Feldvariablen auch
die Sprungbedingungen (2.21a);, (2.21b), und (2.41a), im Allgemeinen nicht exakt erfiillt sein
miissen [98]. Da die Ableitungen entlang von Elementkanten stetig sind, gelten allerdings

Nx[Wwu]=0 , Nx[Ve]]=0 und Nx[WkA]=0VXel;. (3.19)

Somit ist die Tangentialstetigkeit von F gemaf3 (2.8a), gewéhrleistet, wohingegen der Sprung
von P! im Allgemeinen nicht exakt ist. Analog folgt aus (3.19), 3, dass eine Skalarpotential-
Formulierung lediglich die tangentiale Stetigkeit von H exakt erfiillt und bei einer Vektorpoten-
tial-Formulierung die Normalstetigkeit von B gewahrleistet wird, vgl. Gleichungen (2.21a),
und (2.21b)2.

3.2.3 Linearisierung

Aus der geometrischen und materiellen Nichtlinearitat sowie dem magnetischen Anteil der
Totalspannung resultiert sowohl auf der Mikro- als auch auf der Makroebene ein stark gekop-
peltes, nichtlineares Problem. Je nach Wahl des magnetischen Potentials, d. h. H = —Vx¢ oder
B = Vx X A, sind also in jedem Zeitschritt t,, die nichtlinearen Gleichungen

"RZ("uﬁ,"(pﬁ) =0A "RZ("uﬁ,"(pﬁ) =0Va,pfe{1,2,--- ,nX} bzw. (3.20)
"RE("uPPAP) = 0 A "RE("UPPAP) = 0 Ve p e {12, 15} (3.21)
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3.2 Finite-Elemente-Formulierung

bzgl. der globalen Knotenfreiwerte zu 16sen. Dazu soll ein NEwWTON-RAPHSON-Schema, das
eine monolithische Losung der Gleichungen (3.20) und (3.21) ermdglicht, Anwendung finden.
Dieses basiert auf einer Linearisierung, also einer TayLor-Reihenentwicklung bzgl. der als
unabhingigen Variablen fungierenden Knotenfreiwerte mit Abbruch nach dem linearen Glied,
die durch

mIYIRE ~ MRY 4 Kz,f i ninuf + Kzg tn’j"’jA(pﬂ =0 und 622
mIHRE & RS 4 K| AP+ KEE| AP =0 '
® ® oul,,j 00 lt,,j ¢

bzw.

mIRE ~ RS+ Kyh|, M Awf +KG|, -mAAP =0 und ™
n,j+1Ra~n,jRa+Ka’ﬁ .n,jA ﬁ+KUfﬂi _n,jAAﬁ_O ( ’
AR AT R auls, u AAl, j =

gegeben ist, vgl. KaLINA etal. [75] und METscH et al. [104].2 Hierin bezeichnen j den Iterati-

onsschritt und ™/ A(e)# den Zuwachs einer GréBe in diesem Schritt. Die Tangententerme sind

abhéngig vom konstitutiven Verhalten zu bestimmen. Dabei resultieren in dieser Arbeit die Li-

nearisierungen auf beiden Skalenebenen lediglich aus dem Gebietsintegral iber B(I)WE bzw. ByU

Fo.3 Somit sind mit den Beziehungen (9,,4F) - AuP = Auf ® V¢ NP und Opp HAq)ﬁ = —A(pﬁVXNﬂ
die Tangententerme im Fall einer Skalarpotential-Formulierung durch

ap _ORZ [ / o QT 5
K = = VW N®) - - (WNP) dv , 3.24
o= G = U | (BN G (BND) (3.242)
=1 e
OR% & ’Q*
ap _ _
Kb = &TZ __U / (WN) - s (WNP) av | (3.24b)
e=1 Qg
OR% nt! PO
| — /VN”‘-—-VNﬁ dV und 3.24
= G =~ | (RN G- (GNP aV un (3.240)
=1 %
oR% 20*
K= ¢ _ /VN“ . - (NP dv 3.24d
o = 5o = | (BN g (BN (3:244)
=

Die Tangententerme folgen aus dem GATEAUX-Differential
AR(x,Ax) = iR(x + eAx) _9R Ax
’ " de e=0 9 ’

das die Anderung von R in Richtung von Ax beschreibt, s. WRIGGERS [172].

3 Auf makroskopischer Ebene wird auf den Réndern 38{)’ sowie 3.7:'(;7 K in jedem Inkrement ™pot = 7 ptot

P sowie

"p =" bzw. "K = nK vorgegeben, sodass die Linearisierung dieser Terme und der Randintegrale verschwindet.
Auf mikroskopischer Ebene entfallen die Randintegrale iiber aBORVE aufgrund der Antiperiodizitit der Terme p', 5
und K gemaf (2.64b), (2.67b) und (2.65b) vollstandig.
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3 Numerische Losung von Randwertaufgaben

gegeben, wohingegen sich diese fiir eine Vektorpotential-Formulierung unter Nutzung der
Beziehung 0,44 B - AP = VNP x AP 7u

El

«p _ RS / «y . PQ ’

K. = = WN%) - - (W NP) dv, 3.25

o= S = U J (SN G (BV) (3.252)
=
nEl

a _ RS [ e 70 :

K’ =—= W N%) - X (W N¥) dv, 3.25b

= oap = U | (BN g < (BN?) (3.25b)
=,

w5 RS " #0Q p

K/ =—= WN%) x —— - (W N”) dV und 3.25

= 5 = [ SN S (B v un (3.250)
=,

K = aRZ—@/(v N x 22 o (wNP) av (3.25d)

M oAb T 9BoB~ " X :

Q5

ergeben. Aus den Gleichungen (3.24a) — (3.24d) bzw. (3.25a) — (3.25d) geht die Symmetrie der
FE-Matrizen innerhalb des durchzufithrenden NEwTON-RAPHSON-Schemas hervor. Da die er-
weiterte Energiedichte Q(C, - --) von C und nicht direkt von F abhéngt, erfolgt die Bestim-
mung der Tangentenmodule durch Anwendung der Kettenregel, bspw.

aZQ P’[Ot
Ex®e ®e, ®F
OFToF aFQK PR PR
=2 pp 22 s B vese, oF (3.26)
= o ae— —_— e e . .
aCk1aCq; P T Yack ) TR T TP E R

Die in (3.26) auftretenden Summanden fithren auf die materielle und die geometrische Tangen-
tensteifigkeit [172]. Weiterhin sei die zum 2. ProLa-KIRCHHOFF-Spannungstensor zugehorige
Materialtangente im folgenden durch

tot P*Q tot PQ

=4 bzw. =4
dCaC dCaC

(3.27)

bezeichnet. Liegt, wie etwa in Kapitel 6, eine Modellformulierung in Abhangigkeit eines Satzes
von Invarianten I, mit @ € {1, 2, ---, n} vor, lassen sich die gesuchten Ableitungen erneut
durch Anwendung der Kettenregel bestimmen, bspw.

*Q* Z": *Q* ol, aI,; Z oQ* %I, (3.289)
= —_—, .z0a
aCaC ol,olg ac ® al, aCaC
*Q* 5 PQr ol aIﬁ Q" %I,
= und 3.28b
o0HAC Z;‘ ol,olg on © Z al, oHoC (3.28b)
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n

’Qr Z Q" ol alﬂ ZaQ* I,
OHoH ~ 44 oIl oH® ol, 9HOH

(3.28¢)

3.3 Algorithmische Umsetzung
3.3.1 Vektor-Matrix-Notation

Zur Implementierung in einen FE-Code ist es zweckmifig, die Beziehungen (3.16) - (3.18)
sowie (3.24a) - (3.25d) in die Vektor-Matrix-Notation zu Uiberfithren. Dazu sei eine Matrix im
Folgenden durch die Schreibweise

TeR™":={r; e Rmitiec{l,---,m}undje {1, n}} (3.29)

gekennzeichnet, wobei R™*" den Raum der m X n Matrizen darstellt. Als Spezialfall seien
ferner Vektoren T € R™*! eingefiihrt. Analog zur knotenweisen Sortierung der globalen me-
chanischen und magnetischen Freiwerte gemaf}

— 1 1 nK nK T — 1 nK — 1 nK
E = ul uz ce ul uz ,_(2 = q) oo (p bZW. é = A3 e 143 5 (330)

erfolgt nun unter Anwendung des Assemblierungsoperators A der Zusammenbau des globalen
FE-Systems. Somit sind die vektorwertigen Residuen der Teilprobleme im zweidimensionalen
Fall durch

RZn X1 nRu ._A/Bu Ptot dv — A/Nu "5 dA - A / Nu totClA (331)

r’” ok
RT3 nRY —A/B‘P BdV - A / N’ dA und (3.32)
aQ”e
El El
nkx1 | npA y AT ¥ AT
R smRA= A [ BYHAV- A [ NYKdA. (3.33)
e=1 Q¢ e=1 S0Ke
0 0

gegeben. Darin bezeichnen g”/ ¢/A und B*/¢/4 Matrizen der Formfunktionen und ihrer Ab-

leitungen fiir die jeweiligen Freiwerte. Weiterhin ist die eingefithrte Spannungsgrofie gemaf3
piot .= [plot  plot plot - piot] T definiert. Die in (3.31) - (3.33) auftretenden Integrale werden
je nach Elementtyp durch Anwendung geeigneter Quadraturregeln geldst, wobei zuvor der In-
tegrationsbereich unter Anwendung des isoparametrischen Konzepts auf ein Einheitselement
in den natiirlichen Koordinaten transformiert wird, siehe Lux [98] oder WIRGGERs [172].

Die globalen NEwTON-RAPHSON-Schemata zur monolithischen Losung der nichtlinearen Glei-
chungen

nRe nRA

[HBM] =0 bzw. [ngu] =0 (3.34)
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3 Numerische Losung von Randwertaufgaben

sind in Vektor-Matrix-Notation durch

n,jguu n,jgmp n,j Au n,jRu n,j+1u n,ju "’jAu

n,qu)u n,jKtp(p [n’jASE =— [n,jﬁqj] mit [n,j+1£_2] = |:n’j5_2 + [n’jA_‘E} (3.35)
und

"JE”“ ”JguA njAu njRY ) n.j+ly nju nj Au

n,jKAu n,jKM ["’jAI_X == n,jI_{A} mit [n,j+1; = [n,jg + [n,jAK (3’36)

gegeben, vgl. KALINA et al. [75] und METscH et al. [104]. Im Falle dissipativen Materialverhal-
tens ist zusétzlich in jedem globalen Iterationsschritt eine lokale NEwToN-Iteration zur Losung
der zeitdiskretisierten Evolutionsgleichung an den entsprechenden Quadraturpunkten durch-
zufithren. Nach jedem globalen Iterationsschritt j findet ein Update der Knotenfreiwerte statt
bis das betrachtete Gleichungssystem, also (3.34); oder (3.34)z, im Rahmen einer vorzugeben-
den Toleranz erfiillt ist. Die eingefithrten Tangentenmatrizen K** bezeichnen die Ableitung

der Residuen R* nach den gesuchten Knotenfreiwerten gemif (3.24a) — (3.25d), bspw.

0

el
oR* )
K= — = BY —B* dV 3.37
k=5 A B G 337
=1 e

mit F := [Fll Fi5  Fy Fzz] T. Die Umsetzung der vorgestellten FE-Formulierung basiert
in dieser Arbeit auf einem MATLAB-Code. Dabei erfolgt die Losung des Gleichungssystems
mittels des Pakets PARDISO [124, 125].

3.3.2 Beriicksichtigung periodischer Randbedingungen

Wie in Abschnitt 3.2.2 bereits erw#hnt, sind die gesuchten Primargré3en im Falle einer Homo-
genisierung unter Annahme periodischer RB durch u € U (F) sowie ¢ € P(H) bzw. A € A(B)
zusitzlich eingeschrinkt. Weiterhin sind die zugehérigen Terme p*!, 5 und K - also Span-
nungsvektor, Normalkomponente von B sowie Tangentialkomponente von H — geméf (3.4b),

@ aB§< ® s
\
A XZ \ \\\
By~ By 7
AX1 7
2,—
l—» o, % Gebiet e Positiver Rand
Exk, ex o Negativer Rand = Masterknoten

Abb. 3.1: Algorithmische Umsetzung periodischer RB: (a) Unterteilung des Gebietsrands in positive und
negative Anteile und (b) Aufteilung der Knoten des FE-Systems und Masterknoten.
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(2.67b) und (3.5b) als antiperiodisch zu fordern. Die entsprechenden Zwangsbedingungen wer-
den dabei mittels des Konzepts der Masterknoten in das FE-Gleichungssystem eingebracht, s.
HAASEMANN etal. [53], KASTNER [87] oder Lux [98]. Dieses wird im Folgenden kurz skizziert.
Es bezeichnen v € R R € R¥*1 und K € R¥"*3"" den Vektor der generalisierten

Freiwerte, den Residuumsvektor und die Tangentenmatrix eines zweidimensionalen magneto-

mechanischen FE-Systems mit jeweils knotenweiser Sortierung der globalen Freiwerte, bspw.
T

v = [u% u, ot - u?K ugk (p"K] . Dieses System wird nun gemafl Abb. 3.1(b) in
Knoten im Gebiet sowie Knoten auf den positiven und negativen Réndern zerlegt:
GG G+ G-
Vo RO K™ K™ K
v=|v"| , R=|R"| und K= K¢ K" K| . (3.38)
v R K¢ K* K~

Wird ein rechteckiges RVE mit periodischem Netz vorausgesetzt, lassen sich die Koordinaten
von Knoten auf paarweise gegeniiberliegenden Rindern a5 und oB3;"~ mit & € {1,2} auffin-
den. Gemaf3 Abb. 3.1(a) sind also die Verbindungsvektoren gegeniiberliegender Seiten durch
AX® = X%F — X%~ fiir alle X** € 9B A X*™ € aB"~ definiert. Aufgrund der geforderten
Periodizitat gelten zwischen den priméren Feldvariablen der positiven und negativen Rénder
aus U (F), P(H) und A(B) ableitbare Zwangsbedingungen. Diese sind durch

u;x,Ma — u;x,+ _ u;x,— = (Fx — Six) AXE (3.39)
™M = @ _ @ = _F AXE und (3.40)
APM = AT — AZT = esg BRAXY (3-41)

mit LK,L € {1, 2} gegeben, wobei die eingefiihrten Differenzen jeweils als Freiwerte (#)®Ma
der Masterknoten definiert sind. Zugehérige generalisierte Masterknotenkrifte { f&Ma yeMa}
bzw. {f*Ma 1M} sind durch Integration iiber den positiven Rand definiert und lassen sich
ausgehend von (2.57) - (2.59) mit den gemittelten Spannungen und magnetischen Grofien in
Zusammenhang bringen:

2
p}?lt — VRLVE ; AXI%](;X’Ma mit ﬁa,Ma — / p;ot dA, (3.42)
Byt
_ 1 <
Bk = VRVE Z AXgEY*Ma mit Y*Ma .= / n dA und (3.43)
a=1 aB[?,+
_ 1 <
Hg = m Z eKL3AXgI§X’Ma mit I;X’Ma = / Kg, dA (3.44)

a=1
aBy*
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fir K,I € {1,2}. Dabei ist anzumerken, dass (2.59), im 2D-Fall durch

- 1
Hg = m exM3Xm e3Q5HQN5 dA (3.45)
OBRVE
0 K3

zu ersetzen ist. Der fehlende Faktor 1/2 kommt dadurch zustande, dass anstelle von der Be-
ziehung exypepry = 20kp der Zusammenhang ekyseprs = Oxp — 9x39ps gilt und lediglich tiber
vier Riander zu integrieren ist.
Durch Ausnutzung der eingefithrten Zwangsbedingungen (3.39) und (3.40) bzw. (3.41) l4sst
sich das diskrete System nun auf v&, v~ sowie die Freiwerte v der Masterknoten reduzieren.
Mit der Sortiermatrix S folgen

G
YG 10 0 XG 1 0 0 BG T% -
v'[=(0 n m||v| und |2 n" I||R*|=|2R"+R7| (3.46)
vi] o1 of[¥™ 0 m" of [R° m'R*
~— —— v ——
s = =R"

wobei m und n Matrizen besetzt mit Nullen und Einsen bezeichnen. Es erfolgt nun eine Auf-

teilung des Residuums in interne und externe Knotenlasten: R = f,  + f_ . Hier bezeichnet
f, . alle Terme in den Gleichungen (3.31) - (3.33), die aus den Gebietsintegralen tiber Q, re-
sultieren. Die externen Knotenlasten ergeben sich dagegen aus den Randintegralen iiber Q.
Im nichsten Schritt ist nun die Struktur des transformierten Residuumsvektors R* in Glei-
chung (3.46), zu betrachten. Dabei gilt aufgrund der Antiperiodizitit von p** € P™! und
n € € bzw. K € KH, dass sich die externen Knotenlasten der positiven und negativen Seite
aufheben. Somit stehen die entsprechenden internen Knotenlasten im Gleichgewicht, sodass
auch abgeleitete Feldgrélen — also P** und F sowie H, B und M — periodischen Charakter
aufweisen. Aus den Gleichungen (3.42) - (3.44) geht weiterhin hervor, dass die generalisierte
Masterknotenkraft £ dem Ausdruck ngzxt entspricht [53, 98]. Nach den diskutierten Schrit-

ten ergibt sich letztlich das transformierte Gleichungssystem

fG

—int
STRSAV' = — |0 f + i | (3.47)
- Tt _ fMa
~—— = Zint =

in dem sowohl die Periodizitit der priméiren Feldgroflen als auch die Antiperiodizitit als
Zwangsbedingungen eingebracht sind. Die effektiven magneto-mechanischen Zusténde las-
sen sich dabei durch Vorgabe der Masterknotenverschiebungen und -potentiale vorgeben.
Werden stattdessen generalisierte Krafte vorgeschrieben, stellen sich die effektive Deformati-
on F und die magnetischen Gréfien H bzw. B ein. Zusitzlich ist ein Knoten X% € BX'F mit
homogenen DIRICHLET-RB zu versehen [98].
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4 Charakterisierung der Konstituenten

Um das Verhalten von MRE auf der Mikroebene zu beschreiben, ist neben der strukturellen
Anordnung die Kenntnis des Materialverhaltens von Partikeln und Matrix notwendig. Dieses
Kapitel beinhaltet die Charakterisierung und Modellierung der Materialantwort beider Konsti-
tuenten anhand von experimentellen Daten und soll mit einer kurzen Einordnung beginnen.

4.1 Klassifizierung

Typische in MRE verwendete Partikel- und Matrixmaterialien kénnen verschiedenste konsti-
tutive Charakteristika aufweisen. Dabei wird an dieser Stelle das Verhalten auf mikroskopi-
scher Ebene — in der beide Konstituenten nidherungsweise als separate, homogene Kontinua
beschreibbar sind — betrachtet. Die in Abb. 4.1 skizzierten Polymerketten und magnetischen
Domaénen werden also nicht explizit aufgelost.

Ferromagnetische Partikel

Das magnetische Schaltverhalten von MRE resultiert im Wesentlichen aus den Eigenschaften
des verwendeten magnetischen Fiillstoffes. Werden ferromagnetische Multidoménenteilchen
mit polykristalliner Substruktur — d. h. stochastischer Verteilung der anisotropen Kristalle und
Doménen - betrachtet, resultiert auf der Mikroebene ein isotropes Verhalten. Dabei lasst sich
die in Abb. 4.1 dargestellte Untergliederung in harte und weiche Ferromagneten vornehmen,
vgl. JiLes [68]. Aquivalent zur Elastizitit weisen ideale Weichmagneten keinerlei Lastpfad-
abhingigkeit auf. Das Magnetisierungsverhalten realer ferromagnetischer Materialien weist
allerdings stets eine gewisse Pfadabhéingigkeit, die zu einer schwach ausgepréigten Hysterese
fuhrt, auf. Diese resultiert aus irreversiblen Doménen-Umwandlungs-Prozessen, ist jedoch bei
weichmagnetischen Materialien vernachlassigbar klein. Als Hartmagneten bezeichnete Mate-
rialien zeigen dagegen eine signifikante Geschichtsabhangigkeit dhnlich zur Plastizitét.

Aus mechanischer Sicht sind die magnetisierbaren Partikel im Vergleich zur elastomeren Ma-
trix sehr steif, sodass C =~ I fiir alle X € BOP gilt. Magneto-mechanische Kopplungseffekte
innerhalb der Partikel sind somit vernachlédssigbar und die spezifische freie Energie l4sst sich
gemifd

Y(C, B, Z%) = ™" (C) + y"™E(B,Z") oder (4.1)
lﬁ*(C, H,Za) — lﬁ*mECh(C) + I//*mag(H,Za) (4.2)
in einen rein mechanischen und einen rein magnetischen Anteil zerlegen, vgl. Danas [24],

JaviLl et al. [67], KALINA et al. [72, 74, 75], METSCH et al. [104-106] oder PONTE CASTANEDA
und GALIPEAU [127].

Elastomere Matrix

Neben den Eigenschaften der Partikel hiangt das effektive Verhalten von MRE maf3geblich von
der Wahl der elastomeren Matrix ab. Um grofie Schalteffekte im magnetisch aktiven Kompo-
sit zu erzielen, muss die Steifigkeit des Elastomers moglichst gering sein. Fiir den Einsatz in
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Elastisch Weichmagnetisch

o

~

Viskoelastisch A > Hartmagnetisch
o m

Abb. 4.1: Schematische Darstellung des Aufbaus und konstitutiver Charakteristika von Partikeln und
Matrix: Polymere mit elastischem und viskoelastischem Verhalten fiir einen Zug-Druck-
Zyklus sowie Partikel mit weich- und hartmagnetischem Verhalten fiir einen Zyklus des
h-Feldes. Die abgebildete MRE-Mikrostruktur ist METSCH etal. [104] entnommen. Nach-
druck mit Genehmigung von Springer Nature: Archive of Applied Mechanics, Two- and
three-dimensional modeling approaches in magneto-mechanics: a quantitative comparison,
P. METsCH et al., ©2019.

spezifischen technischen Applikationen ergeben sich allerdings Restriktionen hinsichtlich der
minimal wahlbaren Steifigkeit. Zur Herstellung von MRE werden daher haufig Silikonelasto-
mere verwendet, vgl. BAstorLa & HossaIn [5]

Aus der stochastischen Anordnung der Polymerketten innerhalb der Matrix resultiert auf der
Mikroebene ein isotropes Verhalten, wobei die charakteristische Kettenlange von Silikonelas-
tomeren im Nanometerbereich liegt und damit deutlich geringer als der Durchmesser der ein-
gebetteten Mikropartikel ist [173]. Werden Schidigungseffekte und plastisches Verhalten aus-
geschlossen, lasst sich auf Seiten der Matrix zwischen dem in Abb. 4.1 schematisch dargestell-
ten ideal elastischen und viskoelastischen Verhalten unterscheiden [56]. Dabei sei angemerkt,
dass in der Realitit stets eine gewisse Ratenabhéngigkeit auftritt. Abhéngig vom Elastomer
lasst sich das Verhalten in einem fiir die Problemstellung relevanten Bereich von Deformati-
onsgeschwindigkeiten C aber haufig als elastisch annahern.

Aus magnetischer Sicht verhalten sich Polymere diamagnetisch, d. h. fiir die relative Permea-
bilitat gilt y, < 1. Im Vergleich zu den ferromagnetischen Partikeln ist dieser Effekt allerdings
verschwindend gering, sodass die Permeabilitat durch p = popy = po gegeben ist, vgl. WAPLER
etal. [169]. Somit kann die erweiterte freie Energie der Matrixphase B! unter der getroffenen
Annahme durch

Q(CBZ) = 0o (C.Z%) + % J'C: (B® B) (4.3)
0

definiert werden [72, 74, 75]. Ist H als unabhangige konstitutive Variable festgelegt, so ist der
in (4.3) auftretende Freifeldanteil durch die Definition gemaf} Gleichung (2.52) zu ersetzen.
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4.2 Elastomere Matrix

Um bei der Modellbildung das reale Verhalten eines Silikonelastomers abzubilden, wurde im
Rahmen der studentischen Arbeit WoLLNER [171] das Elastomer Zhermack Silikon ZA 8 LT
Shore 8 der Firma TRoLL FACTORY charakterisiert. Im folgenden Abschnitt sind die Ergebnisse
dieser Arbeit zusammengefasst.

4.2.1 Experimentelle Charakterisierung
Probenherstellung und Priifaufbau

Zur Herstellung der Proben erfolgte die Mischung von Basis- und Katalysatorfliissigkeit so-
wie verschiedenen Gehalten von Silikondl. Um den Einfluss des Silikonéls auf die mechani-
schen Eigenschaften des Elastomers zu untersuchen, wurden jeweils sechs Proben mit den
Olgehalten ¢ = {0, 10, 20, 30, 40} % hergestellt. Fiir die verbleibenden Volumenanteile erfolg-
te eine gleichmiafige Aufteilung auf Basis- und Katalysatorkomponente. Weiterhin wurden
zur Erleichterung der vorgesehenen lokalen Dehnungsmessung jeweils geringe Mengen eines
Farbstoffs auf Silikonbasis zugesetzt. Nach der sorgfiltigen Vermischung aller Chemikalien
bei Raumtemperatur wurde die Fliissigkeit 10 min in einer Vakuumkammer entgast und dann
in zwei separate Polytetrafluorethylen (PTFE)-Formen gegeben. Zur Ankopplung an die Ein-
spannvorrichtung dienten jeweils zwei Metallhiilsen. Nach einer Wartezeit von mindestens
2 h erfolgte schliellich die in Abb. 4.2(b) dargestellte Entformung der Proben. Die Geometrie
des Priifkérpers samt Einspannhiilsen ist in Abb. 4.2(a) zu finden und ist DOHMEN [29] ent-
nommen.

Zur Durchfithrung der Zugversuche kam eine elektro-mechanische Priifmaschine mit einer
Maximalkraft von 5kN zum Einsatz. Aufgrund der verhéltnisméflig geringen Steifigkeit der
hergestellten Proben lag die grof3te auftretende Priifkraft samt Gewicht der Einspannung aller-
dings bei ca. 50 N. Um dennoch eine prézise Messung der anliegenden Zugkraft zu gewéhrleis-
ten, wurde in den Laststrang eine Kraftmessdose mit einer Nennlast von 100 N eingebaut. Die
Lasteinleitung erfolgte mittels der in Abb. 4.3(a) dargestellten Einspannvorrichtung gemif3

(a) 130 (b)
60° 2
-
‘ Y -
L/ =
Oo ‘ b -
| L
2 M1 1
5 Q ‘ \ e
S |
10 2 / 3
20 <
45

Abb. 4.2: Elastomer-Priifkorper: (a) Geometrie der Probe gemafl DoHMEN [29] mit Lingenangaben in
mm und (b) PTFE-Formschalen mit Probe und Lasteinleitungshiilsen.
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1”21 Asz M

Abb. 4.3: Experimenteller Aufbau der Elastomer-Priifung: (a) und (b) lastfreie und belastete Probe mit
aufgesprithtem Muster zur lokalen Dehnungsmessung und Einspannung gemafl DOHMEN [29]
sowie (c) und (d) Messung der lokalen Streckung A in Lastrichtung mittels Aramis. Die Foto-
grafie unter (a) ist KALINA et al. [76] entnommen. Nachdruck mit Genehmigung von De Gruy-
ter: Physical Sciences Reviews, Multiscale modeling and simulation of magneto-active elasto-
mers based on experimental data, K. KALINA et al. 2020.

DoHuMEN [29]. Samtliche Versuche erfolgten verschiebungsgesteuert, sodass die Traversen-
Relativverschiebung Au(t) vorzugeben war. Prifkraft AF und Verschiebung Au wurden mit
500 Hz aufgezeichnet.

Neben der Aufzeichnung von Au kam eine lokale Dehnungsmessung mittels digitaler Bild-
korrelation zum Einsatz. Dies bietet den Vorteil, auf eine naherungsweise Berechnung der
lokalen Dehnungen bzw. Streckungen A in Lastrichtung anhand von Au verzichten zu kén-
nen.! Zusitzlich ldsst sich auch die Streckung Ay in tangentialer Richtung bestimmen. Da fiir
eine homogene Deformation die Kreisform des Querschnitts erhalten bleibt, folgt weiterhin
die Gleichheit von radialer und tangentialer Streckung. Somit ist neben A die Streckung A,
quer zur Lastrichtung bekannt. Die praktische Umsetzung der beschriebenen Prozedur erfolgte
mit dem Tool Aramis der Firma GOM. Dazu war jeder Priifkorper vorab mit einem stochas-
tischen Muster zu besprithen. Die maximal aufgepragte lokale Streckung in Lastrichtung lag
bei A = 2. Zwei aufgezeichnete Feldverteilungen von A} sind in Abb. 4.3(b) und (c) dargestellt.
Die Aufnahme der Bilder zur anschliefenden Auswertung erfolgte mit 1/3 Hz, wobei der Start
der Aufnahme manuell vorgenommen wurde.

Zugversuche

Voruntersuchungen

Bevor die Aufzeichnung der Spannungs-Dehnungs-Kurven begann, wurden alle Proben vor-
konditioniert, d. h. es fand eine Belastung bis zur Maximalverschiebung und anschlieBende
Entlastung statt. Somit lasst sich die Nicht-Reproduzierbarkeit der Versuche aufgrund des

! Aus einem Vergleich der in Abb. 4.3(a) und (b) dargestellten Zustinde wird die Schwierigkeit ersichtlich Aj im
Priifbereich aus Au zu bestimmen. Da der aufgeweitete Lasteinleitungsbereich der knochenférmigen Zugprobe eine
nicht zu vernachlissigende Deformation aufweist, ist die analytische Berechnung von A nur schwerlich méglich.
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(b)
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Abb. 4.4: Voruntersuchungen zur Charakterisierung des Silikonelastomers mit ¢ = 0 %. Prifkraft AF
iber Verschiebung Au fiir: (a) MuLLins-Effekt bei einer unkonditionierten Probe und (b) einer
vorkonditionierten Probe bei unterschiedlichen Verschiebungsraten # der Traverse.

Murrins-Effektes [117] vermeiden. Die Be- und Entlastungskurven einer unkonditionierten
Probe in fiinf Stufen sind in Abb. 4.4(a) dargestellt. Dabei ist der fiir den MurLins-Effekt typi-
sche Steifigkeitsabfall deutlich zu erkennen.

Weiterhin wurde in einem Vorversuch die Ratenabhingigkeit des Silikonelastomers unter-
sucht. Es lief} sich fiir die Verschiebungsraten Az = {20, 100, 200}mm min~! kein signifikanter
Unterschied in den Kraft-Weg-Kurven detektieren, vgl. Abb. 4.4(b). Weitergehende Untersu-
chungen mittels einer dynamisch-mechanischen Analyse bestétigten die vernachlassigbare
Ratenabhingigkeit des Elastomers erneut. Das Materialverhalten kann folglich in sehr guter
Niaherung als ideal elastisch betrachtet werden. Die ermittelte nahezu elastische Spannungs-
antwort ist auch von anderen Silikonelastomeren bekannt, vgl. LEONARD et al. [89].

Durchfiihrung der Messungen und Auswertung

Zur statistischen Absicherung sind fiir jede Spannungs-Dehnungs-Kurve die Messdaten aus
jeweils sechs separaten Versuchen beriicksichtigt. Dabei tritt eine gewisse Schwierigkeit bei
der Datenauswertung auf. Zum einen wurden die diskreten Signale von Kraft AF(#;) und Stre-
ckungen A/, (t;) von zwei unterschiedlichen Systemen mit verschiedenen Frequenzen auf-
gezeichnet und zum anderen erfolgte die Initiierung der Dehnungsmessung iiber ArRAMIS bei
jedem Versuch per Hand.

Die angesprochenen Probleme lassen sich nun folgendermafien umgehen: Durch Einspeisung
des Signals Au(t;) in ARAMIS ist tiber einen Abgleich eine einheitliche Zeitparametrisierung
zu erreichen, sodass mit der Transformation ¢ = t; + At* jeweils AF(ty) = 0 und A/, (¢;) = 1
fir die relevanten Signale gelten. Aufgrund des manuellen Starts der Dehnungsmessung koén-
nen die Messpunkte A(t]) der jeweils sechs Versuche aber dennoch unméglich an den gleichen
Zeitpunkten vorliegen. Um zur Bestimmung von Mittelwert und Fehlern ein isochrones Signal
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zu erhalten, erfolgt somit mittels der Stiitzwerte y; miti € {0,-- -, n} eine Interpolation durch
kubische C2-Splines

Si(t) = a,-(t — ti)3 + bi(t - ti)z + C,'(t — ti) + d,’ vVt € [ti,ti+1] miti € {0, e, n— 1} . (4.4)

Die Freiwerte sind dabei aus den Interpolations-Bedingungen s;(t;) = y; und s;(fi+1) = Yit1,
der Forderung nach zweifach stetiger Differenzierbarkeit sowie den natiirlichen RB sy’ (x9) = 0
und s)”  (x,) = 0 bestimmbar. Unter Ausnutzung der Spline-Interpolation lassen sich nun fiir
jeden Silikondlgehalt isochrone Signale {A;, A1 ;, AF;} mit dquidistanten Zeitschritten extra-
hieren. Da pro Versuch ca. 100 Stiitzstellen vorliegen, ist der Fehler infolge der Interpolation
der gemessenen Streckungen vernachléssigbar. Fiir die Priifkraft liegen aufgrund der deutlich
héheren Abtastrate von 500 Hz nochmals wesentlich mehr Stiitzstellen vor.

Alle ermittelten Spannungs-Dehnungs-Messungen fiir die zuvor gewahlten Silikonélgehalte
do1 = {0, 10, 20, 30, 40} % sind in Abb. 4.5(a) zu finden. Es zeigt sich ein deutlich ausgeprag-
tes nichtlineares Verhalten mit drei Teilbereichen, im englischen als small-to-moderate strain
regime, strain-hardening regime und limiting-chain regime bezeichnet [27]. Der charakteris-
tische Anstieg bei hohen Streckungen lasst sich auf die zugrunde liegende Polymerketten-
Struktur zurtickfithren. Sind diese komplett in Richtung der angelegten Deformation ausge-
richtet, steigt der Widerstand gegen eine weitere Dehnung deutlich an. Weiterhin zeigt sich
fur den betrachteten Deformationsbereich eine nahezu perfekt ausgepréagte Inkompressibilitat
des Elastomers, vgl. Abb. 4.5(b).

Fir viele Anwendungen ist der initiale Bereich der Spannungs-Dehnungs-Kurve besonders
relevant. Dabei verhalten sich alle elastischen Materialien in einem kleinen Bereich um den
spannungsfreien Zustand F = I annédhernd linear, d. h. es gilt P = E(A — 1). Folglich lasst sich
der initiale Elastizitaitsmodul E anhand der Datenpunkte des linearen Bereiches bestimmen. Es
zeigt sich, dass der in Tab. 4.1 aufgefiihrte initiale Schubmodul G = E/3 des Silikonelastomers
durch Zugabe von Silikondl systematisch beeinflusst werden kann. Die Abhéngigkeit von G
ist jedoch stark nichtlinear und lasst sich durch die Funktion

G(‘lsén) - Gi

Glgon) = 9836 KPa(1 o>’ mit G

=4,78% (4.5)

beschreiben [171].

4.2.2 Modellierung und Parametrisierung

Aufgrund der vernachlédssigbaren Ratenabhangigkeit des charakterisierten Silikonelastomers
sind mégliche interne Variablen Z* nicht von Belang. Somit lasst sich ¢/ fiir alle X € B)! in
Abhingigkeit des rechten CAuCHY-GREEN-Deformationstensors darstellen.

Um volumetrische und deviatorische Anteile der Spannungsantwort separat modellieren zu
konnen, ist die als FLorY-Split [36] bezeichnete Zerlegung des Deformationsgradienten F in
volumetrischen und isochoren Anteil gemif3

F:= FVOl A FiSO mit FVOl — ]1/31 und FiSO — J—1/3F (46)

zweckmaflig. Somit kann das in Abb. 4.5(b) dargestellte nahezu perfekt inkompressible Verhal-
ten sehr gut beschrieben werden. Dazu ist die freie HELmHOLTZSCche Energiedichte ¥ = g/
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additiv in Deviator- und Kugelanteil aufzuspalten: ¥(C) := ¥9¢v(C*°) + ¥V°(J). Mit dem iso-
choren Rechts-CaucuY-GREEN-Deformationstensor C%° = J=2/3C und acJ = J/2C~! sowie
den Gleichungen (2.40) und (2.50) folgt

a\{;dev a\onl
+

T=2
aC o]

Jjct. (4.7)

Um ideal-inkompressibles Verhalten zu modellieren, gelten hingegen die Relationen

dev
Y(C) = PIV(C*) —p(J—1) und T=2 = P JjCc !, (4.8)
wobei p den mechanischen hydrostatischen Druck bezeichnet.
(a) . (b) . .
Uniaxialer Zugversuch Streckungen in Querrichtung
200 F 1,00 g
175
0,95
150 [
0,90
5 125+
e
100 3085
A L
& 0,80
50
0,75
25
0 C 1 1 1 1 1 1 0’70 1 1 1 1 1 1
1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0 10 1,2 14 16 1,8 20
A A
I I
+ Experiment —— Modell inkompressibel - Modell kompressibel

Abb. 4.5: Charakterisierung des Silikonelastomers durch uniaxiale Zugversuche: (a) experimentell er-
mittelte Spannungs-Dehnungs-Kurven fiir die Silikonélgehalte ¢ = {0, 10, 20, 30, 40} %
sowie angepasste OGDEN-Modelle (4.18) und (4.20) und (b) gemessene lokale Streckungen A
und A, fiir ¢5; = 0 % sowie ideal inkompressible und quasi-inkompressible Streckungskurven.
Die Richtungen || und L sind im abgebildeten Foto des Probekorpers gekennzeichnet. Mess-
daten und Fotografie sind KaALINA etal. [76] entnommen. Nachdruck mit Genehmigung von
De Gruyter: Physical Sciences Reviews, Multiscale modeling and simulation of magneto-active
elastomers based on experimental data, K. KaLINA et al. 2020.
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Isotrope Hyperelastizitat

Aufgrund der stochastischen Anordnung der Ketten innerhalb von Polymeren lassen sich diese
als isotrop betrachten, d.h. es gilt ¥(C) = ¥(I;*°,I;°,[3) = ¥(A°,4;°,A5°,]). Dabei sind die
Hauptinvarianten mit isochor-volumetrischer Zerlegung geméfy

J—4/3

5 (tr’C—trC? und I; :=detC (4.9)

Iiso — _]_2/3 trC I;so .

definiert. Fiir die isochoren Anteile der Hauptstreckungen gilt A%° = J='/3),, wobei sich die
Hauptstreckungen A, € R, mit @ € {1, 2, 3} aus dem Eigenwertproblem (C — A’I) - N = 0
mit dem Eigenvektor N ergeben.
Um das stark nichtlineare Verhalten des Elastomers abzubilden, hat sich die Anwendung des
OGDEN-Modells [120] als besonders geeignet herauskristallisiert [171]. Daher soll im Folgen-
den die Beschreibung in Abhéngigkeit der Hauptstreckungen préferiert werden. Unter Nut-
zung der Projektionstensoren M lassen sich C und J nun allgemein durch

N, N, N,
C=> 2M“undJ=[ [A% mit M* M/ =M% und ) M*:=1  (4.10)

a=1 a=1 a=1

ausdriicken, vgl. MIEHE & LAMBRECHT [111]. Dabei bezeichnen N, € {1, 2, 3} die Anzahl
unterschiedlicher Eigenwerte und v, € {1, 2, 3} die algebraische Vielfachheit von A,. Das
Einklammern von Indizes kennzeichne im Weiteren, dass tiber diese nicht zu summieren ist.
Unter Ausnutzung der in A.2 hergeleiteten Relationen

Iy 1 aJ Vo aAse _ 1 Ao
= Mo LY d @ B s — —yp L 4.11
aC 240V (a) e Mo J un g ] ap 3 ' /P(Sg) ( )

folgen fiir deviatorischen und volumetrischen Anteil des mechanischen Spannungstensors
T = T + TV gemif (4.7) bzw. (4.8), die Zusammenhinge

Ny i dev Na dev
1 |AZ° ¥ 1 iso OF
dev _ a ;
TV = Z 2|l T e T 2 ;OT M?% sowie (412)
LR | va N 3P o
N, 1 N
a\PVO
=3 LM b T =y LM (1.13)
2% d] 22
a=1"a a=1"¢&

Der nachfolgend zur Parametrisierung verwendete 1. PioLa-KIRCHHOFF-Spannungstensor nach
Gleichung (2.39), also P = T - FT, ergibt sich unter Ausnutzung der Relationen

N Ny
T= Z T,M* , F= Z JeR-M@ und F-M%=1,P@ (4.14)
a=1 a=1 —p(@
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mit den Hauptspannungen T, und dem eigentlich orthogonalen Rotationstensor
Q>5R:=F.-VC1. (4.15)

Unter Anwendung der Beziehungen (4.14) folgt fiir den 1. P1oLA-KIRCHHOFF-Spannungstensor

A
P=> PP" mit Pyi=Todi) - (4.16)

Parametrisierung

Ideale Inkompressibilitt

Zur Beschreibung der in Abb. 4.5 dargestellten experimentellen Daten soll, wie bereits er-
wihnt, ein OGDEN-Ansatz Anwendung finden. Unter Annahme ideal inkompressiblen Verhal-
tens gelten somit

N N,

Hp iso*P
gy £ —3|=-p(J - .

Zap Zvﬂ/lﬁ 3|-p(J—1) und (4.17)

p=1 p=1

1Y 1 <A 1

=)T ] (/1 - ZVYA —pﬂj. (4.18)

P— Y 1

Fiir den engsten Querschnitt der Probe sei nun ein homogener, uniaxialer Spannungszustand
mit P = P; angenommen. Somit gilt fiir die Spannungen in Querrichtung P, = P; = 0 und
fiir die Hauptstreckungen folgt A; = A} sowie A; = A3 = A, mit v, = 2. Aus der geforderten

-1/2

Inkompressibilitat folgt weiterhin A, = /1” . Der hydrostatische Druck p lasst sich aus den zu

null geforderten Spannungen in Querrichtung bestimmen. Somit ergeben sich die gesuchten

Parameter x = [ﬂl Ho < fN Q1 Oy - aN] T aus dem Optimierungsproblem
1< 2
K =arg {13161(1’315 ; [Pi - P(AHI-,E)] } mit

(4.19)

N
1
C:= {,up,apER‘(ap<—1VaP22)/\app(p) ZOAGziz;lpap} .
p=1

Uber die Nebenbedingung C wird der initiale Schubmodul G eingestellt und weiterhin der Satz
von Parametern {y,a,} auf physikalisch sinnvolle Wertepaare beschrankt [120]. Bei der Op-
timierung hat sich fir ¢g; = {0, 10,20} % ein Modell mit N = 3 Gliedern als geeignet erwiesen.
Fir ¢g; = {30,40} %, ist die angepasste Kurve bereits fiir N = 2 ausreichend genau. Die be-
stimmten Datensatze fiir alle Sikikondlgehalte sowie die angepassten Spannungs-Dehnungs-
Kurven sind in Tab. 4.1 und Abb. 4.5 zu finden. Das Modell ist im Bereich der gemessenen
Streckungen sehr gut in der Lage, das stark nichtlineare Verhalten abzubilden.
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Tab. 4.1: Identifizierte Parameter des inkompressiblen OGDEN-Modells (4.18) fiir verschiedene Silikon-
olgehalte ¢ und zugehorige initiale Schubmoduli G. Die Werte von G sind anhand der ersten
vier Datenpunkte der gemessenen Spannungs-Dehnungs-Kurven bestimmt.

do1/% G/kPa  pi/kPa  pz/kPa 3 /kPa o o as

0 99,17 —22,67 24,17 9,00-10 —6,61 200 18,78
10 71,79 —15,88 19,33 8,16-107> —658 2,03 18,29
20 52,09 -11,78 12,31 407-107°  —6,67 2,08 18,18
30 33,55 —13,63 2,81 - =399 4,53 -
40 25,19 —6,85 1,72 - -6,85 2,00 -

Quasi-inkompressibles Modell

Um im Rahmen der FE-Simulationen eine numerisch aufwendigere gemischte Elementformu-
lierung mit dem Druck p als zusatzlichen Freiwert zu umgehen, soll das Verhalten im Folgen-
den durch einen quasi-inkompressiblen Ansatz approximiert werden. Dabei bleibt der devia-
torische Anteil des Modells unverandert und der volumetrische Term sei durch den Ansatz
Yvol(J) == k/4(J? — 2In ] — 1) gegeben, sodass die Spannung zu

N N,
1 iso®P 1 iso®P K. _
Pg = » lep 2~ 2 Zl vy A ) 4 Eaﬁl(ﬂ -1) (4.20)
p= Y=

folgt. In Gleichung (4.20) bezeichnet k = 2/3G(1 + v)/(1 — 2v) den Kompressionsmodul, wo-
bei fiir kK — oo ideal inkompressibles Verhalten resultiert [61]. Um eine stabile FE-Simulation
und dennoch eine nahezu inkompressible Spannungsantwort zu gewahrleisten, wird fiir die
initiale Querkontraktion der Wert v = 0,49 gew#hlt. Die Parameter des kompressiblen Modells
ergeben sich erneut aus dem Optimierungsproblem (4.19), wobei an die Stelle der inkompres-
siblen Spannungsdefiniton (4.18) die Definition gemaf; (4.20) tritt. Weiterhin ist zu beachten,
dass sich die Querstreckungen A, im Gegensatz zur idealen Inkompressibilitit nicht explizit
angeben lassen. Sie sind durch P,(4),A.) = P3(A),4.) = 0 implizit gegeben und sind in jedem
Optimierungsschritt der nichtlinearen Aufgabe (4.19) iterativ zu bestimmen. Fiir den initialen
Schubmodul gilt G = E/[2(1 + v)].

Die bestimmten Parameter fiir alle Silikonodlgehalte sowie die angepassten Spannungs-Deh-
nungs-Kurven sind in Tab. 4.2 und Abb. 4.5 zu finden. Insgesamt lasst sich fiir das kompressible
Modell ebenfalls eine sehr gute Abbildung der experimentellen Spannungsantworten festhal-
ten. Naturgemaf tritt allerdings durch die vorgeschriebene Querkontraktionszahl eine leichte
Abweichung von 1,15 % bzgl. der gemessenen Querstreckungen auf.

Finite-Elemente-Implementierung

Um das parametrisierte OGDEN-Modell in die im Kapitel 3 behandelte FE-Formulierung zu
integrieren, ist schliefSlich noch die Bestimmung der Materialtangente C = 29cT erforder-
lich. Neben der Kenntnis von dcA, gemif (4.11), ist dazu auch die Ableitung der Projekti-
onstensoren dcM“ zu bestimmen. Diese lasst sich gem&f MIEHE [108] auf verschiedenen We-
gen ermitteln. In dieser Arbeit wird dabei ein Vorgehen auf Basis des totalen Differentials
dC = 9;,CdA, + dm«C : dM* gewidhlt. Die einzelnen Schritte sind im Anhang A.2 aufge-

48



4.3 Weichmagnetische Partikel

Tab. 4.2: Identifizierte Parameter des kompressiblen OGDEN-Modells (4.20) fiir verschiedene Silikonol-
gehalte ¢5; und zugehorige initiale Schubmoduli G. Die Werte von G sind anhand der ersten
zwei Datenpunkte der gemessenen Spannungs-Dehnungs-Kurven bestimmt.

¢51/% G/kPa  pi/kPa  pp/kPa us/kPa ay a as k/kPa fir v = 0,49

0 98,56 —22,34 23,70 1,20-107%  —6,48 220 1873 4,90 - 10°
10 72,37 —15,80 19,55 7381070 —6,65 2,03 18,67 3,59 - 10°
20 52,40 -11,80 12,45 459-107° —6,68 209 1834 2,60 - 10°
30 33,90 -13,71 2,65 - —-4,05 4,64 - 1,68 - 103
40 25,16 —6,77 1,88 - -6,88 2,00 - 1,25 - 103

zeigt. Fiir den Fall dreier unabhingiger Eigenwerte, also N; = 3, folgt mit M* = N ® N (%)
schlieBllich der Ausdruck

3
1 9T,
C= ——%“N*® N*® N’ @ N*
Pyt Aﬁ a/lﬁ
3 (4.21)
Y Af AZN“ ® N @ (N“® N/ + N @ N%)
a,f=1
atf

fiir die Tangente. Tritt wahrend des Losungsprozesses der Fall A, = Ag fiir « # f ein, so ist fiir
den zweiten Term eine Grenzwertbildung mittels der Regel von 'HosPITAL vorzunehmen, s.
A2.

4.3 Weichmagnetische Partikel

Klassische MRE sind mit weichmagnetischen Partikeln gefiillt, wobei zur Herstellung in der
Regel Carbonyleisen-Pulver (CEP) zum Einsatz kommt. Weit verbreitet sind Partikel der Firma
BASF, welche Produkte mit verschiedensten mechanischen und magnetischen Eigneschaften
sowie Grofienverteilungen anbietet. Um wihrend der Herstellung von MRE chemische Inter-
aktionen mit dem unvernetzten Elastomer zu vermindern, ist auflerdem eine Beschichtung
der Partikel moglich. Die weichmagnetischen CEP weisen eine polykristalline Struktur auf,
die durch Ausglithen der Partikel erreicht wird, vgl. PELTERET & STEINMANN [123]. Eine elek-
tronenmikroskopische Aufnahme von Partikeln der Klasse CC ist in Abb. 4.6(a) dargestellt.
Die zugehoérige Summenverteilung Qs der Partikelgréfien ¢ ist in Abb. 4.6(b) zu finden. Hier
liegt die mittlere Partikelgrofie bei ca. 5 um [98].

Das experimentell mittels eines Vibrating Sample Magnetometers (VSM) bestimmte Magneti-
sierungsverhalten von CEP CC ist in Abb. 4.7 dargestellt. Die Messdaten sind der Arbeit Sp1E-
LER etal. [154] entnommen.? Anhand der Kurve wird ersichtlich, dass das betrachtete CEP

2 Die Daten entstammen Messungen einer zylindrischen Probe aus gepresstem CEP. Kritisch anzumerken ist
daher, dass in der Probe ein makroskopisch inhomogenes h-Feld vorliegt. Weiterhin sind die lokalen Felder innerhalb
der Partikel durch die heterogene Mikrostruktur, bestehend aus Partikeln und Luft, ohnehin stark inhomogen und
lassen sich nicht analytisch bestimmen. Die herangezogenen Daten sind demnach mit einer starken Unsicherheit be-
legt. Dem Autor der vorliegenden Arbeit stehen jedoch zum aktuellen Zeitpunkt keine anderen Daten zur Verfiigung.
Zu priferieren sind Einzelpartikelmessungen, wie sie bspw. in METScH et al. [106] fiir Nickel dokumentiert sind.
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Abb. 4.6: Weichmagnetische Carbonyleisen-Partikel CC der Firma BASF: (a) rasterelektronenmikrosko-
pische Aufnahme einzelner Partikel sowie (b) Summenverteilung Qs der Partikelgréfien ¢. Bild
und Daten sind Lux [98] entnommen. Nachdruck mit Genehmigung von C. Lux.

tatsachlich eine nahezu ideal weichmagnetische Materialantwort zeigt. Im Experiment erfolg-
te eine Magnetisierung zum maximalen Wert und eine anschlieende Umkehr des dufieren
Feldes [98]. Hin- und Riickkurve sind zugunsten der Ubersicht nicht gesondert gekennzeich-
net.

4.3.1 Modellierung

Unabhingig von den magnetischen Eigenschaften der Partikel sei der mechanische Anteil
ymech — yrmech qureh das kompressible neo-HookEe-Potential

PR1)) = |G~ =3+ 2 (P - 1) (.22)
Q 1-2v

mit [; := tr C gegeben. Die Steifigkeit der Partikel sollte dabei so gewéhlt werden, dass diese
grof3 im Vergleich zu derer der Matrix ist. Somit lassen sich die Partikel als nahezu starre Ein-
schlisse in der FE-Simulation reprasentieren.

Da ideal weichmagnetische Materialien keine Lastpfadabhingigkeit aufzeigen, hangt der ak-
tuelle Zustand des Materials lediglich von der primaren magnetischen Feldgrof3e, also B oder
H, ab. Aufgrund der angenommenen Isotropie folgen somit aus Gleichung (2.22) und (2.50)
bzw. (2.53) die Relationen

|B|
pmag ::—/M(B)dB und M= 9\/[(|B|)|B| bzw. (4.23)
0
|H|
C-H
P = —pO/M(H)dH und M= EM(IHl) Hl (4.24)

50



4.3 Weichmagnetische Partikel

Dabei ist zu beachten, dass sich die Magnetisierung fiir kleine angelegte Felder stets linear
verhilt, sodass im initialen Bereich

IM (H)
oH

M(H) ~ aMf(;B)

AH = y,AH bzw. M(B) ~ AB = ypAB (4.25)
H=0 B=0

gelten, wobei der Parameter y; die magnetische Suszeptibilitat und y; einen dquivalenten
Parameter in Bezug auf die magnetische Flussdichte bezeichnen. Diese lassen sich durch die
Zusammenhinge xj, = pr — 1 sowie yp = (g — 1)p; 'y mit der relativen Permeabilitat und
der Permeabilitat des Vakuums in Verbindung bringen. Weiterhin ist die maximale Magnetisie-
rung stets auf einen Sattigungswert M> beschrinkt, d. h. h%im M (H) = M®. Diese Eigenschaft

resultiert aus der Tatsache, dass sich der Betrag der den Doménen zugeschriebenen magne-
tischen Momente nicht dndert [79]. Aus den beschriebenen Eigenschaften folgt ein deutlich
ausgepragtes nichtlineares Verhalten, das durch die Wahl der Funktionen M (B) bzw. M (H)
phénomenologisch zu beschreiben ist. Als geeignete Funktionen seien hier die IsiNg-Relation
sowie die LANGEVIN-Funktion

M (X) = MS tanh(£X) mit M’ (0) = EMS  und (4.26)
M(X) = M3[coth(£X) — (aX) '] mit M’(0) = EM5/3 (4.27)

genannt. Denkbar ist auch die Wahl anderer Funktionen mit Sittigungscharakter, wie etwa
der dreiparametrigen BriLLoUIN-Funktion:

M(X) =M5wcoth(2ﬂz; 1§X) - icoth(ig’X) (4.28)

2p 2p 2p
Diese enthalt fir § = 1/2 die tanh-Funktion (4.26) und fiir § — oo die LANGEVIN-Funktion
(4.27) als Grenzfille [88].

4.3.2 Parametrisierung

Die phanomenologischen Modelle (4.23) und (4.24) sollen nun an die in Abb. 4.7 aufgetragenen
Messpunkte angepasst werden. Dabei ist es zweckméiflig, vorerst die initiale relative Permea-
bilitdt yy zu ermitteln, um im weiteren Verlauf das anfangs lineare Magnetisierungsverhalten
korrekt abzubilden. Eine Regression ergibt y, = 7,495, was deutlich unter Werten von reinem
Eisen liegt. Die Ursache ist dabei in der Kristallstruktur, welche infolge des Herstellungspro-
zesses entsteht, zu suchen. Es sei aber auch auf die in Fufinote 2 diskutierte Unsicherheit der

Tab. 4.3: Materialparameter fiir CEP CC von BASF: Schubmodul G und Querkontraktion v des mecha-
nischen Anteils der freien Energie (4.22) sowie identifizierte Parameter £ und MS der magneti-
schen Sattigungsfunktion.

G /MPa v  Sattigungsfunktion M (X) /17 MS/kAm!
2000 0,3 MS tanh(£B) 0,7809 883
2000 03 M [coth(poéH) — (uoéH)™'| 18,4371 841
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Abb. 4.7: Experimentelle Daten des Magnetisierungsverhaltens weichmagnetischer Carbonyleisen-
Partikel und angepasste Modelle: (a) H-Formulierung mit Sattigungsfunktion (4.27) und (b)
B-Formulierung mit Sattigungsfunktion (4.26). Die VSM-Messdaten der Partikel der Klasse
CEP CC von BASF sind SPIELER etal. [154] entnommen.

herangezogenen VSM-Messung hingewiesen.

. T . . . ..
Die gesuchten Parameter ¥ = [MS §] ergeben sich nun aus dem nichtlinearen Optimie-
rungsproblem

Kk =arg {mlgz; [M (H,.x) —M,-]Z} mit C:= {M%, E € Ry | M'(0) = i} . (4.29)

wobei durch die Nebenbedingung M’ (0) = yj die aus den Experimenten hervorgehende in-
itiale Suszebtibilitat gewahrlesitet wird. Fiir eine Formulierung mit H als unabhéngige konsti-
tutive Variable ergibt sich mit der LANGEVIN-Funktion (4.27) das beste Ergebnis. Die bestimm-
ten Materialparameter und das angepasste Modell sind in Tab. 4.3 und Abb. 4.7(a) zu finden.
Wird hingegen B anstelle von H als unabhéngige konstitutive Variable gewahlt, erweist sich
die IsiNG-Relation (4.26) als beste Wahl, wobei das Optimierungsproblem (4.29) dementspre-
chend anzupassen ist. Wie in Abb. 4.7(b) dargestellt, ist die Giite des angepassten Modells al-
lerdings deutlich schlechter als bei der H-Formulierung. Es zeigt sich, dass die tanh-Funktion
nicht in der Lage ist, den Ubergang zur Sittigungsmagnetisierung akkurat abzubilden. Al-
lerdings lasst sich auch mit der dreiparametrigen BRiLLOUIN-Funktion (4.28) kein besseres
Ergebnis erzielen. Die Materialparameter sind ebenfalls in Tab. 4.3 aufgelistet.

4.4 Hartmagnetische Partikel

Magnetisch harte Materialien wie NdFeB stellen die zweite Klasse zu charakterisierender Fiill-
stoffe dar. Dabei kommt zur Herstellung von MRE héaufig das NdFeB-Pulver der Firma MAGNE-
QUENCH zum Einsatz [13, 72, 93]. Eine rasterelektronenmikroskopische Aufnahme aus SkALoN
et al. [152] sowie die statistische Summenverteilung Q; der Partikelgréfien ¢ sind in Abb. 4.8
dargestellt. Genau wie das weichmagnetische Carbonyleisen lassen sich die NdFeB-Partikel
in guter N&herung als sphérisch beschreiben, sind jedoch mit einem mittleren Durchmesser
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Abb. 4.8: Hartmagnetische NdFeB-Partikel MQP-S-11-9-20001-070 der Firma MAGNEQUENCH: (a) ras-
terelektronenmikroskopische Aufnahme einzelner Partikel und (b) Summenverteilung Q3 der
Partikelgrofen ¢. Bild und Daten sind SKALON et al. [152] entnommen. Nachdruck mit Geneh-
migung von MDPI: Materials, Influence of Melt-Pool Stability in 3D Printing of NdFeB Magnets
on Density and Magnetic Properties, M. SKALON et al. 2019.

von ca. 50 pm deutlich grofler als diese [93]. Ebenso wie CEP weisen die NdFeB-Partikel eine
polykristalline Struktur mit zufilliger Anordnung der Kérner auf und lassen sich daher als
isotrop betrachten [63, 99].

Da das hartmagnetische Verhalten von NdFeB eine signifikante Lastgeschichts-Abhéngigkeit
aufweist, ist zur Beschreibung der Materialantwort ein geeignetes Hysterese-Modell notwen-
dig. Populdre Modelle dieser Art sind beispielsweise das JILES-ATHERTON-Modell [69] oder
das PrRe1sacH-Modell [128]. Fiir beide sind zahlreiche Vorschldge zur Verallgemeinerung auf
ein Vektor-Modell vorhanden. Diese erméglichen allerdings entweder keine konsistente Inter-
pretation der dissipierten und gespeicherten Energien oder erfordern eine immens grof3e Zahl
von Parametern. Zur Beschreibung magnetischer Hysteresen existiert weiterhin eine Vielzahl
thermodynamisch konsistenter Modelle in Analogie zu plastischen Theorien. Hier seien die
Arbeiten MIEHE et al. [110], MUKHERJEE und DANAS [113] oder LINNEMANN et al. [94] genannt.
Um das Verhalten hartmagnetischer Multidoménenteilchen zu beschreiben, soll in dieser Ar-
beit ein solcher Ansatz gemafl KarLina et al. [72] basierend auf dem BErGQvVIisT-Modell [10]
Anwendung finden. Dieses ist phdnomenologischer Natur und ist in vielfachen Adaptionen,
Erweiterungen und Anwendungen in der Literatur zu finden, bspw. PRiGozHIN et al. [129] und
HENROTTE et al. [57, 58].

4.4.1 Modellierung

Ebenso wie fiir die weichmagnetischen Partikel soll der mechanische Anteil der spezifischen
freien Energie i/ = /™" (C) + y™28(B,Z%) durch das elastische Modell gemaf Gleichung (4.22)
beschreiben sein. Im Gegensatz zu den vorherigen Modellen sind nun allerdings die eingefiihr-
ten internen Variablen von Belang,.

Wie im JILES-ATHERTON-Modell wird im BErGQvisT-Modell die Ursache magnetischer Hyste-
resen irreversiblen Doménen-Umwandlungs-Prozessen infolge von Korngrenzen und anderen
Inhomogenitaten zugeschrieben [10]. Um den statistischen Charakter dieser Prozesse inner-
halb der Vielzahl von Doménen zu erfassen, werden — dhnlich wie beim PrRe1sacH-Modell - N
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Einzelmodelle mit Wichtungsfaktoren w® iiberlagert. Diese seien derart beschrankt, dass sie
die Beziehungen

N
©*>0 und Z 0 =1 (4.30)
a=1

erfiillen.

Vektor-Hysterese-Modell

Unter Beachtung von Gleichung (4.30) ist der magnetische Anteil der spezifischen freien HELm-
HoLTzschen Energie im dreidimensionalen Fall durch

[M*|

N N

Y™ E(BM®) = = ) w“B- M+ ) o / M (M) dM* (431)
a=1 a=1

0

gegeben. Dabei ist dieser derart konstruiert, dass sich die Magnetisierung sowie die Dissipa-
tionsrate D mit den Gleichungen (2.50) und (2.22) zu

a\ymag N
M =g = Z 0 M* und (4.32)
a=1
N N
. oymee | -1 M~ - o
D = —po M=) " [B—M“ (IM*)) "M" =0 (4.33)
; oM* a=1 |M11|

ergeben. Um das charakteristische Séttigungsverhalten abzubilden, muss die in (4.33) einge-
fiihrte Funktion M« ' (|M(®|) die Bedingungen

M (MDYy>0 A M (0)=0 A limSM“’l (M@) = 0 (4.34)
M-M

erfiilllen und wird in Analogie zur Plastizitatstheorie auch als Verfestigungsfunktion bezeich-
net [110].3 Dabei fungieren die mit der Magnetisierung assoziierten Vektoren M“ als innere
Variablen. Mit der Einfithrung einer additiven Zerlegung der magnetischen Flussdichte in re-
versiblen und irreversiblen Anteil geméf

M@
M@

B:=B“ +B% mit B™:=M* (M@ (4.35)

3Die Bezeichnung von M o als Verfestigungsfunktion wird anhand des Schaltkriteriums ¢* gemaf (4.37) klar.
Mit der Definition der additiven Zerlegung (4.35) lasst sich ¢* auch als

M@

_ra
|M(D‘)| k% <0

¢% = [B—ar= (M@}

schreiben. Im Allgemeinen fiihrt die Funktion M ot folglich auf ein in M nichtlineares Schaltkriterium analog zur
kinematischen Verfestigung in der Plastizitét.
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folgt fiir die Dissipationrate

N
D= Z 0 B . M* (4.36)
a=1
Da

Um eine Evolutionsgleichung fiir die inneren Variablen M* zu bestimmen, findet das Prinzip
vom Maximum der Dissipationsrate gemif3

D = sup (Bi“ -M“”) mit £%:={r e R3|¢°(r) = |z| - k* < 0} (4.37)
Biaega

fiir festgehaltene Raten M“ Anwendung, vgl. MIEHE et al. [107]. Dabei bezeichnet £* den
Raum der zuldssigen irreversiblen Induktion mit ¢* als Schaltkriterium. Der Faktor k* lasst
sich als Widerstand der Dominen gegen eine Anderung der Magnetisierung interpretieren und
soll im Folgenden als Schaltgrenze bezeichnet werden, vgl. BERGQUIST [10] oder HENROTTE
etal. [57, 58]. Die notwendigen Bedingungen der Optimierung mit Nebenbedingung geméf3
(4.37) sind die Evolutionsgleichungen

Bi(tx)
a2 _ za
= T (4.38a)
mit a € {1, 2, ---, N} und die KaARusH-KUHN-TUCKER-Bedingungen
A99@ =0 A X¥>0 A ¢¥<0. (4.38b)

Dabei bezeichnet A% = |[M”| das Inkrement der Teilmagnetisierungsrate. Wenn ¢“ = 0 gilt,
folgt aus (4.38b) weiterhin die Konsistenzbedingung 1%¢(® = 0.

Eindimensionales Hysterese-Modell

Das entwickelte Modell soll im Folgenden anhand von eindimensionalen Lastfallen demons-
triert werden. Dabei reduziert sich die Evolutionsgleichung (4.38a) zu M = Asign(B'). Unter
Ausnutzung von B = B'® + B\% lisst sich das Modell fiir einen vorgegebenen inkrementellen
Lastpfad "B := B(t,) durch die Ausdricke

N
nM:ZwaMa(nBar) mlt nBra:

a=1

. (4.39)
min{"B + k* "B} fiir "B < "B

{max{"B — k* 1B} fiir "B > "B
formulieren. Wird eine gleichméBige Verteilung der Gewichte @®* = N~! und Schaltgrenzen
k* gewahlt, lasst sich die resultierende Koerzitivfeldstiarke B¢ der abzubildenden Hysteresen
gemify

=1 g fir N > 1

r

k=IN-1 " (4.40)
Bfur N =1
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Abb. 4.9: Magnetisierungskurven des eindimensionalen Hysterese-Modells (4.39) fir die Funktion
M = MS tanh(EB'®) mit & = 25T%, B = 0,5T und k% gemif (4.40): (a) Initialkurve mit
geschlossener Hysterese und (b) FORC-Kurven.

einstellen. Mit der Wahl M* = M tanh(£B"*) liegt nun eine vollstindige Formulierung vor.
In Abb. 4.9(a) sind die initiale Magnetisierungskurve und eine darauf folgende geschlossene
Hysterese dargestellt. Fiir N = 1 ergibt sich eine horizontale und somit unrealistische Initi-
alkurve. Die anschlieBende Hysterese zeigt ebenfalls lediglich fiir hohe Flussdichten, d. h. es
gilt M™3 — M5, einen fiir polykristalline Hartmagneten typischen Verlauf. Das horizontale
Zuriicklaufen bis zum nichsten Schaltprozess fiir B™* = 1T und M™¥ ~ 0,85 M bildet dage-
gen das Verhalten von Multidoménenteilchen nicht sinnvoll ab. Wie fiir N = 10 in Abb. 4.9(a)
rechts exemplarisch dargestellt, lasst sich ein realistisches Verhalten durch die Kombination
mehrerer Modelle erreichen.

Gleiches gilt fur die in Abb. 4.9(b) dargestellten First Order Reversal Curves (FORC). Bereits
mit N = 10 Teilstufen lassen sich Verlaufe dieser Kurven modellieren, die dem experimentell
beobachtbaren Verhalten qualitativ sehr gut entsprechen, vgl. LINKE et al. [93].

4.4.2 Numerische Losung

Integration der Evolutionsgleichung

Die Einbindung des entwickelten Materialmodells in eine FE-Simulation erfordert die nume-
rische Losung der Evolutionsgleichung (4.38a) unter Beachtung von (4.38b) sowie die Bestim-
mung einer algorithmisch konsistenten Tangente. Dazu findet ein aus der Plastizitit adaptier-
tes Pradiktor-Korrektor-Verfahren Anwendung. In einem initialen Pradiktor-Schritt wird die
irreversible Induktion durch

H(Bia)trial :="B _ nlera (4.41)
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bestimmt. Erfiillt der so berechnete Vektor "(Bi%), das Schaltkriterium *¢% (" (B%)a1) < 0,
so handelt es sich um einen Zeitschritt ohne Anderung der Teilmagnetisierung M und es gilt
A% = 0. Ist das Kriterium hingegen verletzt, ist im Korrektor-Schritt die Evolutionsgleichung
zu l6sen. Eine Integration fithrt dabei auf

tﬂ .

Bl(a)

TME -"TIMY = [ A* ———dt. (4.42)
i

n-1

Das in Gleichung (4.42) auftretende Integral soll im Folgenden durch die Mittelpunktregel
approximiert werden, sodass sich die zweiter Ordnung genaue zeitdiskretisierte Form
_1
anx _ n—lMa — n—%ya " ZBl(a) mit
"2 Bi@)| (4.43)
%}/ = n——AaAt n—%Bia — l(nBia + n—lBia)
2

n—

ergibt. Da die Teilmagnetisierung gemifl sup("M%) = M5 beschrinkt ist, ist es zweckmi-
Big, zur Losung dieser nichtlinearen Gleichung "B™ als gesuchte Gréfle zu verwenden. Mit
der aus Gleichung (4.35), folgenden Beziehung M* = M *(|B*®|)B"(®)|B"(®|~! und (4.38b)
lassen sich die Residuen fiir das zu 16sende Problem als

uglana = n—%B _ n—%Brzx

[M("’) ("B(@) _ n-1g(@
-y @ (TIB - TR, (4.44a)
"R = |"B — "B"| — k* (4.44b)
formulieren. Die Skalierung von mit o dient dabei lediglich zur besseren Konditionie-

rung des zur Losung der nichtlinearen Gleichungen (4.44a) und (4.44b) angewendeten NEWTON-
RapHsoN-Verfahrens:

ana

"R
o"x“

miAx® = <MY mit "R = | R | e | BT (4.45)
- - T |npoe| 0 = "2y : :

n,jyo

Hier bezeichnet ™/ (e) den Iterationsschritt j im Zeitinkrement t,, wobei ™/*1x = ™/x + ™/ Ax
gilt. Die im Folgenden als lokale NEwTON -Iteration bezeichnete Losung erfolgt an jedem In-
tegrationspunkt und fiir jedes Teilglied & separat, sodass |™/R%| < r, erfiillt ist.

Algorithmisch konsistenter Tangentenmodul

Fiir die Einbindung in einen FE-Code ist auflerdem die Berechnung eines Tangentenmoduls
erforderlich. Dieser ergibt sich zu

IM® 9B
cH = —Cl- Z = (4.46)
S T8 n ]’ B OB

57



4 Charakterisierung der Konstituenten

Hier bezeichnet g_l die Matrix der Koordinaten des Rechts-CaucHy-GREEN-Deformationsten-
sors C bzgl. Ex. Da sich der Ausdruck ogB™ nicht allgemein bestimmen lésst, wird die An-
nahme

a ra anBra

0B ~ o"B

(4.47)

getroffen, wobei an dieser Stelle "(e) den auskonvergierten Zustand von (4.45) im Rahmen
der Toleranz bezeichnet. Der gesuchte Term lasst sich nun mittels des Residuums-Vektors
R*("x(®) ("B),"B) ~ 0 iiber die Anwendung der Kettenregel bestimmen:

dR*  9RY 9x(@  gR x? oR* \71 sR@
= = =—|—= = (4.43)

B ax@ B B L x@) B

K&
Talg

Aus der Matrix K* lasst sich schliefSlich der gemaf3 (4.47) gesuchte Zusammenhang bestim-

alg
men und die algorithmisch konsistente Tangente ergibt sich zu

S oM 9B

cH = = .
= aﬁl‘a anE

Talg

1
—Cc'- 4.49
Hol = (4:49)

a=1

4.4.3 Parametrisierung

Das entwickelte Modell soll nun an VSM-Messdaten einer ellipsoiden Probe angepasst wer-
den, welche einen Volumenanteil von ¢ = 28 % in eine Epoxidharzmatrix eingebettete NdFeB-
Partikel enthilt. Die Daten sind dabei LINKE et al. [93] entnommen. Aufgrund der verhéltnis-
méfig hohen Steifigkeit der Epoxidharzmatrix, waren die Partikel wihrend der Messung in
der Probe vollstidndig fixiert. Somit lassen sich Relativbewegungen dieser ausschlieflen und
es ist sichergestellt, dass die Messungen das rein magnetische Verhalten der Partikel repra-
sentieren. Aufgrund der starken Interaktionen der magnetischen Einschliisse innerhalb der
Probe lasst sich das ohnehin inhomogene lokale H-Feld in diesen allerdings nicht bestimmen.
Dabher sei zur Auswertung der Daten das lokale Feld in den Partikeln mit dem effektiven Feld
der Probe gleichgesetzt, d.h. H = H mit H = H* — DM, Hier bezeichnen D" = 0.46
und H* den #ufieren Demagnetisierungsfaktor der Probe und das am VSM angelegte Fern-
feld. Die gemittelte Magnetisierung der Partikel berechnet sich gemafl M = ¢M. Weiterhin
sei angemerkt, dass sich der gesittigte Zustand der Probe im Experiment aufgrund der dazu
notwendigen enorm hohen Feldstdrke nicht erreichen liel. Die aufbereiteten experimentell
ermittelten FORC-Kurven sowie eine geschlossene Hysterese-Kurve sind in Abb. 4.10(a) dar-
gestellt.

Damit das Modell méglichst gut das komplexe Magnetisierungsverhalten der NdFeB-Partikel
abbildet, soll dieses an die Hysterese-Kurve sowie die FORC-Kurven angepasst werden. Ei-
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Abb. 4.10: Magnetisierungsverhalten von NdFeB-Partikeln: (a) mit einem VSM gemessene FORC-
Kurven und Hysterese-Kurve aus LINKE et al. [93] sowie angepasstes Modell und (b) ermit-
telte Verteilung der Gewichte w®.

ne Anpassung an die Initialkurve wird nicht vorgenommen.* Aus Gleichung (4.39), lasst sich
dazu die Beziehung

B™(B) = max{B — k% B*} mit B{* = min{B,+k*B"™ - k*} (4.50)

fir das reversible Teilfeld B'* innerhalb einer FORC-Kurve bestimmen, wobei B, und B™#*
Start- und Endwert der Belastung bezeichnen. Als Startpunkt fir die Parametrisierung sei das
Modell gemify

a—1

k 4.51
ke @5

N
M =M Z ®* tanh(é%B™)  und k% :=

a=1

mit M5 = 912kAm™, ky = 1,7 Tund N = 10 gegeben. Unter Anwendung von (4.39), und (4.50)

lassen sich die Parameter x = [§1 g o Nl @t a)N] T durch das nichtlinea-
re Optimierungsproblem

n 2

N
K = arg min Z Z M(w*,E% B — M; mit
a=1

E¥eRy,w¥eCy, =

(4.52)

Co =10 € Ry

N

-1
Zw"‘:l/\w“z £
a=1

“Eine akkurate Wiedergabe der gemessenen initialen Magnetisierungskurve ist mit dem vorgestellten Modell
nicht méglich. Hier sei auf einen alternativen Ansatz von MUKHERJEE & DANAs [113] verwiesen. Darin wird eine
Erweiterung dquivalent zur isotropen Verfestigung in der Plastizitit vorgeschlagen, die eine bessere Abbildung der
Initialkurve ermdglicht.
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4 Charakterisierung der Konstituenten

Tab. 4.4: Materialparameter des Hysterese-Modells gemafy Abschnitt 4.4.1 fiir NdFeB-Partikel. Die me-
chanischen Parameter sind durch G = 2000 MPa und v = 0,3 gegeben und fiir die Sattigungs-
magnetisierung gilt MS = 912kA m™"

a kT ¥ T

1 0 0,42152 0,41366
2 0,18889 0,025 0,71145
3 037778 0,025 1,2496
4 0,56667 0,025 1,8295
5 0,75556 0,025 2,0382
6 0,94444 0,041626 1,8377
7 1,1333 0,08404 1,5428
8 1,3222 0,025 1,2826
9 1,5111  0,097232 1,5252
10 1,7 0,23054 0,39489

bestimmen. Um einen moglichst glatten Verlauf der angepassten Hysterese und der FORC-
Kurven zu gewihrleisten, sind die Wichtungsfaktoren gemafy der Nebenbedingung C,, auf
einen Minimalwert von NT_l beschrankt. Der ermittelte Datensatz und das modellierte Magne-
tisierungsverhalten sind in Abb. 4.10(a) bzw. Tab. 4.4 zu finden. Insgesamt ist das so angepasste
Modell sehr gut in der Lage, die experimentellen Daten wiederzugeben. Der dazu notwendige
Datensatz ist allerdings verhéltnisméflig grofi.
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5 Studie zum effektiven Verhalten von
MRE

Neben den im vorherigen Kapitel 4 charakterisierten Eigenschaften von Partikeln und Matrix
resultiert das effektive Verhalten von MRE mafigeblich aus der Anordnung und der Wech-
selwirkung der Konstituenten innerhalb der Mikrostruktur. Um das mikroskopisch getriebene
Verhalten zu analysieren, soll in diesem Kapitel das in Abschnitt 2.2 eingefiihrte Homogenisie-
rungsschema zum Einsatz kommen, wobei F und B bzw. H vorzuschreiben sind. Grundlegende
Effekte werden dazu anhand von mehreren Studien fiir MRE mit weich- und hartmagnetischen
Partikeln diskutiert.

5.1 Weichmagnetische MRE

Die Simulationen fiir magnetisch weiche MRE sollen mittels der Skalarpotential-Formulierung
durchgefiithrt werden. Demnach kommt auch fir die Magnetisierung die funktionale Abhén-
gigkeit entsprechend (4.24) zum Einsatz. Die Materialparameter der konstitutiven Modelle fiir
Elastomer und Carbonyleisen-Partikel sind den Tabellen 4.2 und 4.3 zu entnehmen.

5.1.1 GroBeneinfluss statistischer RVE

Um den Einfluss der statistisch gepragten Mikrostruktur von MRE auf deren effektive Ma-
terialantwort zu bestimmen, ist die Auswahl eines reprasentativen Gebietes mit ausreichend
vielen Partikeln notwendig. Dabei stellt sich allerdings die Frage, welche Partikelanzahl N*
erforderlich ist. In der Literatur sind diesbeziiglich fiir die in dieser Arbeit betrachteten zwei-
dimensionalen RVE verschiedene Werte zu finden, vgl. DANAS [24] und ZABIHYAN et al. [174].
Unterschiede lassen sich auf Einfliisse, wie den minimalen Partikelabstand r™, den Parti-
kelvolumengehalt oder die Dispersitit der Partikelgrofien zuriickfithren. Im Folgenden soll
die Analyse fiir monodisperse, statistisch-periodische Mikrostrukturen mit einem Minimal-
abstand von r™® = 1,1d durchgefiihrt werden, wobei d den Partikeldurchmesser bezeichnet.
Dabei erfolgt die Platzierung der Partikel und die anschliefende Erstellung der periodischen
Vernetzung mit dem Python-Tool gmshModel.!

Vergleich der Partikelverteilung fiir verschiedene Volumengehalte ¢

Zuerst ist nun der Einfluss des Partikelvolumengehaltes ¢ auf die statistische Verteilung der
Einschliisse innerhalb der Mikrostruktur von Interesse. Die Untersuchung erfolgt auf Basis
der Mittelpunktabstinde Al = |Xf - XiI mit i € {1, 2, ---, N¥}. Zur Klassifizierung wird
vorerst der minimale Abstand

Al = }IE%AZU mit NV :={1,2, ---, N'}\i (5.1)

1Das Python-Tool gmshModel ist unter dem Link https://gmshmodel.readthedocs.io/en/latest/ frei
zuganglich. Die Generierung stochastischer Partikelverteilungen basiert in diesem Tool auf dem Random Sequential
Adsorption (RSA)-Algorithmus [162].
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5 Studie zum effektiven Verhalten von MRE

zweier benachbarter Partikel ausgewertet. Dabei erfolgt zur besseren Interpretation eine Um-

rechnung auf die relative Abweichung der jeweiligen Werte vom Partikelabstand

At = | _g
263

innerhalb einer dquivalenten hexagonalen Struktur gemafl Abb. 2.3(b). In dieser liegt eine
ideale Gleichverteilung vor, da jeder Partikel zu allen unmittelbar benachbarten Einschliis-
sen — also insgesamt sechs — den identischen Abstand hat. Ein weiteres sinnvolles Maf3 stellt
demnach das arithmetische Mittel AllAM = 1/6(All, + Al, + - - - + Al’)) der Absténde zu den
sechs nichsten Einschliissen in der Umgebung des Partikels i dar, wobei die Sortierung ge-

(@)

Abb. 5.1: Verteilung der Abstéinde monodisperser statistisch-periodischer RVE fiir die Partikelvolumen-
gehalte ¢ = {10, 25, 40} %: (a) Zellen mit jeweils NP = 400 Einschliissen, (b) Verteilung der Mi-
nimalabstande AL™™ und (c) arithmetisches Mittel AI?M der sechs geringsten Partikelabsténde

aus jeweils 100 Zellen. Es erfolgt ein Bezug auf den Partikelabstand Alhex hexagonaler Struk-
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5.1 Weichmagnetische MRE

miB 0 = Al < Alj, <Al <--- < AU, gilt.

Drei generierte RVE fiir ¢ = {10, 25, 40} % mit N¥ = 400 Partikeln und die Verteilung der
minimalen Abstdnde von insgesamt 100 Zellen je Volumengehalt sind in Abb. 5.1(a) und (b)
dargestellt. Fiir alle ¢ stellt sich aufgrund der Definition des minimal zuldssigen Partikelab-
standes r™" eine scharfe Grenze an der linken Seite der Verteilung ein. Auffillig ist die nahe-
zu vollstindige Verschiebung von (A" — AIP) /AIP** in den negativen Bereich, welche ein
Indiz fiir die Bildung von Partikel-Agglomerationen ist. Besonders ausgeprégt sind diese fiir
¢ = 10 %. Im Gegensatz zur Verteilung der minimalen Partikelabstande zeigt sich fiir das arith-
metische Mittel der Abstédnde zu den sechs nachsten Einschliissen eine ndherungsweise zu null
symmetrische Kurve, vgl. Abb. 5.1(c). Insgesamt lasst sich sowohl fiir die Verteilung Al}“i" als
auch fir AI*M festhalten, dass die Streuung mit steigendem Volumengehalt deutlich abnimmt.
Diese Charakteristik folgt aus der limitierten Anzahl von Platzierungsmoglichkeiten, die zu
einer Streckung der statistischen Verteilung relativer Partikelabstdnde innerhalb eines RVE
fihrt. Demnach ist zu erwarten, dass die Streuung in der Materialantwort fiir ¢ = 10 % am
starksten ausgepragt ist.

Streuung der effektiven Materialantwort

Im néchsten Schritt ist nun die Streuung der Materialantwort statistisch-periodischer RVE
von Interesse. Um die Reprisentativitit der Zellen zu bewerten, werden Mittelwerte mit 95 %-
Vertrauensintervallen

(@ai= = D) und K (e) = J Fre DI (OIS (IS SR

der magneto-mechanischen Antworten verschiedener Stichproben mit dem Umfang n be-
stimmt. Der Wert ¢ bezeichnet das Quantil der STuDENTschen ¢-Verteilung.

(a) (b) (©
80 ‘/'w ”,', 0 \ “““““““““““
7 1000 - - ™
T 60 pd < e o3
E 7 =W - < X%
3 7 2 [ & -1 Ry
40 |- 7 >~ 0 -\,\ g x
= 7 s - o 3
=204 '© - ol Y‘LSI it
4 -1000 - T ‘I;I,LHH
! o 3%
0H I I 1 1 1 1 T 1 1 1 H~H¥
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-t o1 012 -f- Gy B o)

Abb. 5.2: Bestimmung der magneto-mechanischen Materialantwort n = 10 statistisch-periodischer Zel-
len mit ¢ = 10 % Volumengehalt und jeweils N¥ = 400 Partikeln: (a) - (c) Mittelwerte (it )10,

(5'??)10 und (Gg;)10 mit 95 %-Vertrauensintervall. Fiir die vorzugebenden Gréfen gilt F = 1
und H = HE;.
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Abb. 5.3: Studie zur Reprasentativitit statistisch-periodischer Zellen mit ¢ = 10 % Partikelvolumenge-
haltund N® = {100, 200, 300, 400} Einschliissen: (a) Relative Abweichung des prognostizierten
Mittelwertes (&11)n bezogen auf (G11)3, mit NP = 400 sowie (b) und (c) auf (511)n bezogene
Konfidenzintervalle 7(?,5%(611) und 17(?!5%(6'12).

In Abb. 5.2 sind die effektive Magnetisierung, Totalspannung und mechanische Spannung von
n = 10 Zellen mit ¢ = 10 % und jeweils 400 Partikeln fiir den Lastfall F = Iund H = HE,
aufgetragen. Dabei zeigt sich, dass die Vertrauensintervalle %°* (i) und X% (5;}") im Be-
zug auf die jeweiligen Mittelwerte duflerst gering sind. Die berechnete mechanische Spannung
weist dagegen gemafl Abb. 5.2(c) eine deutlich stirkere Streuung auf. Offensichtlich reagiert
die Spannungsantwort von RVE also &duflerst empfindlich auf Anderungen der Mikrostruk-
tur, was vermutlich auf die starke Nichtlinearitit der ponderomotorischen Kraftdichte geméafy
(2.26); zuriickzufiihren ist. Ein dquivalentes Verhalten ist in Danas [24] fur die effektive Ma-
gnetisierung und die magnetisch induzierte Dehnung dokumentiert.

Um die statistische Représentativitat von Zellen mit zufélliger Partikelverteilung zu bewer-
ten, soll nun die sensitivste Grofle, also 0, herangezogen werden. Dabei flielen jeweils 20
generierte Zellen mit ¢ = 10 %, welche NP = {100, 200, 300, 400} Einschliisse aufweisen, in
die Analyse ein. Von Interesse sind nun die prognostizierten Mittelwerte ((e)), und die zuge-
horigen Vertrauensintervalle X°%(e) in Abhingigkeit der Parameter N* und n. Als Lastfall
sei erneut der Zustand F = I und H = HE; mit H = 1500 kA m™! betrachtet. Die relative
Abweichung von (&1 ),, bezogen auf den Referenzwert (&1, )29 der Zellen mit N¥ = 400 Ein-
schliissen, ist in Abb. 5.3(a) zu finden. Bei einem Stichprobenumfang von n = 2 zeigt sich fir
alle RVE-Klassen, also N¥ = {100, 200, 300, 400}, eine Abweichung von ca. 5 - 6 %. Fiir n = 10
weicht der prognostizierte Mittelwert der Zellen N¥ = {300, 400} bereits nur noch geringfiigig
ab, wohingegen die RVE mit N* = {100, 200} auch fiir n = 20 nicht gegen den Referenzwert
konvergieren. Es lasst sich also bereits festhalten, dass Zellen mit mindestens 300 Partikeln
zu wahlen sind, um Repréasentativitait mit maximal 20 Realisierungen zu gewéihrleisten. Die
Konfidenzintervalle der prognostizierten Mittelwerte von &y; und 67, sind in Abb. 5.3(b) und
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5.1 Weichmagnetische MRE

(a) (b) (©)
5 10— 10—
IS 1 S |
* by = ospt > sk
-~ | o= \ | o= &
\
p LR = R = L
/'\‘: 3 i “ ”‘\\ IG 6 B |E\ IG 6 r \h
DS i B = A hn = ™,
4§ 21 WA S R & 4 “a
IS \ L N 1 N =5
= g S N 9By a < \ By
< 1r 2 5 "\ e %5 2r eﬁ%ﬁe%@-oeo@fe:j %4: 2r 2 S i et
b oo BRY / T 00006 0.
0 1 © X‘*;@‘El!g-?ﬂ-zﬁgg\& 0 1 1 1 il 0 1 1 1 ee-?
5 10 15 20 5 10 15 20 5 10 15 20
n n n
e
X
Dggg
[
og
o
Pﬂ%

~e- $=10%

Abb. 5.4: Vergleich der Streuung statistisch-periodischer Zellen mit 10, 25 und 40 % Partikelvolumenge-
halt und jeweils N¥ = 400 Einschliissen: (a) Relative Abweichung des prognostizierten Mittel-
wertes (G11)n bezogen auf (F11)20 sowie (b) und (c) auf (511)n bezogene Konfidenzintervalle
K% (611) und K% (612).

(c) dargestellt. Generell zeigt sich fiir geringe Stichprobengréfien eine deutlich ausgeprégte
Streuung von teilweise mehr als 20 % bezogen auf (511 ),. Die anfinglich geringere Streuung
der Zellen mit N® = {200, 300} ist stochastischen Effekten zuzuschreiben. Ab n = 10 bildet
sich fiir RVE mit N¥ = {300, 400} ein annihernd konstantes Verhalten bzgl. der Streuung in
der Spannungsantwort aus, wobei diese bei N¥ = 400 noch etwas geringer ist.

Neben dem Einfluss der Partikelanzahl ist abschlielend auch der Einfluss von ¢ auf die Streu-
ung der Spannung & von Interesse. Die in Abb. 5.4(b) und (c) aufgetragenen Konfidenzinterval-
le fiir die Volumengehalte ¢ = {10, 25, 40} % zeigen, dass die Streuung der Spannungsantwort
mit der Verteilung von Abstdnden gemaf3 Abb. 5.1 zusammenhingt. Ebenso wie die Breite der
Minimalabstands-Verteilung nimmt also die anhand von %°”(&) quantifizierte Streuung fiir
steigende ¢ ab. Abschlieflend lasst sich daher festhalten, dass bei den nachfolgenden Simula-
tionen fiir alle ¢ > 10 % jeweils 10 Zellen a 400 Einschliisse ausreichen sollten, um Reprasen-
tativitat zu gewahrleisten.

5.1.2 Magnetorheologischer Effekt

Als technisch besonders relevanter Kopplungseffekt von MRE ist der eingangs in Kapitel 1
erlduterte MR-Effekt — also die Steifigkeitsdnderung infolge eines aufgeprigten Magnetfelds
— anzusehen, s. Abb. 1.2(b). Dieser soll nun detailliert untersucht werden, wobei der Einfluss
der Probengeometrie vorerst keine Beriicksichtigung findet. Vielmehr ist hier das effektive
Schaltverhalten verschiedener Mikrostrukturen bei vorgeschriebenen makroskopischen Fel-
dern von Interesse.

Um die magnetisch induzierte Steifigkeitsanderung zu bestimmen, ist in einem ersten Schritt
ein effektives Magnetfeld H mit vorzugebendem Betrag und festzulegender Richtung anzu-
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(a) (b) ATy,
i) Magnetfeld ii) Scherdeformation i,Afm
_ ATy ATy
ATyo ! ATz
€2 — .
AT
€ el . l AT

Abb. 5.5: Schematische Darstellung eines Scherversuchs zur Bestimmung des MR-Effektes: (a) Lastauf-
bringung mit Deformation geméaf; Gleichung (5.9) und (b) Richtung der Spannungsdifferenzen
ATk an einem Arbeitspunkt Ph = {F =1, H} sowie resultierendes ponderomotorisches Mo-
ment &P,

legen, wihrend fiir die Deformation F = I gelte. Von Interesse ist nun die Anderung der
Spannungs-Dehnungs-Antwort in der Umgebung verschiedener magneto-mechanischer Ar-
beitspunkte P" := {F = I, H}. Dazu ist in einem zweiten Schritt bei konstantem LAGRANGE-
schen Magnetfeld eine kleine Anderung AF der Deformation aufzubringen. Um das beschrie-
bene virtuelle Experiment auszuwerten, lasst sich die Spannungsdifferenz in der Umgebung
von P niherungsweise mittels der konstanten Tangentenmoduli C'** € £, und €' € L5
durch die Linearisierung

AT = GOt . AR + Gt . AH (5.4)

beschreiben. Da weiterhin AH = 0 gewihlt wird, reduziert sich der Ausdruck unter Anwen-
dung der additiven Spannungsaufspaltung Tt = T + TP°" zu

AT + ATP* =C: AE+CP°" : AE . (5.5)

Durch geeignete Wahl der Deformationsmoden AE lassen sich auf diese Art die Koordinaten
des mechanischen Anteils der Steifigkeit an jedem Arbeitspunkt beziiglich des Basissystems
Eg aus

ATH C_llll C_1122 C_1112

= ~ ~ ~ AEj
AT = E(LH) : AE EVZ ATy | _ |Coant Cazaz Coane ALy, (5.6)
AT Ciznn Cizzz Crone 2AEy

AT Cor Cazz Corpz

bestimmen. Dabei ist zu beachten, dass die mechanische Spannung aufgrund der ponderomo-
torischen Momentendichte im Allgemeinen nicht symmetrisch ist, vgl. mit Gleichung (2.30).
Anstelle der VoigTschen Notation ist folglich die Schreibweise gemaf (5.6) mit einer weiteren
Zeile zu wihlen.
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5.1 Weichmagnetische MRE

Auf Basis von Gleichung (5.6) sollen nun exemplarisch die feldabhéngigen Schubmoduli, also
G212 = Ci212 und Gap12 = Co112, bestimmt werden. Dazu sei ein Magnetfeld H gemif3

cos o - .
_ _ _ t/thH™® fur ¢t < t
[Ax] = H |sina| mit A = /n:‘ ) h (5.7)
0 H™X f{ir t > t,

aufgeprigt. Um die Schubanteile zu isolieren, ist anschlieffend die Deformation so einzustellen,
dass fiir den GREEN-LAGRANGEschen Verzerrungstensor

0 y/2 0 .
— 0firt <t
[ABxr]=|7/2 0 o mitp={ = o e (5.8)
0 0 0 (t - th)/(tges - th))/ furt > t,

gilt, wobei y die Gleitung bezeichnet. Die entsprechende Scherdeformation ist in Abb. 5.5(a)
dargestellt. Fiir den Deformationsgradienten gilt dabei fiir alle y > 0

0

2 = S(+ —)7 it 5(v =

[Fix] = | 5(p) ) 0| mit 6(y)
0 0 1

(1 - 1—y2) . (5.9)

1
2
Die feldabhiingigen Schubmoduli Gy51, und Gy1;; ergeben sich demnach mit (5.8) aus dem
Gleichungssystem (5.6) zu

Ti2(7,.H) — T12(0,H)

3 A To1 (7, H) — Ty, (0,H
Gi212(H) = 21 (¥ )_ 21( ).

bzw. G_2112(H) = (510)

Im Allgemeinen gilt, dass G212 # Ga112 ist. Die Richtungen der auszuwertenden Spannungen
ATy sind in Abb. 5.5(b) schematisch dargestellt.

Im Folgenden ist nun die Betrachtung von idealisierten Verteilungen und stochastischen Mi-
krostrukturen von Interesse. Zur Analyse verschiedener Einflussfaktoren auf den MR-Effekt
werden

(i) die Feldstirke H,
(i) der Partikelvolumengehalt ¢,
(iii) die Steifigkeit der polymeren Matrix, sowie
(iv) die Richtung des angelegten Feldes H relativ zur aufgeprigten Deformation

systematisch variiert. In den ersten drei Punkten wird dazu exemplarisch die Komponente
Ga112 betrachtet und ein Magnetfeld H = |H|E; in vertikaler Richtung angelegt. Nach dem
Aufbringen der effektiven magneto-mechanischen Felder gemafl der Gleichungen (5.7) und
(5.9) erfolgt die Auswertung der ermittelten Materialantwort anhand von (5.10).

Ideale Einheitszellen

Als erster Schritt bietet sich die Untersuchung idealer Einheitszellen an. Dabei sollen als Ver-
treter klassischer Gitterstrukturen einfache kubische und hexagonale Anordnungen gemif3
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Abb. 5.6: Einheitszellen idealisierter Mikrostrukturen fiir die Volumengehalte ¢ = {20, 30} %: (a) und (b)
hexagonale und einfach kubisch Anordnungen sowie (c) und (d) idealisierte Kettenstrukturen.
Der Partikeldurchmesser betragt d = 5 um. Der Partikel-Mittelpunktabstand in den idealisier-
ten Kettenstrukturen liegt bei 1,1d.

Abb. 5.6(a) und (b) betrachtet werden. Weiterhin stellen idealisierte Ketten mit exakt geradli-
niger und welliger Anordnung der Partikel gemif3 5.6(c) und (d) interessante Mikrostrukuten
dar, die in erster Ndherung vorstrukturierte MRE geméfy Abb. 1.1(b) beschreiben.

Abhangigkeit von der Feldstarke

Die Abhingigkeit von H wird nun exemplarisch fiir Zellen mit dem Partikelvolumengehalt
¢ =30 % und einem Elastomer mit ¢ = 40 % Silikonélgehalt — also G = 25,19 kPa — betrach-
tet, vgl. Tab. 4.2. Es zeigt sich fiir alle vier analysierten Einheitszellen die in Abb. 5.7(a) darge-
stellte S-férmige Abhingigkeit des effektiven Schubmoduls G112 vom angelegten Magnetfeld.
Diese ist typisch fiir MRE und resultiert aus den lokalen magneto-mechanischen Interaktionen
der Partikel, aus denen letztendlich die makroskopische Veranderung der elastischen Eigen-
schaften folgt. Somit lasst sich das beobachtete Verhalten auf die ponderomotorische Volu-
menkraftdichte fP°" = py(Vh + Vm) - m zuriickfihren.

Offensichtlich lasst sich nun aber fiir den betrachteten Fall einer stark heterogenen Mikro-
struktur keine geschlossene Losung fiir die Feldverteilungen h(x) und m(x) in Abhingigkeit
vom effektiven magnetischen Feld angeben. Um dennoch eine qualitative Interpretation zu
ermoglichen, ist es daher zweckméflig, zwei Partikel vereinfachend als magnetische Dipole
in einem Fernfeld h™ zu betrachten. Wird ferner angenommen, dass die Magnetisierung und
folglich auch das Dipolmoment

moPol = / m(h) do (5.11)
BP
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Abb. 5.7: Untersuchung verschiedener Einflussparameter auf den MR-Effekt der Schubkomponente
Go112 idealer Einheitszellen bei Feld H in vertikale Richtung: Variation von (a) angelegter Feld-
starke H, (b) des Partikelvolumengehaltes ¢ und (c) der initialen Steifigkeit Gy.

eines Partikels mit dem Gebiet B ausschlielich von h™ abhingen, so folgt fiir die ortsabhén-
gige Feldstirke infolge des Dipols
Dipol Dipol

3ra(rig -m )—-m |7 (o |2
1 a\l(a) (a)
? @ ¢ ¢ (5.12)

Dipol Dipol
% (am, 2% = —
a ( () ) 4r |r(a)|5

mit ¥y = x—ro, Vx ¢ BY. Auf den Partikel Bg wirkt also infolge der Anwesenheit vom ersten
Einschluss Bf die Kraft

Dipol _ / (VA em )] - m) ! do o [m(h™)[? . (5.13)

P
BZ

Das Ergebnis ist gemafl Gleichung (5.13) proportional zum Quadrat der Magnetisierung. Die
gefiithrte Argumentation ist stark abstrahiert und beriicksichtigt nicht die komplexen magneto-
mechanischen Wechselwirkungen von Partikeln und Matrix. Eine Ubertragung auf die be-
trachtete Problemstellung erméglicht es dennoch, das berechnete Materialverhalten in quali-
tativer Art und Weise zu erkliren, wobei i bzw. H an die Stelle von A tritt.

Da das Magnetisierungsverhalten fiir kleine Felder linear ist, hangt die Partikelwechselwir-
kung anfangs quadratisch vom effektiven Feld ab. Somit ergibt sich fiir H < 250kAm™ ein
parabelformiger Verlauf. Fir hohere Feldstarken setzt das fiir ferromagnetische Materialien
typische Sattigungsverhalten der Magnetisierung m ein. Dieses fihrt schlieflich zu nichtli-
nearen Effekten in der magnetisch induzierten Partikelwechselwirkung und damit zu einer
Abflachung der Kraftwechselwirkung, vgl. Gleichung (5.13). Auffillig ist die deutlich starkere
Auspragung des Effektes fiir die Kettenstrukturen gegentiber den kubischen und hexagonalen
Anordnungen. Diese ist auf die geringeren Abstédnde der Partikel zuriickzuftthren.
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5 Studie zum effektiven Verhalten von MRE

Abhangigkeit vom Partikelvolumengehalt ¢

Ein weiterer entscheidender Einfluss auf den MR-Effekt ist der Partikelvolumengehalt des
MRE. Fir die Fillgrade ¢ = {10, 15, 20, 25, 30, 35, 40} % ist dieser in Abb. 5.7(b) fir die
analysierten Typen von Einheitszellen aufgetragen, wobei fiir Feldstirke und Silikonolgehalt
der Matrix |H| = 1500 kAm™" bzw. ¢ = 40 % gelten. Verschiedene Geometrien mit variier-
tem Volumengehalt sind exemplarisch in Abb. 5.6 dargestellt.

Bei den hexagonalen und kubischen Anordnungen ist nun eine Korrelation des Effektes mit
dem Fullgrad erkennbar. Da bei diesen Mikrostrukturen der Partikelabstand mit steigendem ¢
stetig sinkt und sich somit die magneto-mechanischen Interaktionen verstérken, ist der ermit-
telte Anstieg erkldrbar. Fiir die kettenformigen RVE zeigt sich dagegen eine anfanglich degres-
sive Zunahme des Effektes und ein mehr oder weniger ausgepragtes Maximum bei ¢ = 30 %
bzw. ¢ = 35%. Bei diesen Mikrostrukturen dndert sich der minimale Partikelabstand mit ¢
nicht, sodass die Wechselwirkungen innerhalb einer Kette ndherungsweise unverandert blei-
ben. Dennoch steigt der Anteil der Ketten am Gesamtvolumen der Zelle und somit auch die
magnetisch induzierte Steifigkeitsinderung. Dem wirkt allerdings die mechanische Verstei-
fung des Komposits durch die Zunahme von ¢ entgegen, sodass sich der maximale Effekt hier
nicht fiir ¢ = 40 % einstellt.

Abhéngigkeit von der Steifigkeit des Elastomers

Neben den magnetischen Eigenschaften der Partikel hingt das effektive Verhalten in entschei-
dendem Mafle vom mechanischen Verhalten des Elastomers ab. Da sich das in Abschnitt 4.2
charakterisierte Silikonelastomer anniahernd elastisch verhalt, ist hier der Einfluss der initia-
len Steifigkeit des unbeladenen Matrixmaterials von Interesse. Dabei ergeben sich bei Zugabe
der Silikonélanteile ¢ = {0, 10, 20, 30, 40} % im Herstellungsprozess initiale Schubmoduli
zwischen 99,17 kPa und 25,19 kPa, vgl. Tab. 4.2. Die Steifigkeit der elastomeren Matrix sinkt
somit bei zunehmendem Silikondlanteil deutlich ab. Je nach Mikrostruktur ergeben sich nun
fur ¢ = 30 % Partikelvolumengehalt und ¢g; = 0%, also G ~ 100 kPa, effektive Schubmoduli
Gy im Bereich von 150 — 185 kPa. Die relative, magnetisch induzierte Versteifung nimmt nun
indirekt proportional mit Gy zu, d. h. es gilt

AG/Gy o« Gyt . (5.14)

fir den Zusammenhang zwischen MR-Effekt und initialer Schubkonstante. Durch die Zugabe
von Silikonol im Herstellungsprozess lassen sich die magneto-mechanischen Kopplungseigen-
schaften des Komposits also signifikant steigern.

Abhéngigkeit von der Feldrichtung

Letztendlich ist neben den vorangegangenen Untersuchungen - also dem Einfluss von ange-
legter Feldstirke H, Partikelvolumengehalt ¢ und Steifigkeit der elastischen Matrix — auch
die Richtung des effektiven Magnetfelds von Interesse. Da im Fall der betrachteten weichma-
gnetischen Materialien der Zusammenhang o?°"(h) = 0P°"(~h) mit m = M (|h|)h|h|™! gilt,
muss die Materialantwort unabhéngig von der Mikrostruktur fiir einen Feldwinkel ¢’ = a + 7
dieselben Ergebnisse wie fiir « liefern. Es reicht also aus, die Richtung fiir « € [0,7] abzutas-
ten. Die Ergebnisse sind fiir die betrachteten Mikrostrukturen in Abb. 5.8 dargestellt, wobei
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Abb. 5.8: Abhingigkeit des MR-Effektes der Schubkomponenten Gyz12 und Gz112 von der Richtung a
des angelegten Magnetfelds H mit |[H| = 1500kAm™" fiir verschiedene Einheitszellen bei
einem Partikelvolumengehalt von ¢ = 30 %: (a) und (b) hexagonale und einfache kubische
Anordnungen sowie (c) und (d) kettenférmige Strukturen.

fiir die restlichen Parameter ¢ = 30 %, ¢5; = 40 % und |H| = 1500 kA m ™' gelten. Dabei zeigt
sich aufgrund des anisotropen effektiven Materialverhaltens der Mikrostrukturen eine deut-
lich ausgeprigte unsymmetrische Spannungsantwort, sodass im Allgemeinen Giz12 # Goi12
gilt.

Die kubische Zelle weist tiber den gesamten Bereich einen positiven Effekt auf. Dabei tritt
der maximale MR-Effekt jeweils bei den Winkeln 0° bzw. 90° auf. Bedingt durch die vorhan-
dene Symmetrie gilt auflerdem G%‘;;l (a+90°) = Glz‘}‘lbz(a), vgl. Abb. 5.8(b). Im Gegensatz zur
kubischen Mikrostruktur treten bei der hexagonalen Partikelanordung je nach Feldwinkel ne-
gative und positive MR-Effekte auf, vgl. Abb. 5.8(a). Dabei liegen die maximale Erh6hung und
Verringerung der Schubsteifigkeit bei @ = 90° und & = 0° vor. Lediglich unter einem Feldwin-
kel von 45° stellt sich die Symmetrie der magnetisch induzierten Schubmoduli ein. Trotz des
aus magnetischer Sicht rein isotropen Verhaltens der hexagonalen Zelle zeigt sich eine signi-
fikante magneto-mechanische Anisotropie. Diese ist durch die unterschiedliche Auspragung
der kettenartigen Strukturen je nach Blickrichtung zu erklaren, vgl. Abb. 2.3(b).

Gemaf} Abb. 5.8(c) und (d) zeigt sich fiir die betrachteten RVE mit kettenartiger Anordnung
eine deutlich starker ausgeprigte Unsymmetrie in den Schubsteifigkeiten. Diese ist auf die
besonders starke geometrische Anisotropie zuriickzufithren. Die gerade Kette weist dabei die
starkste Richtungsabhéngigkeit des MR-Effektes auf. Unter einem Feldwinkel von 90° tritt die
maximale relative Steifigkeitsinderung von ca. 280 % auf, wohingegen der Effekt bei 0° fast
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5 Studie zum effektiven Verhalten von MRE

ganzlich verschwindet. Die wellige Kettenstruktur zeigt dagegen auch bei 0° einen deutlich
positiven MR-Effekt. Interessant ist, dass die Versteifung unter einem Winkel von ca. 52° an-
nihernd verschwindet. Im Herstellungsprozess strukturierter MRE, bei denen wahrend der
Vernetzung des Elastomers ein externes Magnetfeld anliegt, lasst sich die resultierende ma-
gnetische Schaltbarkeit also gezielt beeinflussen. Dabei sind Kettenstrukturen mit geringer
Abweichung von ideal geraden Ketten insbesondere bei hoheren Feldern zur Strukturierung
zu erwarten.

Statistisch-monodisperse Partikelverteilung

Im néchsten Schritt soll nun, zumindest unter der Einschrinkung zweidimensionaler Problem-
stellungen, der MR-Effekt realitidtsnaher Mikrostrukturen analysiert werden. Wie bereits in
Abschnitt 5.1.1 anhand der Abbildungen 5.3 und 5.4 ermittelt, ist es notwendig, je Volumen-
gehalt 10 RVE mit jeweils 400 Partikeln heranzuziehen, um die Ergebnisse statistisch abzusi-
chern. Im Gegensatz zur Berechnung des MR-Effektes idealer Einheitszellen ist nun also das
arithmetische Mittel inklusive Vertrauensintervall

(AGGy 10 und K" (AGG, ) (5.15)

auszuwerten. Verschiedene Einflussfaktoren werden durch Variation von Feldstarke, Volu-
mengehalt, initialer mechanischer Steifigkeit und Feldrichtung ermittelt.

Abhangigkeit von der Feldstirke

Die Abhéngigkeit von |H|, exemplarisch fiir ein Feld in vertikaler Richtung analysiert, sei er-
neut fiir Zellen mit dem Partikelvolumengehalt ¢ = 30 % und einem Polymer mit ¢g, = 40 %
Silikonolgehalt betrachtet. Auch fiir stochastische Partikelverteilungen zeigt sich die in Abb.
5.9(a) dargestellte S-féormige Abhingigkeit des effektiven Schubmoduls G,11, vom angelegten
Magnetfeld. Dabei ist der maximale MR-Effekt mit ca. 60 % signifikant schwicher ausgeprigt
als bspw. bei den zuvor untersuchten Kettenstrukturen gemaf§ Abb. 5.6(c) und (d). Durch Struk-
turierung im Herstellungsprozess lassen sich folglich MRE mit deutlich starker ausgepriagtem
Schaltverhalten produzieren. Dieses Ergebnis stimmt mit den experimentellen Untersuchun-
gen in HIPTMAIR et al. [60] iiberein.

Das relative Konfidenzintervall des arithmetischen Mittels der magnetisch induzierten Steifig-
keitsinderung AGG; " ist mit dem Maximalwert von max [K?g%(AGG(;l) (AG_GEI)I_OI] ~7,7%
noch einmal etwas grofler als das der in Abb. 5.3 ausgewerteten mechanischen Spannung.
Dieses Verhalten ist darin begriindet, dass in die Berechnung des Koeffizienten drei streu-
ungsbehaftete Werte eingehen. Es l4sst sich also eine sehr starke Sensitivitit des MR-Effektes
hinsichtlich mikrostruktureller Anderungen detektieren.

Abhangigkeit vom Partikelvolumengehalt ¢

Die Variation der Fillgrade ¢ = {10, 15, 20, 25, 30, 35, 40} % ist in Abb. 5.9(b) fir ein Magnet-
feld in vertikaler Richtung aufgetragen. Fiir Feldstdrke und Silikonolgehalt der Matrix gelten
dabei die Werte |H| = 1500 kA m™" bzw. ¢ = 40 %.

Es zeigt sich ein Anstieg des Effektes fur steigende ¢, wobei der maximale Wert bei ca. 75 %
liegt. Das leichte Abknicken der Kurve bei ¢ = 35 % ist dabei vermutlich stochastischen Effek-
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Abb. 5.9: Untersuchung verschiedener Einflussparameter auf den MR-Effekt statistisch-periodischer
RVE: Schubkomponente G212 fiir Feld in vertikale Richtung bei Variation von (a) angelegter
Feldstirke |H|, (b) Partikelvolumengehalt ¢ und (c) der initialen Steifigkeit Gy sowie (d) Schub-
komponenten fiir Feldwinkel « € [0°,180°] mit ¢ = 30 %, |H| = 1500kAm™!, G = 25,19 kPa.
Dargestellt ist das arithmetische Mittel fiir jeweils 10 RVE inklusive 95 %-Vertrauensintervall.

ten zuzuschreiben. Dies verdeutlicht sich anhand der eingetragenen Konfidenzintervalle, wel-
che die Prazision der geschitzten Mittelwerte und somit die Lage der zu erwartenden wahren
Werte mit einer Wahrscheinlichkeit von 95% kennzeichnen. Im Vergleich zu den kettenartigen
Strukturen stellt sich also kein Extremum unterhalb eines Fiillgrades von 40 % ein. Da der MR-
Effekt insbesondere von Partikelpaaren mit geringem Abstand AI™™ ~ r™n gesteigert wird,
soll an dieser Stelle eine Bewertung anhand der in Abb. 5.1(b) dargestellten Verteilungen vor-
genommen werden. Dem folgend tritt bei steigendem Fiillgrad eine hohere Wahrscheinlichkeit
fiir sehr geringe Absténde auf. Somit ist es auch naheliegend, dass die magnetisch induzierbare
Steifigkeitsanderung zunehmen muss. Der simulativ vorhergesagte Anstieg stimmt qualitativ
mit den experimentellen Ergebnissen aus LOKANDER & STENBERG [97] und WANG etal. [168]
fiur MRE mit 11% < ¢ < 38% bzw. 10% < ¢ < 30 % iiberein.
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Abhéngigkeit von der Steifigkeit des Polymers

Wie bereits anhand der idealisierten Einheitszellen aufgezeigt, kann der relative MR-Effekt
durch Senkung der initialen mechanischen Steifigkeit signifikant gesteigert werden. Dabei
ergeben sich bei Zugabe der Silikonélanteile ¢ = {0, 10, 20, 30, 40} % im Herstellungspro-
zess sinkende initiale Schubmoduli gemaf3 Tab. 4.2. Fiir eine stochastische Mikrostruktur mit
¢ = 30% Partikelvolumengehalt und ¢5 = 0% ergibt sich ein effektiver Schubmodul von
ca. 212kPa. Im Vergleich zu den idealisierten Mikrostrukturen ist die mechanische Verstei-
fung durch Zugabe von Partikeln also stirker ausgeprigt. Die relative magnetisch induzierte
Steifigkeitsinderung AG /G, nimmt auch fiir die statistisch-periodischen Zellen annéhernd in-
direkt proportional mit Gy zu. Durch die Zugabe von Silikonél im Herstellungsprozess lassen
sich die magneto-mechanischen Kopplungseigenschaften des Komposits also signifikant stei-
gern. Konkret folgt aus einer Senkung der mechanischen Steifigkeit um den Faktor Vier eine
Erh6hung des relativen MR-Effektes um das sechsfache.

Abhangigkeit von der Feldrichtung

In einem letzten Schritt ist schliefSlich auch die Abhéngigkeit der magnetischen Schalteigen-
schaften von der Feldrichtung zu untersuchen. Wie zu erwarten, ist der MR-Effekt aufgrund
der isotropen Effektiv-Eigenschaften stochastischer Mikrostrukturen nur geringfiigig rich-
tungsabhéngig. Wie Abb. 5.9(d) zu entnehmen ist, zeigt sich allerdings eine schwache Aniso-
tropie in den feldabhingigen Schubkomponenten Gia12 und Ga112, welche aus der magnetisch
induzierten Vorzugsrichtung folgt. Da die stochastischen Mikrostrukturen im statistischen
Mittel in x;- und x;-Richtung annihernd gleiche Verteilungen aufweisen, gilt auflerdem in
guter Niherung G55 (a +90°) = G315, (a).

5.2 Hartmagnetische MRE

Im Gegensatz zu magnetisch weichen MRE fiihrt die Verwendung von hartmagnetischen Fiill-
stoffen wie NdFeB zu stark irreversiblem und pfadabhangigem Verhalten des Komposits. Bei-
spielsweise treten in experimentellen Untersuchungen starke Unterschiede in den m-h-Hyste-
resen hartmagnetischer MRE und denen des reinen NdFeB auf [72, 93, 156]. In Abb. 5.10 sind
exemplarisch die VSM-Messungen einer mechanisch steifen Probe auf Basis von Epoxidharz
aus LINKE et al. [93] sowie die zweier MRE-Proben mit den effektiven E-Moduli 2000 kPa und
250kPa aus KaLINA etal. [72] gegeniibergestellt. Die in Abb. 5.10(a) dargestellte Hysterese
der Epoxidharz-Probe — in der lokale Bewegungen der Partikel nahezu vollstandig behindert
sind - stimmt dabei im Wesentlichen mit dem typischen Magnetisierungsverhalten von Nd-
FeB tiberein, wobei fiir die nicht vorliegenden zweiten und dritten Hysterese-Schleifen kein
Unterschied zum ersten Zyklus zu erwarten ist. Im Vergleich dazu zeigen die MRE-Proben
deutlich schmaler ausgeprigte Hysteresen sowie eine zusitzliche Pfadabhéngigkeit, die sich
in einer Abweichung zwischen dem ersten und den darauf folgenden Zyklen widerspiegelt,
vgl. Abb. 5.10(b) und (c).

Dieses Verhalten beruht im Wesentlichen auf magnetisch induzierten Rotationen der einge-
betteten NdFeB-Partikel, die durch die Invertierung des angelegten makroskopischen h-Feldes
ausgeldst werden [72, 156, 158, 163]. Aus energetischer Sicht ist die Umkehr der effektiven Ma-
gnetisierungsrichtung durch Partikelrotationen innerhalb der elastomeren Matrix somit giins-
tiger als ein vollstandig auf Doménen-Umwandlungen basierter Prozess, wobei im Gegenzug
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Abb. 5.10: VSM-Messungen des effektiven Magnetisierungsverhaltens hartmagnetischer Kompositma-
terialien gefullt mit NdFeB-Partikeln und verschiedenen Matrixmaterialien: (a) Probe mit
Epoxidharzmatrix und Fiillgrad ¢ = 28 % sowie (b) und (c) MRE-Proben mit ¢ = 40 % Partikel-
volumengehalt und E ~ {2000, 250} kPa. Die Messdaten sind LINKE et al. [93] sowie KALINA
etal. [72] entnommen.

die mechanischen Riickstellkrafte der Matrix zu iiberwinden sind, vgl. KALINA et al. [72]. Theo-
retische Untersuchungen aus SANCHEZ et al. [158] sowie VaGaNov etal. [163] belegen aller-
dings die zusétzliche Relevanz von irreversiblen Schadigungsprozessen an der Grenzfliche
bzw. innerhalb des Elastomers: Treten starke Rotationen auf, ist demnach eine vollstindige
oder teilweise Ablosung der Polymerketten von den Partikeln zu erwarten.

5.2.1 Simulation magnetischer Hysteresen

Ausgehend von den vorgestellten experimentellen Daten soll im Folgenden eine Untersuchung
der magnetischen Materialantwort hartmagnetischer MRE auf Basis von numerischen Homo-
genisierungen mittels der Vektorpotential-Formulierung (3.9) erfolgen. Dabei wird das Ver-
halten der NdFeB-Partikel durch das in Abschnitt 5.2 vorgestellte Hysterese-Modell mit den
Parametern gemafd Tab. 4.4 beschrieben. Die zuvor angemerkten Schadigungseffekte von Ma-
trix und Grenzfliche werden in dieser Arbeit jedoch nicht beriicksichtigt. Da sich die physi-
kalischen Prozesse somit nicht in voller Ganze abbilden lassen, soll ein magneto-elastisches
Modellsystem mit idealer Anbindung der Partikel betrachtet werden. Das mechanische Ver-
halten der elastischen Matrix wird dabei durch das neo-Hooke-Modell

E E

a1+ ) T -1l 6

ooy (1,,]) = [1-2/311 - 3] +

beschrieben.
Da fiir das Nachfahren mehrerer Hysterese-Zyklen eine Vielzahl von Inkrementen notwen-

20bwohl das an experimentelle Daten angepasste OGDEN-Modell gemiB Abschnitt 4.2.2 das mechanische Verhal-
ten von Silikonelastomeren deutlich besser als das Neo-Hooxe-Modell abbildet, ist unter der getroffenen Annahme
einer idealen Grenzschicht - also ohne Beriicksichtigung von Schéadigungseffekten — das neo-Hooke-Modell vor-
zuziehen. Dies ist darin begriindet, dass das parametrisierte Modell die Partikel-Rotationen aufgrund des extremen
Anstiegs der Spannungs-Dehnungs-Kurve bei hohen Streckungen zu sehr behindert, vgl. Abb. 4.5.
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dig ist, wird die Partikelanzahl im Vergleich zu den weichmagnetischen MRE deutlich redu-
ziert. Insgesamt seien daher zehn monodisperse RVE mit ¢ = 40 %, pmin = 9 154 und jeweils
NP = 80 statistisch verteilten Einschliissen betrachtet, s. Abb. 5.11(a). Dabei ist anzumerken,
dass sich die Représentativitat statistisch-periodischer Zellen im Bezug auf die Magnetisierung
mm deutlich frither einstellt als hinsichtlich der Spannung &, und diese RVE-Grofie hier somit
ausreichend ist, vgl. DANAS [24] und Abb. 5.2. Gemif3 Abb. 5.4 ist die Streuung der effektiven
Materialantwort fiir den betrachteten Volumengehalt von 40 % aulerdem deutlich geringer als
fur 10 %.

Vorhersage der idealisierten FE-Simulation

Exemplarisch seien zwei MRE mit den Matrix-Steifigkeiten E = {200, 300} kPa und v = 0,49
sowie eine Referenz auf Basis von Epoxidharz mit E = 3000 MPa und v = 0,4 betrachtet. Wie
in den experimentellen Untersuchungen gemifl Abb. 5.10 wird den RVE ein zyklisches B-Feld
in x;-Richtung aufgeprigt, wobei fiir die effektive Deformation F = I gelte. Insgesamt werden
zur Analyse der Systeme volle fiinf Hysterese-Zyklen simuliert. Zur Reduktion der Inkrement-
anzahl kommt eine heuristische Zeitschrittweiten-Steuerung zum Einsatz. Stellt sich im aktu-
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Abb. 5.11: Simulation hartmagnetischer Kompositmaterialien gefiillt mit NdFeB-Partikeln und verschie-
denen Matrixmaterialien: (a) RVE mit 80 Partikeln und einem Fillgrad von ¢ = 40 % sowie
(b) - (c) homogenisiertes Magnetisierungsverhalten fiir E-Moduli von 3000 MPa, 200 kPa und
300 kPa. Dargestellt ist der Mittelwert (71 )19 aus jeweils 10 Einzelsimulationen.
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ellen Inkrement t, nach 10 Iterationen keine Konvergenz ein, so erfolgt in diesem Verfahren
eine Halbierung des Zeitschrittes At. Kann die Losung des Inkrementes dagegen in weniger
als 4 Iterationen erfolgen, so ist der Zeitschritt At wieder zu verdoppeln. Zur statistischen Ab-
sicherung der Ergebnisse werden die betrachteten zeitlichen Verldufe der effektiven magne-
tischen Feldgréfen gemittelt. Um diese Auswertung trotz der unterschiedlichen Zeitschritte
der einzelnen Simulationen vornehmen zu konnen, erfolgt vorab eine Spline-Interpolation, s.
Gleichung (4.4). Die simulierten m-h-Kurven der RVE sind in Abb. 5.11(b) - (d) dargestellt.
Aufgetragen ist jeweils der Mittelwert (1711 )19, wobei das zugehorige 95 %-Vertrauensintervall
nach Gleichung (5.3), mit einem Maximalwert von +0,0152 M fiir alle Steifigkeiten sehr ge-
ring ist.

Fiir das Komposit auf Basis von Epoxidharz zeigt sich eine zu den Messergebnissen nach Abb.
5.11(a) aquivalente Kurve. Wie zu erwarten, sind die Partikel aufgrund der verhéltnisméflig ho-
hen Steifigkeit der umgebenden Matrix nahezu fixiert, sodass Rotationen hier nicht auftreten
und erster bis fiinfter Hysterese-Zyklus tibereinstimmen. Im Gegensatz dazu stellen sich bei
den MRE deutliche Unterschiede in den m-h-Kurven ein. So zeigt die fiinfte Hysterese fiir bei-
de betrachteten E-Moduli deutlich geringere Koerzitivfeldstarken als der steifere Epoxidharz-
Verbund. Fir E = 200 kPa ist dabei bereits ein stationarer Zustand des Systems erreicht, d. h. es
tritt kein merklicher Unterschied mehr zur vorherigen Hysterese auf. Es zeigt sich weiterhin
eine deutliche Abhéngigkeit der Hysteresenform von der Anzahl der zuvor durchlaufenen Zy-
klen. Zwar sind diese Unterschiede in der Simulation wesentlich stirker ausgeprégt als es die
experimentellen Daten aus Abb. 5.10(b) und (c) belegen, aber ein qualitativ ahnliches Verhalten
lasst sich offensichtlich grundsitzlich abbilden.

Mikroskopische Analyse

Wie bereits erwéhnt, resultiert die Charakteristik der effektiven magnetischen Materialant-
wort auf Partikelrotationen innerhalb der Mikrostruktur. Fiir die durchgefithrten Simulatio-
nen soll daher im Folgenden eine konkrete Analyse dieser lokalen Prozesse stattfinden. Um
Anderungen der Magnetisierung einzelner Einschliisse verfolgen zu koénnen, erfolgt die Auf-
zeichnung der Rotationswinkel 62 und 9;”P von NdFeB-Partikeln und dem zugehérigen ma-
gnetischen Moment

m’ ;:/ mdoVa € {1,2, ---, 80} (5.17)
B,

exemplarisch fiir eine FE-Simulation mit E = 200 kPa. Die entsprechenden Verliufe von 6%, om’
und [m®| innerhalb der ersten zweieinhalb Hysterese-Zyklen mit den Periodendauern T sind
fiir einen ausgewéhlten Partikel in Abb. 5.12(a) und (c) dargestellt. Zur Veranschaulichung ist
weiterhin der aktuelle Zustand des betrachteten Einschlusses zu jeder viertel Periode in Abb.
5.12(b) schematisch dargestellt.

Einzelpartikel

Zu Beginn der ersten Periode ist der Partikel mit etwa 76 % der Sattigung Mf; in x;-Richtung
magnetisiert. Da zum Erreichen der vollstandigen Sattigung bei NdFeB deutlich héhere Induk-
tions-Felder notwendig sind, wird dieser Wert im weiteren Lastverlauf auch nicht tiberschrit-
ten, vgl. Abb. 4.10(a). Ausgehend vom Remanenz-Punkt bei ¢t/T = 0,25, wo die effektive In-
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Abb. 5.12: Simulierte Rotation eines einzelnen NdFeB-Partikels innerhalb der ersten zweieinhalb
Hysterese-Zyklen mit den Periodendauern T fiir eine Matrix-Steifigkeit von 200 kPa: (a) Rota-
tionswinkel 6F des Partikels und Winkel 6™ des zugehorigen magnetischen Momentes ),
(b) schematische Darstellung des Partikel-Zustandes sowie (c) Betrag |mP| normiert auf den

Partikel-Sattigunswert MIS,.

duktion b verschwindet, weist der Partikel ein bleibendes magnetisches Moment in die hori-
zontale Richtung auf. Wenn nun das b-Feld in die entgegengesetzter Richtung erhoht wird,
ergibt sich aus der ponderomotorischen Momentendichte cP°" gemifl Gleichung (2.26), ein
resultierendes Drehmoment. Dieses fiithrt zu einer leichten Rotationsbewegung des Partikels
nach der Halfte der ersten Periode. Dabei ist anzumerken, dass die initiale Drehbewegung
des Einschlusses aus Inhomogenitéten in den lokalen magnetischen Feldern resultiert. Da die
magnetisch induzierte Bewegung durch das Riickstell-Moment der elastomeren Matrix behin-
dert ist und m® nahezu kollinear zu b ist, tritt vorerst nur eine leichte Rotation von ca. 2,5° auf.
Der Grofteil der Invertierung der Magnetisierung des Partikels erfolgt also durch Doménen-
Umwandlungs-Prozesse.

Wenn das effektive b-Feld dann in der zweiten Hilfte des ersten Zyklus erneut auf Null zuriick-
gefahren wird, verschwindet das resultierende Drehmoment bei ¢/T = 0,75 erneut. Aufgrund
des Gleichgewichts von elastischem Riickstellmoment und magnetischem Drehmoment geht
somit auch die Partikelrotation 6% auf Null zuriick und das magnetische Moment m® dreht
sich dadurch in mathematisch negativer Richtung. Aus energetischer Sicht wird also die in
der umgebenden Matrix gespeicherte Verzerrungsenergie frei, die zu einer inversen Rotation
des Partikels fiithrt. Wenn das effektive b-Feld danach wieder auf den Maximalwert in positi-
ver x;-Richtung erhéht wird, ergibt sich aus der Abweichung von e® := b|b|™! beziiglich der
Magnetisierungs-Richtung erneut ein Drehmoment. Da die Richtungen e™ := m®|m|~! und
e? in diesem Systemzustand deutlicher voneinander abweichen, fithrt dies nun zu einer star-
keren Rotation von ca. 23° in mathematisch negativer Richtung, vgl. Abb. 5.12(b). Dabei sinkt
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Abb. 5.13: Rotationen der Partikel eines RVE mit insgesamt 80 hartmagnetischen Einschliissen: (a) Ro-
tationswinkel 8F innerhalb von fiinf Hysterese-Zyklen sowie (b) - (d) Fiz-Koordinate des
Deformationsgradienten dargestellt auf der deformierten Konfiguration zu den Zeitpunkten
t/T ={1,3/2, 2}.

der Betrag [m’| zwischen t/T = 0,75 und 1 nicht mehr auf null ab, da infolge der Rotation ein
Anteil in x;-Richtung verbleibt.

In den folgenden Perioden wiederholen sich die beschriebenen Prozesse, jedoch verstarkt sich
die Drehbewegung mit jeder Feldumkehr, bis infolge der Beschrankung durch die elastische
Riickstellwirkung der Matrix ein stationdrer Zyklus erreicht ist. Zusammenfassend resultie-
ren die auftretenden Effekte somit aus einem magnetisch induzierten Drehmoment sowie der
Speicherung und dem anschlieBenden Freiwerden von elastischer Verzerrungsenergie. In dem
betrachteten System treten dabei zusitzlich auch Doménen-Umwandlungs-Prozesse inner-
halb der Partikel auf. Das Zusammenwirken der beschriebenen Effekte in einer mechanisch
weichen Probe erméglicht im Vergleich zu einer steifen Probe die schnellere Invertierung des
Magnetisierungszustandes der NdFeB-Partikel und fithrt zu den in der Simulation auftreten-
den schmaleren Hysteresen.

Mittels der vorgestellten idealisierten Modellierung lésst sich somit das experimentell beob-
achtete Verhalten bereits nachvollziehen. Wie zuvor erwihnt, ist es jedoch notwendig Scha-
digungseffekte der Grenzschicht zwischen Partikeln und Matrix zu betrachten, um die auftre-
tenden physikalischen Prozesse vollstandig zu erfassen.
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5 Studie zum effektiven Verhalten von MRE

Gesamte Partikel eines RVE

Nach der Betrachtung eines einzelnen Einschlusses soll nun die Analyse des RVE als Gesamt-
system folgen. In diesem resultiert die initiale Rotationsrichtung der einzelnen Partikel aus
lokalen magnetischen Interaktionen mit den benachbarten Einschliissen und dem Deformati-
onszustand der elastomeren Matrix. Gemaf} der in Abb. 5.13(a) dargestellten Rotationswinkel
6% der insgesamt 80 Partikel eines RVE mit E = 200kPa, treten also sowohl Drehungen in
die mathematisch positive als auch in die negative Richtung auf. Zur Veranschaulichung ist
die Fj;-Koordinate des zugehorigen RVE in Abb. 5.13(b) - (d) fur ¢/T = {1, 3/2, 2} darge-
stellt. Da innerhalb der Partikel F = R gilt, stellt diese Koordinate mit Ry, = sin(fF) somit
ein Maf fir den vorliegenden Rotationswinkel dar. Es zeigt sich weiterhin, dass die maximal
auftretenden Winkel innerhalb der ersten Periode deutlich schwanken. Erst nach Abschluss
des dritten Hysterese-Zyklus erreichen nahezu alle Partikel die jeweils maximale Verdrehung,
sodass sich dann ein stationdrer Zyklus einstellt. Somit ldsst sich auch das Erreichen der sta-
tiondren Hysterese nach drei durchlaufenen Perioden in der Simulation erkldren, vgl. Abb.
5.11(c).

5.2.2 Simulation mechanischer Hysteresen

Um neben der magnetischen Materialantwort auch das effektive mechanische Verhalten zu
analysieren, sei bei den zuvor betrachteten RVE ein alternierendes B-Feld in 45°-Richtung zur
x1-Achse aufgebracht, vgl. Abb. 5.14(a). Fir die E-Moduli gilt dabei erneut E = {200, 300} kPa
und die effektive Deformation ist zu F = I festgelegt.

Analyse einer RVE-Geometrie

Die simulierten mechanischen Schubspannungen &;, und 63, einer ausgew#hlten RVE-Geome-
trie sind fur die betrachteten Steifigkeiten in Abb. 5.14(b) und (c) aufgetragen. Demnach zei-
gen beide MRE im ersten Zyklus eine Schmetterlingskurve dhnlich zu Piezokeramiken oder
piezomagnetischen Materialien. Dabei ist der mechanische Spannungstensor vorerst nahezu
symmetrisch, d. h. &1, & 5.

@) RVE (b)  MRE: E = 200kPa (©  MRE: E = 300kPa
o0 -~ 00 o d
650, 0 0

—

@0, —
Ny % (09000 o >0 N
X3 OOOOO O% On N
X OOC;\O OO Oom f\C
2 -1000 0 1000 -1000 0 1000
. - hy / kKAm™ hy / kKAm™
3 1
— 012 021

Abb. 5.14: Simulation der Spannungsantwort hartmagnetischer MRE: (a) simuliertes RVE mit Richtung
der effektiven Induktion und F = I sowie (b) und (c) Schmetterlingskurven fiir die E = 200 kPa
und 300 kPa.
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5.2 Hartmagnetische MRE

Fir das MRE mit E = 200kPa stellt sich bereits im zweiten Zyklus eine deutliche Abwei-
chung von der initialen Schmetterlingskurve ein. Weiterhin zeigt die homogenisierte Mate-
rialantwort eine stark unsymmetrische Spannung auf. Wie bereits bei den Magnetisierungs-
Hysteresen stellt sich dieses Verhalten infolge der lokalen Partikelrotationen innerhalb des
RVE ein. Da sowohl Rotationen in die mathematisch positive als auch negative Richtung auf-
treten und diese nicht im Gleichgewicht stehen, tritt ein resultierendes magnetisches Dreh-
moment auf, das zu dem unsymmetrischen mechanischen Spannungstensor fithrt. Weiter-
hin sind auch hier die bereits in der magnetischen Materialantwort beobachteten schmaleren
Hysteresen erkennbar. Diese Effekte nehmen daher mit der Steigerung lokaler Rotationen der
NdFeB-Einschliisse zu, s. Abb. 5.13(a). Bei dem steiferen MRE mit E = 300 kPa werden die stark
nichtlinearen Effekte durch das verzogerte Einsetzen der Partikelrotationen erst etwas spater
dominant, vgl. Abb. 5.14(c). Insgesamt treten allerdings héhere Spannungswerte auf.

Vergleich verschiedener RVE-Geometrien

Abschlieflend sei exemplarisch die effektive Schubspannung &, von vier dquivalenten RVE
mit einem E-Modul von 300 kPa iiber insgesamt sechs Perioden verglichen. Die in Abb. 5.15
dargestellten Simulationsergebnisse belegen eine geringe Streuung der Materialantwort bis
zum Ende der ersten beiden Perioden. Mit Einsetzen der lokalen Rotationen von eingebette-
ten NdFeB-Partikeln kommt es jedoch im Gegensatz zur magnetischen Materialantwort zu
deutlichen Abweichungen der Spannungsverlaufe. Demnach tritt offenbar der Verlust einer
systematischen Materialantwort beziiglich der mechanischen Spannungen auf.

/ kPa

O12

—RVE 1 RVE2 ——=RVE3 - RVE 4

Abb. 5.15: Vergleich der Schubspannung 512 vier hartmagnetischer RVE unter einem B-Feld in 45°-
Richtung fiir 6 Hysterese-Zyklen. Die Matrix-Steifigkeit betragt E = 300 kPa.
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6 Makroskopische Materialmodellierung

Im vorherigen Kapitel ist aufgezeigt, dass sich durch die Anwendung der numerischen Homo-
genisierung das effektive Verhalten von hart- und weichmagnetischen MRE qualitativ abbil-
den lasst. Dabei werden die makroskopischen Felder, d. h. F und H bzw. B, in der Umgebung
eines fiktiven makroskopischen Punktes vorgegeben und dem RVE aufgeprégt. Somit findet
bei dieser Methodik keinerlei Beriicksichtigung der makroskopischen Geometrie statt. Dieser
hat allerdings einen erheblichen Einfluss auf die magneto-mechanische Charakteristik von
Proben und Bauteilen [74, 81, 88]. Um also neben mikrostrukturellen Effekten auch Formein-
flisse erfassen zu konnen, soll in diesem Kapitel die Entwicklung und Parametrisierung eines
makroskopischen Materialmodells fiir weichmagnetische, elastische MRE mit stochastischer
Partikelverteilung erfolgen.

In der Literatur sind zahlreiche isotrope, magneto-elastische Modelle zur Beschreibung von
MRE zu finden. Die erste Gruppe dieser Modelle stellt Ansitze dar, welche ausgehend von
makroskopischen Versuchen entwickelt oder anhand dieser motiviert sind, bspw. ABALI &
QUEIRUGA [1], BUSTAMANTE etal. [15], DORFMANN & OGDEN [31, 32], KANKANALA & TRIAN-
TAFYLLIDIS [77], PSARRA et al. [130] oder SALAS & BUSTAMANTE [140]. Wie bereits in Kapitel 1
angemerkt, geht die Modellkalibrierung mittels makroskopischer Experimente jedoch mit ei-
nem entscheidenden Nachteil einher: Die magnetisch induzierte mechanische Feldverteilung
im MRE weist unabhéngig von der Probengeometrie starke Inhomogenitéten auf [43, 73, 81,
88]. Somit enthélt das parametrisierte Modell unter den zumeist getroffenen vereinfachenden
Annahmen stets den Einfluss der Probengeometrie und beschreibt nicht das reine konstitutive
Verhalten des Materials.

Diese Problematik umgeht die zweite Gruppe von Modellen, welche auf homogenisierten Da-
ten beruhen und sich somit ohne Einfluss der Probengeometrie kalibrieren lassen. Als Vertreter
auf der Basis analytischer Homogenisierungsmethoden sind hier die Arbeiten LEFEVRE etal.
[88] und MUKHERJEE etal. [115] zu nennen. Diese erlauben lediglich eine akkurate Beschrei-
bung bis ¢ =~ 20 % Partikelvolumengehalt [115]. In dieser Arbeit soll daher die in KALINA et al.
[74] vorgestellte Methodik, welche eine numerische Homogenisierung gemif Abschnitt 2.2
zugrunde legt, Anwendung finden. Als weiterer Vorteil der aufgefithrten Modelle ist die me-
thodisch bedingte Kenntnis iiber die kompletten Komponenten von F und H sowie effektiver
Magnetisierungs- und Spannungsantwort zu nennen. Das zu entwickelnde Materialmodell er-
moglicht durch Einbindung in makroskopische Simulationen das effiziente entkoppelte Mul-
tiskalenschema [159] gemaf 2.2, welches die implizite Beriicksichtigung mikrostruktureller
Effekte ermoglicht, s. Kapitel 7.

6.1 Generierung der Datenbasis

Fiir die Modellentwicklung und Parametrisierung ist die Generierung einer geeigneten Daten-
basis notwendig. Dabei ist zu beachten, dass ein breites Spektrum von Lastmoden abzudecken
ist, um eine sinnvolle Modellkalibrierung fir die spitere Anwendung in makroskopischen
FE-Simulationen sicherzustellen. Der Modellierungsansatz ist hier fiir zweidimensionale, mo-
nodisperse MRE mit den Partikelvolumengehalten ¢ = {10, 15, 20, 25, 30, 35, 40} % realisiert.
Zur statistischen Absicherung kommen geméf der Untersuchung in Abschnitt 5.1.1 jeweils 10
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6.1 Generierung der Datenbasis

RVE a 400 Einschlisse in den Simulationen zum Einsatz, wobei fiir den Minimalabstand der
Einschliisse erneut r™" = 1,14 gilt. Die konstitutiven Eigenschaften der elastomeren Matrix
und der eingebetteten Carbonyleisen-Partikel sind den Tabellen 4.2 und 4.3 zu entnehmen.
Zur Reduktion des numerischen Aufwandes wird in den folgenden Simulationen lediglich das
Elastomer mit ¢ = 40 % Silikondlgehalt verwendet, da sich mit diesem nach Abb. 5.9(c) die
maximalen Kopplungseffekte erzielen lassen. Der initiale E-Modul des Matrixmaterials liegt
damit bei ca. 75 kPa.

Als Datenbasis fungieren insgesamt vier mechanische (M1 — M4) und 10 gekoppelte magneto-
mechanische Lastfille (MM1 - MM10) gemaf} Tab. 6.1. Eine gewisse Schwierigkeit stellt hier
die Behandlung des quasi-inkompressiblen Verhaltens der elastomeren Matrix dar. Um fiir
die magneto-mechanischen Lastfalle physikalisch sinnvolle Deformationsmoden aufzuprigen,
wird bei auftretender Zugdeformation jeweils eine rein mechanische Simulation mit freier
Kontraktion quer zur aufgebrachten Streckung A durchgefiihrt und die Streckung 1, = f(1)
abgespeichert. Somit lisst sich dann in den gekoppelten Homogenisierungs-Lastfillen Fjx in-
krementweise vorschreiben. Die entsprechende schematische Darstellung von effektiver De-
formation und Feldrichtung ist in Abb. 6.1 exemplarisch fiir ein RVE mit ¢ = 30 % zu finden.
Fiir jeden Volumengehalt ergeben sich mit der Anzahl von jeweils 10 RVE in Summe 180 Ein-
zelsimulationen.

Tab. 6.1: Simulierte rein mechanische Lastfille M1 — M4 und magneto-mechanische Lastmoden MM1
- MM10. Die Aufbringung von effektiver Deformation F und H-Feld erfolgt simultan, wobei
maximal aufgeprigte Streckung A und Scherdeformation 7 fiir die jeweiligen Volumengehalte
¢ spezifiziert sind. Fiir das angelegte magnetische Feld gilt |H™**| = 1500 kA m™?.

Volumengehalt ¢ /Timax /Tiri“ax /Ti‘gax D R ¢
10%, 15% 1,02 1,05 1,08 0,04 0,08 0,12

20 %, 25 % 1,04 1,08 1,12 0,04 0,08 0,12

30 %, 35 %, 40 % 1,05 1,10 1,15 0,05 0,10 0,15

Lastfall F;; Fi2  Fo Fyy Pi1/kPa  Py;/kPa  Kalibrierung  Validierung

M1 - 0 0 /Tiﬂ 0 - v X
M2 - 0 0 1-A 0 - v X
M3 1 0 Yiii 1 - - v X
M4 - 0 Yiii /Tiﬂ 0 - X v

Lastfall Fi Fi, Fy Fp <(Eq,H) Kalibrierung Validierung

MM1 1 0 0 1 0° v X
MM2  f(X) 0 0 A 0° v X
MM3 1 0 Yii 1 0° v X
MM4 1 0 Yii 1 45° v X
MM5  f(dz) 0 0 Ay 90° v X
MMé6 f(/iu) 0 Yii /Xii 45° v X
MM7 (%) 0 nA 0° X v/
MM8  f(Ag) 0 g Ay —67.5° X 4
MM9 f(/iiii) 0 0 /Xm 90° X v
MM10  f(Adw) O 7 A 90° X v
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Abb. 6.1: Schematische Darstellung der Simulationen zur Anpassung des makroskopischen Material-
modells fiir ein RVE mit ¢ = 30 % Partikelvolumengehalt: (a) Lastfille zur Parametrisierung
und (b) Lastfélle zur Validierung. M1 — M4 bezeichnen rein mechanische Lastfélle und MM1
- MM10 kennzeichnen magneto-mechanische Lastmoden, wobei Deformation F und H-Feld
simultan aufgebracht sind. Die gestrichelte Linie kennzeichnet jeweils die Ausgangskonfigu-
ration des RVE.

Innerhalb der magneto-mechanischen Lastfille sind die effektive magnetische Feldstirke H
und der Deformationsgradient F simultan aufgebracht. Dabei liegt das maximale Feld bei
|H™™| = 1500kA m™'. Da mit steigendem Partikelvolumengehalt héhere magnetisch indu-
zierte Dehnungen zu erwarten sind, soll aulerdem die maximal aufgebrachte Deformation
abhéngig von ¢ variiert werden, vgl. Tab. 6.1. Somit l4sst sich eine bessere Anpassung der
kalibrierten Modelle auf die makroskopisch auftretenden Lastzusténde erreichen.

6.2 Modellformulierung

Es ist nun ein geeignetes makroskopisches Modell zu formulieren, das die Beschreibung des
effektiven Verhaltens der analysierten Mikrostrukturen mit ausreichender Giite erméglicht.
Dabei sei angemerkt, dass sich das aus den mikroskopischen Partikel-Matrix-Interaktionen
resultierende Verhalten quasi unméglich in voller Génze nachbilden ldsst. Werden eine idea-
le Skalenseparation sowie vernachléssigbare Diskretisierungsfehler angenommen, stellt ein
Makromodell also im Vergleich zu einem voll gekoppelten Multiskalenschema [80, 81, 136]
lediglich eine Approximation dar.
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6.2 Modellformulierung

6.2.1 Struktur makroskopischer Modelle

Da im Folgenden ausschlieflich weichmagnetische MRE mit ideal-elastischer Matrix betrach-
tet werden, ist das Verhalten vollstindig durch C und B bzw. H beschreibbar. Mit der in den
Abschnitten 2.1.3 und 2.1.4 diskutierten Zerlegung der erweiterten Energiedichten Q bzw. Q*
in materialabhangigen Anteil und materialunabhangigen Freifeldterm gilt folglich

Q(C,B) :=¥(C,B) + 7] IC:(B®B) bzw. (6.1)
O*(C.H) = ¥ (C.H) - ? 0jet: (He H) . (6.2)

An dieser Stelle sei nun die weitere Diskussion, also die Ausarbeitung und Parametrisierung
des Modells, auf die C- H-Formulierung beschrinkt. Diese lsst sich mittels der Skalarpotential-
Formulierung nach Gleichung (3.17) in eine FE-Umgebung einbinden und bietet daher den
Vorteil, deutlich leichter auf den dreidimensionalen Fall erweiterbar zu sein.

Zur systematischen Entwicklung eines magneto-elastischen Makromodells ist es zweckmaBig,
den materialabhingigen Anteil ¥* weiter zu untergliedern. Dabei ldsst sich ohne Einschrin-
kung der Allgemeinheit eine Unterteilung in mechanischen, magnetischen sowie gekoppelten
Anteil vornehmen. Fiir die erweiterte Energie folgt damit der Ansatz

Q" (C,H) = ¥*™eh(C) + KPP (C, H) + ¥*™(H) + Q*(C, H) . (6.3)

Analyse der Datenbasis

Aus Gleichung (6.3) lassen sich unter Ausnutzung der konstitutiven Relationen (2.53) die Aus-
dricke

Gt — EF- af%* .FT = gmech | 5Kopp | gfrei ;4 (6.4)
J o
_ 1. Q" . - - frei
b=—2F 2 = p P 4 pme 4 pi (6.5)
j oH

fur die Anteile der Totalspannung und der magnetischen Induktion ableiten. Die in (6.4) sowie

(6.5) auftretenden Terme 6% und B sind, unabhingig von den konstitutiven Eigenschaften
des MRE, durch

i _ _ 1 - - = frei T
(—rfrel = o [h Qh - E(h . h)l] und bf = ,uoh (6.6)

festgeschrieben. Weiterhin soll der Spannungsanteil ™" das rein mechanische Verhalten des
Komposits erfassen. Somit lassen sich aus einem Vergleich der in Abschnitt 2.1.3 eingefiihrten
Caucny-Totalspannung 6'°' := ¢ + 6P°" in der Form

h®h-

[\'Jl'—‘

-1
6t0t = 6‘+/10ﬁl®h+ Ello(ﬁ’lﬁl)l+/lo

(h- fl)i} (6.7)
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Abb. 6.2: Homogenisiertes Magnetisierungsverhalten eines isotropen MRE mit ¢ = 30 % Partikelvo-
lumengehalt: (a) Magnetisierungskurve fiir verschiedene Deformationszustdnde und (b) Ab-
weichung der Magnetisierungsrichtung &™ = || ™! von der Richtung des lokalen h-Feldes
e" = h|h|™! fiir den Lastfall MM10. Dargestellt ist das arithmetische Mittel ((®))1¢ fur jeweils
10 RVE

und der Verkniipfungsgleichung (2.16) die Anteile 6X°PP, B"°PP und H™* durch

-1 1 - -
GKopp _ & _ gmech Lo ® h + Q”O(m -m)i und m= —(bKoPp +b"®) (6.8)
Ho

identifizieren.! Die Struktur der Energieansitze ist mit Kenntnis von (6.8) derart zu wihlen,
dass die einzelnen Anteile akkurat abbildbar sind. Dabei ist insbesondere die Nichtlinearitét in-
folge des charakteristischen Séttigungsverhaltens der magnetisierbaren Partikel zu beachten.
Vor der Modellbildung ist es daher zweckméfig, die jeweiligen magnetischen und mechani-
schen Terme genauer anhand der vorhandenen Datenbasis zu untersuchen. Exemplarisch soll
dies nun fir ein MRE mit ¢ = 30 % Partikelvolumengehalt geschehen.

Wie auch das Magnetisierungsverhalten der Partikel, weist die effektive magnetische Materi-
alantwort des Komposits eine signifikant nichtlineare m-h-Kurve auf. Nach dem initial linea-
ren Verlauf tritt die typische Sattigung auf, wobei sich die effektive Sattigungsmagnetisierung
MS = $MS direkt aus dem entsprechenden Materialparameter der Partikel und dem Volumen-
gehalt ¢ bestimmen lasst [24].2 Interessant ist nun, dass der Einfluss des makroskopischen
Deformationszustandes auf den Verlauf des Betrags der Magnetisierungskurve |m(h,F)| nur
sehr klein ist, sofern diese durch das aktuelle A-Feld beschrieben wird, vgl. Abb. 6.2(a). Dieses
Ergebnis stimmt mit den experimentellen Untersuchungen aus DANAS etal. [25] sowie den
Simulationen aus DANAs [24] oder METScH et al. [104] Gberein. Der vergrofierte Bereich im
Diagramm zeigt allerdings eine, wenn auch nur sehr gering ausgeprigte, Abweichung der je-
weiligen Kurven. So liegt die Magnetisierungskurve fiir F = I iiber deren fiir Stauchung bzw.
Streckung in Feldrichtung. Gemiafy Abb. 6.2(b) ist weiterhin eine deformationsabhiangige Ab-
weichung der Magnetisierungsrichtung é™ = m|m|~! von der Richtung des lokalen h-Feldes
e = h|h|™" unter Scherung zu beobachten. Beide Effekte resultieren aus der mechanisch indu-

1Gleichung (6.7) ergibt sich aus der Definition der ponderomotorischen Spannung nach (2.27) und einer Umfor-
mung mit der Verkniipfungsgleichung (2.16), also b = o (h + 7).

’Die Magnetisierung der eingebetteten Carbonyleisen-Partikel ist aufgrund ihrer zugrunde liegenden Domsnen-
struktur auf die Sattigungsmagnetisierung beschréankt [79]. Da die annéhernd nicht-magnetisierbare Matrix mit y = 1
abgebildet wird, kann die effektive Magnetisierung den Wert $MS nicht iiberschreiten.
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@) (b) ©

Kopplungsanteil Aktuationsspannung
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Abb. 6.3: Homogenisierte Spannungsanteile eines isotropen MRE mit ¢ = 30 % Partikelvolumenge-
halt fiir den Lastfall MM3: (a) symmetrischer Kopplungsanteil 5X°PP_ (b) Aktuationsspannung
4Kt := ¢ — g™ech ynd (c) deformiertes RVE mit Richtung des effektiven H-Feldes. Dargestellt
ist das arithmetische Mittel fiir jeweils 10 RVE.

zierten rdumlichen Anisotropie infolge von Umstrukturierungen der Partikel auf mikroskopi-
scher Ebene.

Bei Betrachtung des Kopplungsanteils 6¥°PP der CaAucHY-Spannung ist, ebenso wie bei der Ma-
gnetisierung, zwischen dem Initial- und dem Sittigungsbereich zu unterscheiden. Anfanglich
treten in allen Komponenten quadratische Verldufe auf, welche infolge der Sittigung langsam
abflachen, vgl. Abb. 6.3(a). Dominant ist dabei der Term poit ® h, der nach dem Einsittigen
von m in einen linearen Bereich iibergeht. Wird auBerdem pom ® h+1/2p, (i - m)i abgezogen,
zeigt sich der fiir MRE charakteristische S-Schlag im verbleibenden Anteil von 6X°PP gemaf3
Gleichung (6.8), also der magnetisch induzierten Aktuationsspannung 64X := 6 — 6™, Die
erkennbare Unsymmetrie dieser Spannung lésst sich auf die zuvor diskutierte Abweichung
der Richtungen & und &™ zuriickfiihren.

Satz von Invarianten fiir Isotropie

Aufgrund der angenommenen materiellen Isotropie ldsst sich die Formulierung weiter spezi-
fizieren, da in diesem Fall

¥(CH) =¥(Q-C-0".Q-H)¥Q € Q (6.9)

fir die Energiedichte gilt. Hier kennzeichnet Q den Raum der eigentlich orthogonalen Ten-
soren gemaf} Gleichung (2.44),. Wird die Beziehung (6.9) vorausgesetzt, so lasst sich die freie
HermuOLTZSche Energiedichte in Abhangigkeit von sechs Invarianten darstellen [30], wobei
unendlich viele Sétze irreduzibler Invarianten existieren. In dieser Arbeit werden

j—4/3

[0 = J 2By C, %= tr? C —tr(C?) | und L5 := J? sowie (6.10a)
I = |H? , L==H-C' H undl;:=H-C?% - H (6.10b)

gewihlt. Es sei darauf hingewiesen, dass in vielen Modellen statt Is und 5 die Invarianten
I == H-C- H sowie I; := H-C?- H verwendet werden, bspw. BUSTAMANTE etal. [15],

87
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DORFMANN & OGDEN [32] oder SALAS & BUSTAMANTE [140]. Die unterschiedlichen Sitze von
Invarianten lassen sich allerdings mittels des CAYLEY-HamirToN-Theorems ineinander iber-
fiihren.? Ein Vorteil der gewihlten Invarianten gemifl Gleichung (6.10b) besteht darin, dass
diese — ausgedriickt durch Tensorgrofien der Momentankonfiguration — als Is = |h|? und
I¢ = h - ¢! - h gegeben sind. Mittels Is lasst sich somit das Magnetisierungsverhalten gemaf;
Abb. 6.2(a) sehr gut modellieren.

6.2.2 Nichtlinear-magnetisches Modell

Energiedichte, Spannungen und Magnetisierung

Wie bereits erwihnt, muss das Verhalten des MRE in Abwesenheit makroskopischer Ma-
gnetfelder durch den mechanischen Anteil ¥*™¢h abgebildet werden. Um den nichtlinearen
Spannungs-Dehnungs-Verlauf akkurat zu beschreiben, wird fiir diesen Summanden der freien
Energie das bereits auf mikroskopischer Ebene verwendete OGDEN-Modell gewahlt. Demnach
sind die drei mechanischen Invarianten gemaf} (6.10a) durch die Hauptstreckungen A, zu er-
setzen, d. h.

) Ny B ) ]-_4/3 Ny B 2 N B Ny
o= vl I = Divadk| =D vedk| und B =] [22% . (611)
a=1 2 a=1 a=1 a=1
Die mechanische Energiedichte ist somit durch
Ny [N %
grmech . N IP Ao _ 3y _( ?—Inj? - 1) 6.12
I’Z:; OZP ﬁzz; V/,’ B 4 ] 1’1] ( )

gegeben [120], wobei fir die Abbildung der Spannungen & innerhalb eines Deformationsbe-
reiches von 0,9 < 1 < 1,15 der Streckungen bereits N = 1 Glied ausreicht, s. Abschnitt 6.3.
Unter Beachtung des zuvor analysierten Verhaltens, sind nun funktionale Zusammenhénge
fiir die Energieanteile W*X°PP und ¥*™38 zu wihlen. Dabei ist insbesondere die zuvor disku-
tierte Charakteristik infolge des Sattigungsverhaltens der Partikel zu erfassen. Letztlich haben
sich die Ansatze

1o UKOPP = —? In [cosh (y051\/f5)] +yIn(1+ y§52f6) e
1
(6.13a)
1 - —
+ E}/g(] — 1) tanh? (p053\/15) und

HO\P*mag = gl In (1 + ﬂ§§1i4) (613b)

3Das CaviLey-HamirTon-Theorem besagt, dass ein Tensor 2. Stufe stets seine eigene Eigenwertgleichung erfiillt,
z.B. gilt fiir den rechten CAuCHY-GREEN-Deformationstensor C3 — I;C? + I,C — I31 = 0. Somit folgt fiir die Inverse
von C der Zusammenhang C™! = I;'1(C? - [;C + 1), sodass

Is = I;Y(I; = LI + IIy) und
I =T - LI+ LI N (T - LI + L))

gelten.
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als besonders geeignet herauskristallisiert. Die Wahl der einzelnen Terme wird im Folgenden
begriindet. Zur besseren Referenzierung seien die drei Summanden des Kopplungsanteils in
der Reihenfolge gemif (6.13a) durch ¥*Kopp = 7 Kopp ¥, Kopp ¥, KoPP abgekiirzt.

Der erste Term in ¥*°PP bildet im Wesentlichen das Magnetisierungsverhalten des MRE ab.
Aus der Ableitung nach H bzw. C und anschlieendem Push-Forward folgen

il _
my PP = o171y tanh (ﬂoén/ﬂ) N sowie &) =y, ™ @h .  (6.14)

I5

Interessant ist, dass sich die effektive Magnetisierung nicht durch die fiir die Carbonyleisen-
Partikel gewihlte LANGEVIN-Funktion beschreiben lésst, sondern deutlich besser mittels der
tanh-Funktion abbildbar ist. Eine solche Abweichung von mikroskopischer und makroskopi-
scher Magnetisierungsfunktion ist ebenfalls in MUKHERJEE et al. [115] beschrieben. Der zweite
und dritte Summand ¥, Kopp ‘P;KOPP sind dafiir zusténdig, die magnetisch induzierte Aktuati-
ons-Spannung 645 sowie den Term 1/2y1 (1 - )i zu erfassen. Eine partielle Ableitung nach

C und ein anschlieflender Push-Forward ergeben

GEoPP = g7 M( 1. heh+h®c!-h)und (6.15a)
l+/l 5216

6‘K°pp = —yo ys tanh? (/1053@) i
hoh (6.15b)

- &ys(J-1) [tanh (pocsgx/i) — tanh® (;1063\/1__5)] T )
5

Der zweite Summand in (6.15b) stellt dabei einen Storanteil dar, der zu Lasten des volumetri-
schen Terms in das Modell eingebracht wird. Da fiir die betrachteten quasi-inkompressiblen
MRE allerdings J ~ 1 gilt, fallt der Einfluss vernachléssigbar klein aus. SchlieBSlich folgen aus
der Ableitung nach H und einem darauf folgenden Push-Forward

) _
P = _ZJ—ILFI h, (6.16a)
1 +ﬂ05216
) - = h
PP = =S5y (1= ) [tanh (065 VTs) — tanb? (u003VE ) | 7 und  (6.16b)
5
e _2]—1#5 R (6.16¢)
1+ /10§1]6

Eigenschaften der Sattigungsfunktionen

Um die Eigenschaften der gew#hlten Sattigungsfunktionen kurz zu diskutieren, seien diese fiir
den eindimensionalen, deformationsfreien Fall betrachtet. Die Funktionen zur Beschreibung
der Magnetisierung sind folglich durch

fi(x) = tanh(x) und f(x) = N -fxz (6.17)
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@) Magnetisierung (b) Spannung
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Abb. 6.4: Dimensionslose Sattigungsfunktionen des Makromodells: (a) Funktionen fi (x) und f2(x) zur
Beschreibung der Magnetisierung sowie (b) g1(x), g2(x) und g3(x) zur Abbildung der Span-
nungsantwort. Die Variable x in den Funktionen gemify (6.17) und (6.18) ist dquivalent zur
effektiven magnetischen Feldstirke .

gegeben, wobei die Variable x die Rolle des effektiven magnetischen Feldes h einnimmt. Ana-
log ergeben sich fir die Beschreibung der Spannungsantwort

2
g1(x) = xtanh(x), g2(x) = %xz und g3(x) = tanh?®(x) . (6.18)

Zur Veranschaulichung sind die gewahlten Sattigungsfunktionen in Abb. 6.4 dargestellt. Bei
den Funktionen (6.17) zeigt sich ein anfinglich linearer Verlauf mit einem Ubergang in den
Sattigungsbereich. Im Gegensatz dazu weisen die Funktionen (6.18) einen initial quadratischen
Verlauf auf. Ein Vergleich mit den Abbildungen 6.2 und 6.3 zeigt, dass in den gewéhlten Sitti-
gungsfunktionen die charakteristischen Verlaufe der jeweiligen Anteile enthalten sind.

Die zur Einbindung des Modells in eine FE-Umgebung notwendigen Tangentenmodule erge-
ben sich aus den Gleichungen (3.28a) — (3.28c) sowie (4.21).

6.2.3 Linearisiertes Modell

In technischen Anwendungen ist oftmals lediglich das Verhalten fiir kleine Magnetfelder, in
denen die relative Permeabilitdt fi, nahezu konstant ist, von Interesse. Im initialen Bereich
treten in der Magnetisierung lineare Terme und in den Spannungen quadratische Terme be-
ziiglich H auf. Folglich missen in der freien Energie ebenfalls Terme proportional zu |H|?
auftreten. Da die Invarianten I, Is und Iy quadratisch in H sind und in den einzelnen Sum-
manden der Energiedichten (6.13a) und (6.13b) keine Produkte verschiedener Invarianten auf-
treten, ergibt sich die Energiedichte ¥ fiir den linear-magnetischen Bereich aus einer Tay-

Lor-Reihenentwicklung beziiglich \/i mit Abbruch nach dem quadratischen Term:

— 6 -
- , v+ — 1 A .
AR )y — Ip+=- Y ——| I,. (6.19)
L N = a = = a
" T45,6=0 4 7} sz ja:o 2 azz;l aVIaaVIa Ia:()
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Aus Gleichung (6.19) folgen die freien HELMHOLTZschen Energiedichten des Kopplungsanteils
und des magnetischen Anteils fiir kleine Magnetfelder zu

‘?EEOPP = —%/10 161 I+ po y28; Is + %po }/35% (J - 1)I5 und (6.20a)
Bt =g &6 L (6.20b)

Der mechanische Anteil ¥"™¢? sowie der Freifeldanteil Q*" bleiben unverandert. Insgesamt
verringert sich die Anzahl der Modellparameter von ¥*X°PP und ¥*™2¢ damit von Acht auf Vier.
Geméfd Abb. 6.2(a), ist das vereinfachte Modell bis zu einer lokalen magnetischen Feldstarke
von ca. 250 kA m™! sinnvoll anwendbar.

6.3 Parametrisierung

Neben der Formulierung des makroskopischen Materialmodells besteht die entscheidende
Schwierigkeit im Auffinden der mechanischen, gekoppelten und magnetischen Parametersat-
ze
mech _ T Kopp _ T mag __ T
k" P= K o oa] P =[pn & o & oy 8] K™E=[0 & . (6.21)
Um eine physikalisch sinnvolle Kalibrierung vorzunehmen, soll das durch (6.12), (6.13a) und
(6.13b) gegebene Modell gewihrleisten, dass die effektive homogenisierte Magnetisierung m

sowie die totalen und mechanischen Spannungen ™" und & bestmdoglich abgebildet werden.

6.3.1 Modell-Kalibrierung

Zur Bestimmung der Parameter findet hier der schrittweise vorgehende Identifikations-Algo-
rithmus gemaf KaLina et al. [74] fiir linear-magnetische Modelle Anwendung. Dazu ist dieser
auf den Fall nichtlinear-magnetischer Modelle zu erweitern. Die besondere Anforderung be-
steht nun darin, sowohl den initialen Bereich als auch das Sattigungsverhalten zu erfassen.
Optimierungen (i.i) — (i.iii)

Im ersten Hauptschritt (i) werden die Parametersitze k™", x*°PP und x™ durch die drei
separaten Optimierungsprobleme (i.i) - (i.iii) geméaf} Tab. 6.2 bestimmt. Dabei erfolgt die Kali-
brierung des Anteils ¥*™" anhand der rein mechanischen Lastfille M1 — M3 im Schritt (i.i).
Es zeigt sich, dass fiir den betrachteten Deformationsbereich bereits N = 1 Glied im OGDEN-
Modell ausreicht, um die homogenisierten Spannungs-Dehnungs-Kurven des Verbundmateri-
als mit hoher Genauigkeit zu beschreiben, vgl. Abb. 6.5. Die bestimmten Parameter sowie der
initiale Schubmodul sind fiir die betrachteten Volumengehalte in Tab. 6.3 aufgefiihrt.

Mit Kenntnis der Parameter ™" lassen sich in den Schritten (i.ii) und (i.iii) die Anteile ¥*Xopp
und P*™%¢ anhand der gekoppelten magneto-mechanischen Lastfille MM1 — MM6 kalibrie-
ren. Dabei dienen die aus den magnetisch linearen Modellen (6.20a) und (6.20b) abgeleiteten
Nebenbedingungen CX°PP und C™3 zur akkuraten Anpassung des initialen Bereiches. In die-
sem sind insbesondere die Spannungen um ein vielfaches kleiner als in der Sattigung. Zur
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Vorgabe der Zwangsbedingungen aus Schritt (i.ii) und (i.iii) gem&f§ Tab. 6.2, ist vor der Ka-
librierung iiber den gesamten Bereich von Feldstirken — also |H| € [0,1500] kKAm™" - der
komplette Optimierungs-Algorithmus fiir |[H| < HNP durchzufithren um A, bis A4 zu ermit-
teln. Es hat sich allerdings gezeigt, dass es deutlich zu restriktiv ist, die Zwangsbedingungen
aus dem vollstandig linear-magnetischen Regime bis HN® ~ 250 kA m™! zu bestimmen, da sich

Tab. 6.2: Algorithmus zur Parameteridentifikation des makroskopischen Materialmodells auf Basis der
Fehlerquadrat-Optimierungen (i.i) — (i.iii) und (ii). Der Index i bezeichnet ein Tupel zusam-
mengehoérender Tensorfelder {F;,H;} — {b;, (_)'§°t} und N ist die Gesamtanzahl der Tupel. Im

Schritt (ii) sind 0" und w{ Wichtungsfaktoren fiir die einzelnen Fehlersummen, die sich fiir

jeden Lastfall aus den Maxima von |5]131kt| und |ray | ermitteln.

(i.i) Bestimmung der Parameter des mechanischen Teils grmech aphand der Lastfille M1 -
M3 durch

h N h h 2
K" = arg min Z H()‘meC (Fie™e) — 6‘1-H mit
i=1

Emechecmech
h .
crmeeh .= {pp,ap € R‘ (ap <=1Vap 22) Nappp) = 0} .

iii) Bestimmung der Parameter ¥*K°PP anhand von MM1 — MM6 mit ¥™¢h aus (i.i) fest-
g L
gehalten:

N
- - _ Lo 2
s Kopp — arg min Z ”(_)‘KOPP(F,',Hi,KKopp) _ [6.§0t _ (—ymech(Fi,Kmech) _ 6'frel(Fi,Hi)] ”
- xKopp gCKopp = - -

CKopp — {’CKopp € R6><1

y151 =A1 /\)/252 =A2 A }/35§ =A3} .

(i.iii) Bestimmung der restlichen Parameter des magnetischen Anteils ¥*™# anhand von
MM1 - MMé fir fixierte E*KOPP von (i.ii):

N
_ o _ _ o e 2
K€ = arg {minz )bmag(F,-,Hi,Emag) - [bl- — BX°PP(F, ;i KoPP) — bfrel(Fi,Hi)] ) } mit
i=1

Jmag

cmag . {Kmag e RZXI

Gé =A4} .

(ii) Festhalten der Parameter Em“h von (i.i) und finale Kalibrierung von ¥*Kopp 4 gmag
mit den in (i.ii) und (i.iii) ermittelten Werten von x¥°PP und x™2¢ als Startwerte:

EKopp eCKopp Emag e(Cmag

N
- - 2
{EKopp’Emag} — arg{ min min E (wlq ”(_)'Akt(Fi,HiaEmeCh,EKOpp,Emag) _ 6_;\ktH o
i=1

+ ol

o 2
i (Fy, H 1 KOPP cM28) — ﬁli| )} .
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Abb. 6.5: Angepasste mechanische Lastfalle M1 — M3 fiir ein MRE mit ¢ = 30 % Partikelvolumengehalt:
(a) uniaxialer Zug-Druck-Versuch mit freier Kontraktion in x-Richtung und (b) einfache Sche-
rung.

dann der Sattigungsbereich nicht mehr mit hinreichender Genauigkeit anpassen lasst. Besse-
re Ergebnisse lassen sich erzielen, wenn das Auftreten erster Nichtlinearitaten bereits in der
Vorbetrachtung mit erfasst wird. Als guter Wert erweist sich HN® = 500 kA m™'. Die Opti-
mierungsaufgabe ist in einem MATLAB-Code umgesetzt, wobei fiir die einzelnen Schritte die
Funktion fmincon mit einem interior-point-Verfahren angewendet wird.

Durch Anwendung der beschriebenen Prozedur ist es moglich, sowohl den totalen Span-
nungstensor 6'°' = g™t 4 KPP 4 g1l a5 auch die Magnetisierung /i mit hoher Genau-
igkeit durch das Makromodell abzubilden. Allerdings tritt an dieser Stelle eine entscheidende
Schwierigkeit auf: Da der in Schritt (i.ii) angepasste Kopplungsanteil und die Aktuationsspan-
nungen nach Abb. 6.3 mehr als eine GroBenordnung voneinander abweichen, lasst sich 62kt
- und folglich auch & = ™" + 2 — im Allgemeinen nicht mit entsprechender Prazision

abbilden.
Optimierungsschritt (ii)

Demnach erfolgt in einem zweiten und finalen Schritt (ii) durch simultane Anpassung der

GroBen 6% und m die Feinabstimmung von x%°PP und x™%. Um gleichermafien Magnetisie-

Tab. 6.3: Initialer Schubmodul G sowie identifizierte mechanische Parameter des makroskopischen OG-
DEN-Modells gemiaf Gleichung (6.12) fiir die analysierten Partikelvolumengehalte ¢.

#/% G/kPa K/MPa pi/kPa  a;/-

10 31,65 1,39 -7,99 -7,92
15 35,63 1,48 -7,92 -8,99
20 40,62 1,57 =779 —10,42
25 46,63 1,67 -7,99 -11,67
30 54,21 1,80 -8,33 —13,01
35 64,04 1,93 -8,70 —14,72
40 78,24 2,08 —-9,48 —16,51
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Abb. 6.6: Angepasste magneto-mechanische Lastfalle fiir ein MRE mit ¢ = 30 % Partikelvolumengehalt:
Magnetisierung, Totalspannung und mechanische Spannung der Lastfélle (a) MM4 und (b)
MMé.

rung und Spannung anzupassen, erfolgt eine Skalierung der einzelnen Fehlerquadrat-Summen
durch die Wichtungsfaktoren }" und w7, die als das Inverse des maximalen Wertes der Ko-

ordinaten |5',’:lkt| bzw. |y | fur jeden Lastfall bestimmt werden. Der Schritt (ii) gew#hrleistet

folglich mit Kenntnis von x™°" aus (i.i) eine Optimierung bzgl. & und i und fithrt somit

ebenfalls auf eine akkurate Beschreibung der Totalspannung:

_ 1 .
o't = g™ 4+ ¢ 4 ym @ h + > Ho (- )i+ ol . (6.22)

Die in den Schritten (i.ii) — (i.iii) ermittelten Parameter dienen als Startwerte des stark nicht-
linearen Optimierungsproblems. Exemplarisch sind die angepassten Kurven von Magnetisie-
rung, Totalspannung und mechanischer Spannung der Lastfille MM4 und MM fiir ein MRE
mit ¢ = 30 % Partikelvolumengehalt in Abb. 6.6 dargestellt. Fir diese Lastfille zeigt sich, dass
mit dem entwickelten Modell in Verbindung mit dem Algorithmus geméafl Tab. 6.2 eine sehr
gute Wiedergabe der homogenisierten Materialantwort moglich ist. Die bestimmten Materi-
alparameter sind in Tab. 6.4 fiir die untersuchten Volumengehalte zu finden.

6.3.2 Fehlerbetrachtung und Modell-Validierung

Im Anschluss an die zuvor beschriebene Parametrisierung des makroskopischen Materialmo-
dells sind die erzielten Ergebnisse nun hinsichtlich der erreichten Genauigkeit zu bewerten.
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6.3 Parametrisierung

Tab. 6.4: Identifizierte Parameter von Kopplungsanteil und magnetischem Anteil des makroskopischen
Modells gemafd der Gleichungen (6.13a) und (6.13b) fiir die analysierten Partikelvolumengehal-

te .

/% yi/T 8/T7! y2/T? 5/ T2 y3/T? 8/T7! LT &/T7?
10 0,11 2,05 1,55-1073 7,25 3,86 - 1073 2,09 2,00 - 1073 6,34
15 0,16 2,34 3,52 1073 8,23 8,26 - 1073 2,22 4,67 -1073 6,57
20 0,21 2,46  4,56-1073 7,77 1,40 - 1072 2,26 6,74 - 1073 6,65
25 0,27 2,53 6,48 - 1073 6,39 2,17 - 1072 2,27 1,02 - 1072 5,48
30 0,33 2,65 7,32-1073 6,76 2,97 - 1072 2,40 1,30 - 1072 5,77
35 0,38 2,82 6,92 - 1073 7,63  3,83-1072 2,48 1,56 - 1072 6,41
40 043 2,99  6,63-1073 914  4,92-1072 2,65 1,83 - 1072 6,89

Weiterhin ist zu priifen, inwiefern die nicht angepassten Validierungs-Lastfille ebenfalls mit
ausreichender Giite durch das Modell nachgebildet werden.

Fehlerbetrachtung

Um die Qualitat des Makromodells zu bewerten, sollen erneut die Magnetisierung sowie die

totale und mechanische Spannung betrachtet werden. Ein gutes Maf} zur Quantifizierung stel-

len dabei die relativen Fehler
m . Im(FiH;) — i

el ——————— €
! |rm; | ’

?tor _ ”th(Fi’_I'Ii) -6l und € = ||6-(Fi>1'{i) - 0| (6.23)

[Tl llo:l]
der Eukripischen Norm bzw. der FRoBENIUS-Norm nach Gleichung (A.7) dar [74]. Die einge-
fihrten Fehlermafle der angepassten Lastfalle MM1 — MM6 sind in Abb. 6.7 fiir ein MRE mit
¢ = 30 % Partikelvolumengehalt iiber |h| aufgetragen. Wie bereits den Diagrammen aus Abb.
6.6(a) und (b) zu entnehmen ist, stellen sich sowohl fiir die Magnetisierung als auch fiir die
Totalspannung sehr geringe relative Abweichungen der durch das Makromodell prognosti-

(a) c
Magnetisierung Totalspannung Mechanische Spannung
3Fg 2,0 3 20
. L3 Lo
X 2 w 13 w BT gﬂ"gﬂo
= = o : ok
=] 710 =10
E@ 1k S %
“ o5t 5
ol ’ I I 0.0 L I i P ol oo '°
0 500 1000 1500 0 500 1000 1500 0 500 1000 1500
|h| / kKAm™ |h| / kAm™ |h| / kAm™
--o-- Kalibrierungs-Lastfalle MM1 - MM6 --x- Validierungs-Lastfalle MM7 - MM10

Abb. 6.7: Relative Fehler des kalibrierten Makromodells fiir ein MRE mit ¢ = 30 % Partikelvolumenge-
halt: (a) - (c) FehlermaBe €/, 7" und €7 gemif Gleichung (6.23).
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6 Makroskopische Materialmodellierung

zierten Materialantwort beziiglich der homogenisierten Grofien ein. Dabei treten die grofiten
Fehler von 2 % bzw. 3 % im Initialbereich auf und sinken in der Sattigung auf Werte von unter
1%. Der lokale Anstieg der Fehler ab ca. 200 kA m™! folgt aus dem Einsetzen der Nichtlineari-
tat in der effektiven Magnetisierungskurve.

Im Gegensatz zu m und 6" zeigen sich fiir die mechanische Spannung & deutlich grofie-
re Fehler. Aufgrund der in Abschnitt 5.1.1 diskutierten stark ausgepragten Sensitivitat dieser
Grofle beziiglich kleinster Anderungen in der Mikrostruktur ist dieses Verhalten naheliegend.
Dennoch liegen die Fehler fiir vier der sechs Kalibrierungs-Lastfélle iber den gesamten Be-
reich unter 10 %. Lediglich beim Lastfall MM2 treten im Initialbereich 20 % Fehler auf. Fiir
den Sittigungsbereich zeigt MM2 mit 15,4 % ebenfalls den grofiten Fehler der herangezogenen
Lastfalle.

Validierung

Um das Modell zu validieren, sind neben MM1 — MM6 auch die Modell-Vorhersagen fiir die
Lastfdlle MM7 — MM10 mit der homogenisierten Materialantwort zu vergleichen. Die relati-
ven Fehlermafle gemafl Gleichung (6.23) sind fiir ein MRE mit ¢ = 30 % ebenfalls in Abb. 6.7
aufgetragen. Dabei zeigt sich, dass die Abweichung der nicht zur Parametrisierung verwen-
deten Lastfalle in einem &hnlichen Bereich wie die zuvor betrachteten Kalibrierungs-Lastfalle
liegen. Exemplarisch sind die Kurven von 1, 6*°* und & fiir MM7 in Abb. 6.8 dargestellt. Da-
bei stellt sich im Sattigungsbereich eine Abweichung der Spannungen 61; und &2, ein, die zu
einem maximalen Fehler von ca. 12,5 % fiithrt. Die vorgestellte Analyse belegt somit die Pra-
diktivitdt des makroskopischen Materialmodells. Es sei jedoch darauf hingewiesen, dass der
Giiltigkeitsbereich des Modells auf die in Tab. 6.1 aufgefithrten Maxima der Lastmoden Fjx
sowie |H| beschrinkt ist.

In Anbetracht der stark nichtlinearen elastischen bzw. magnetischen Charakteristika von Par-
tikeln und Matrix sowie den komplexen mikrostrukturellen Wechselwirkungen ist die Appro-
ximation des Makromodells als insgesamt sehr gut zu bewerten. Fiir die restlichen analysierten
Volumengehalte liegen die relativen Fehler in einem &hnlichen Bereich. Die entsprechenden

Magnetisierung Totalspannung Mechanische Spannung
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&
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#
/
I
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;
X 09, 1S} Qg' 00
" 609
;f -1F ”Vo%% -15F Qg Q0007
0tk i I f | | fo | | | opo
0 500 1000 1500 0 500 1000 1500 0 500 1000 1500
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x ﬁl] "_’lz o 5'11 5'12 < 6'21 14 6’22 ----Modell

Abb. 6.8: Homogenisierte Magnetisierung, Totalspannung und mechanische Spannung sowie Vorher-
sage des kalibrierten Modells fiir den magneto-mechanischen Validierungs-Lastfall MM7. Der
Volumengehalt des MRE betrégt ¢ = 30 %.

96



6.3 Parametrisierung

() ¢=30% (b) |H| = 1500 kAm™
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Abb. 6.9: Vergleich des simulierten MR-Effektes statistisch-periodischer Zellen mit der Vorhersage des
kalibrierten Makromodells (6.12) — (6.13b): (a) Abhédngigkeit von der Feldstarke fiir ¢ = 30 %
und (b) Effekt iiber dem Volumengehalt fiir |[H| = 1500 kAm ™!,

Kurven fir MM1 - MM10 sind in Anhang C zu finden.

Zuletzt soll auch noch eine Bewertung des durch das Makromodell vorhergesagten MR-Ef-
fektes, also der magnetisch induzierten Steifigkeitsdnderung, erfolgen. Dazu wird das in Ab-
schnitt 5.1.2 beschriebene Vorgehen angewendet, sodass der Effekt fiir die Schubkomponenten
Gi212 und Ga112 durch Nachfahren der Lastfolge (5.7) und (5.8) ermittelbar ist. Eine Bewertung
erfolgt durch Vergleich mit den Resultaten der numerischen Homogenisierung geméafy Abb.
5.7. Die in Abb. 6.9(a) dargestellten Ergebnisse fiir ¢ = 30 % zeigen, dass der MR-Effekt fiir
kleine Feldstirken bis ca. |[H| = 300kAm™" sehr gut getroffen wird. In der Sattigung unter-
schatzt das makroskopische Modell den Effekt fiir beide Schubsteifigkeit-Komponenten al-
lerdings um ca. 10 %. Die auftretende Differenz (AGiz12 — AGZHZ)GO_ ! der relativen Steifig-
keitsanderungen wird aber trotz der Abweichung der einzelnen Anteile gut wiedergegeben.
Fiir |H| = 1500 kA m™" stimmt die relative Steifigkeitsinderung der fiir die Volumengehalte
¢ = {10, 15, 20, 25, 30, 35, 40} % kalibrierten Modelle bis 25 % sehr gut mit den Daten aus
der Homogenisierung iiberein und féllt dann ab 30 % ab. Obwohl der MR-Effekt nicht explizit
in die Modell-Kalibrierung eingeflossen ist, wird dieser also bis ca. 25 % sehr gut vorausge-
sagt. Um bessere Ergebnisse fiir diesen Effekt zu erzielen, miisste folglich eine Anpassung des
Parametrisierungs-Prozesses stattfinden. Da es sich bei dem MR-Effekt um eine magnetisch
induzierte Steifigkeitsinderung handelt, ist dazu nicht nur die Modell-Kalibrierung anhand
der Spannungen, sondern auch der entsprechenden abgeleiteten Gréflen notwendig. Der zu-
sitzliche Aufwand ist demnach als betréchtlich einzustufen.
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7 Simulation makroskopischer Proben

Im Folgenden kommt das im vorherigen Kapitel 6 entwickelte Makromodell zur Simulation
makroskopischer MRE-Proben zum Einsatz. Dabei wird der Einfluss mikrostruktureller Effek-
te implizit durch das mittels der homogenisierten Materialantwort stochastischer RVE kali-
brierte Modell gemaf der Gleichungen (6.12), (6.13a) und (6.13b) erfasst. Da die explizite Si-
mulation des zugrunde liegenden RVE an jedem makroskopischen Quadraturpunkt dadurch
vermieden wird, ist das gewahlte Vorgehen im Vergleich zur numerisch deutlich aufwandi-
geren FE2-Methode [80, 81, 136, 175] besonders effizient. Sind neben den makroskopischen
Feldgrofien die Feldverteilungen innerhalb der Mikrostruktur von Interesse, so kann eine Lo-
kalisierung durchgefiihrt werden.

Betrachtet werden der MS-Effekt, also die freie Deformation infolge eines externen magneti-
schen Feldes, sowie der MR-Effekt, also die magnetisch induzierte Steifigkeitsdnderung eines
MRE. Um die Situation in einem homogenen magnetischen Fernfeld o™ betrachten zu kénnen,
wird die MRE-Probe innerhalb der FE-Simulationen in eine nicht-magnetisierbare Umgebung
- dem Vakuumbereich F - eingebettet, vgl. Abschnitt 2.2.3. Dabei sind die Gebietsabmessun-
gen &7 x #7 so gewahlt, dass #7 = 1577 gilt, wobei #7 die grofite Abmessung der MRE-Probe
bezeichnet. Somit ist gewéhrleistet, dass der Proben-Randeinfluss vernachléssigbar klein ist
[140]. Zur Bestimmung des Verschiebungsfeldes @(X,t) fiir alle X € F, werden die mechani-
schen Eigenschaften durch das neo-Hooke-Modell

(_ﬁzv(j2 “InJ?-1) (7.1)

1. . )
W::E G, -Inj?>-3)+

1

mit G = 30 Paund ¥ = 0,4 angenihert. Da der initiale Schubmodul des MRE mit der geringsten
Steifigkeit nach Tab. 6.3 bei ca. 32 kPa liegt, 14sst sich so ein vernachldssigbarer mechanischer
Einfluss auf das Verhalten der Proben gewihrleisten.

7.1 Magnetostriktiver Effekt

Als erster wesentlicher Effekt wird die magnetisch induzierbare Dehnung von MRE unter-
sucht, sodass fiir den vorzugebenden mechanischen Spannungsvektor

P =0auf 9B, (7.2)

gilt, s. Gleichung (2.69). Da im Folgenden lediglich beziiglich der ;- und %,-Achse symmetri-
sche Probengeometrien von Interesse sind und das externe Feld A” ebenfalls in &;-Richtung
orientiert ist, lasst sich der Simulationsaufwand reduzieren. Durch Ausnutzen der Symmetrien
innerhalb der Anordnung reicht es aus, ein Viertel des Gebietes zu betrachten. Das Viertel-
Modell mit entsprechenden RB ist in Abb. 7.1(a) schematisch dargestellt. Die vernetzte Geo-
metrie ist in Abb. 7.1(b) zu finden. Um die Sprungbedingungen der relevanten magnetischen
und mechanischen Feldgrofien moglichst genau abzubilden, ist die Vernetzung an der Materi-
algrenze a13 stark verfeinert.
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Abb. 7.1: Makroskopische FE-Simulation des MS-Effektes: (a) Viertel-Modell des MRE By in Vakuum F
mit Randbedingungen sowie (b) vernetzte Geometrie bestehend aus 4686 Dreiecks-Elementen
mit quadratischen Ansatzfunktionen.

7.1.1 Analyse von Kreis- und Quadratgeometrie

Von Interesse ist nun die magnetisch induzierte Gesamtdehnung von MRE-Proben in Abhéin-
gigkeit der angelegten Feldstiarke. Exemplarisch seien an erster Stelle eine kreisférmige sowie
eine quadratische MRE-Probe mit einem Volumengehalt von jeweils ¢ = 30 % analysiert. Die
Langen der Proben betragen dabei 2 cm. Um bei der quadratischen Geometrie an den Ecken
auftretende Singularitdten zu vermeiden, sind diese mit einem Radius von 0,05 cm abgerundet.

Gesamtdehnung der Proben

Da die magnetisch induzierten Deformationsfelder innherhalb der Probe in jedem Fall stark
inhomogen sind [74], ist es zweckmafig, die resultierende magnetostriktive Dehnung

Aa a-a

g (7.3)

ag 7

in Richtung des dufleren Feldes auszuwerten, wobei Aa = a—a, die Lingenénderung der Probe
kennzeichnet. Die Definition von Ag fiir beide Klassen von Probengeometrien ist anhand der
verformten Konfigurationen in Abb. 7.2(a) und (b) dargestellt.
Von Interesse ist nun der Verlauf von & in Abhéngigkeit von |h”™|. Dieser ist in Abb. 7.2(c)
bis zu einer maximalen Feldstirke von 1500 kA m™" fiir beide Proben aufgetragen. Sowohl fiir
rechteckige als auch fiir kreisférmige MRE stellt sich eine Verldngerung in Feldrichtung ein.
Dabei zeigt sich der fiir MRE charakteristische Verlauf mit einem quadratischen Initialbereich
und daran anschliefendem Abflachen infolge von Sattigungseffekten. Der simulierte Effekt
stimmt qualitativ mit den experimentellen Ergebnissen aus Guan etal. [51], HAN etal. [55],
POSSINGER [133], SAVELIEV etal. [141] oder STEPANOV etal. [157] Giberein, die fiir sphérische
und zylindrische Proben aus isotropem Material ebenfalls eine Verlangerung in Feldrichtung
aufzeigen.
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Abb. 7.2: MS-Effekt kreisformiger und quadratischer MRE-Proben: (a) und (b) unverformte und verform-
te Proben sowie (c) induzierte Dehnung ¢ in Abhangigkeit der angelegten Feldstarke.

Aus mikroskopischer Sicht lasst sich dieser Effekt durch die magnetisch getriebene Bildung
von Partikelketten innerhalb der stochastischen Mikrostruktur erklaren. Dabei kommt es zur
Bewegung von Partikeln in Liicken zwischen benachbarten Einschliissen, die schliefilich zur
Verdriangung der quasi-inkompressiblen Matrix und folglich zu einer Verlangerung in Feld-
richtung fihrt [75, 104]. Es zeigt sich allerdings eine deutlich ausgepriagte Abhéngigkeit von
der Probengeometrie, die im Folgenden genauer analysiert werden soll.

Lokale Felder in den Proben

Die magnetisch induzierbare Gesamtdeformation einer MRE-Probe hingt gemafi Abb. 7.2(c)
neben mikrostrukturellen Effekten von der makroskopischen Geometrie ab. So lasst sich bei
gleicher Materialzusammensetzung fiir die kreisférmige Probe ein deutlich grofierer MS-Effekt
erzielen. Dieses Verhalten resultiert im Wesentlichen aus der Verteilung makroskopischer
Feldgrofien innerhalb der MRE-Proben und den entsprechenden Spriingen der Felder auf 5.
Anhand der beiden Proben folgt nun ein Vergleich der einzelnen Aspekte, wobei exemplarisch
die Zustiande fiir ein Fernfeld in %;-Richtung mit |A”| = 1500 kA m™" analysiert werden.

Magnetische FeldgroBen

Die magnetischen Felder, also b, h und m, wirken sich iiber die ponderomotorischen Kopp-
lungsterme gemaf Gleichung (2.26) auf die auftretenden Spannungen und somit auch auf die
Deformationen innerhalb der MRE aus. Bei Betrachtung des Betrages der lokalen magneti-
schen Induktion b ist nach Abb. 7.3(a) eine nahezu homogene Feldverteilung fiir die kreis-
formige Probe zu erkennen. Im Vergleich dazu zeigt sich fiir die quadratische Geometrie eine
deutlich ausgeprigte inhomogene Verteilung, wobei sich an der Ober- und Unterseite der Pro-
be stirkere Induktionsfelder als in der Mitte sowie links und rechts einstellen. Das Maximum
des Betrags |b| liegt in den Eckbereichen vor, wo auch der gréfte Gradient Vb auftritt, s. Ver-
groflerung in Abb. 7.3(a)

Da sich beide Proben fiir das angelegte Fernfeld nahezu im Séttigungszustand befinden, tritt
eine anndhernd homogene Magnetisierung m mit einer Schwankung von ca. 1 % um den mitt-
leren Wert von || = 243kAm™" auf. Die schwachen Inhomogenititen lassen sich darauf
zuriickfithren, dass die Sittigungsmagnetisierung M® nicht vollstindig erreicht ist. Da bei der
Kreis-Geometrie an der Ober- und Unterseite geringere Deformationen als links und rechts
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b
@ Magnetische Induktion ®) Magnetisierung

Abb. 7.3: Verteilung magnetischer Felder in kreisférmigen und quadratischen MRE-Proben bei Striktion:
(a) Betrag der magnetischen Induktion b und (b) Betrag der Magnetisierung m fiir ein Fernfeld
von |h*| = 1500 kAm™! in %;-Richtung,

sowie im Zentrum auftreten, ist dort die Auspragung der stirksten Magnetisierung gemaf3 der
Untersuchung in Abb. 6.2(a) plausibel. Bei der Rechteck-Geometrie ist das Maximum dagegen
im Wesentlichen auf den betragsmifig gréfiten Wert von |b| und somit auch |h| zuriickzufiih-
ren. Es sei abschliefBend darauf hingewiesen, dass sich aus der Anwendung des Makromodells
innerhalb der Simulation auch in den magnetischen Gréfien gewisse Fehler ergeben kénnen,
s. Abb. 6.7(a).

Auftretende Spannungen

Entscheidend fiir die resultierende magnetostriktive Dehnung ¢ sind neben der Mikrostruktur
die sich einstellenden mechanischen Spannungen innerhalb der MRE-Proben. Dabei muss &
die Gleichgewichtsbeziehungen (2.38b) erfiillen, die sich fiir verschwindende Steifigkeit des
umgebenden Vakuumbereiches und mittels (2.26); durch

V-6+(Vh)-m=0YXeB und a-6=*"VXeaB. (7.4)
| —
:fpon

ausdriicken lassen. Hier bezeichnet £ den ponderomotorischen Spannungsvektor, welcher
aus der Sprungbedingung (2.69); mit p = 0 folgt. Ausgedriickt durch Tensorgroen der Mo-
mentankonfiguration ist diese als 71 - [6'°']] = 0 VX € 9B gegeben. Mit der Zerlegung der
Totalspannung 6'°' := & + 6P°" und fiir & = 0 im umgebenden Vakuum folgt

" =q-[6P"] =h-G. (7.5)
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Sind Magnetisierung m und magnetische Feldstirke h an der Oberfliche 953 eines Korpers
mit isotropen Eigenschaften bekannt, ldsst sich Gleichung (7.5) analytisch auswerten. Nach
einigen Umformungen! ergibt sich der Ausdruck

ron = %(ﬁzi — |m>)Aamit m, =rm-n. (7.6)

Da fir den Anteil der Magnetisierung in Normalenrichtung m, < |m| gilt, wirkt also ge-
mif3 Gleichung (7.6) auf o83 ein ponderomotorischer Spannungsvektor entgegensetzt zu .
Aus Gleichung (7.4) geht nun hervor, dass die Deformation der Proben durch die auftretenden
Lastterme f*°" und #P°" beeinflusst wird, wobei sich fiir die ponderomotorische Kraftdichte
kein allgemeingiiltiger Ausdruck gewinnen lésst. Um ein gewisses Versténdnis fiir die auftre-
tenden Phianomene zu erlangen, soll im Folgenden eine Analyse der vektorwertigen Gréf3en
unter vereinfachenden Annahmen erfolgen.

Unter Vernachléssigung der Verformung des kreisférmigen MRE folgt der ponderomotorische
Spannungsvektor fiir eine homogene Verteilung von m in x;-Richtung zu

spon| _ Mo, 2., . |cosa
[t, ] = Bl (cosa = 1) [sina] Va € [0,27] (7.7)

und ist in Abb. 7.4(a) aufgetragen. Infolge der Proben-Magnetisierung stellt sich somit ein
radialer Spannungsvektor in Richtung der Kreismitte ein. Dabei liegt der gro3te Betrag des
Vektors an der Ober- und Unterseite, also bei a = % % } Da fiir den betrachteten Kreis auch
h und b innerhalb von B homogen sind, gilt weiterhin f**" = (Vb) - i = 0 VX € B. Es sei an
dieser Stelle allerdings darauf hingewiesen, dass sich die Auspragungen von on sowie oo
infolge der magnetisch induzierten Verformung des MRE leicht é&ndern werden.

Fiir die Rechteck-Probe sind die vorangestellten Untersuchungen aufgrund der im Allgemei-
nen inhomogenen magnetischen Felder nicht ohne weiteres moglich. Geméafy Abb. 7.3(b) stellt
sich aber nahe der Séttigung ein anndhernd homogenes m-Feld in %;-Richtung ein. Wird nun

IBetrachtet wird ein magnetisierbarer Kérper B~ innerhalb eines nicht-magnetisierbaren Mediums B*. Fiir den
Korper sowie die Tensorgréfien gelten die vereinfachenden Annahmen zweidimensionaler Problemstellungen gemaf§
Abschnitt 3.1. Die Felder b, A und m™~ auf der Minus-Seite der Oberfliche 913 seien nun als bekannt angenommen.
Verhalt sich der Korper aulerdem isotrop, zeigen alle Felder in die gleiche Richtung. Mit einer Aufteilung der magne-
tischen Gréfen in Normal- und Tangentialanteil gemafl A~ = flﬁe” +hle, mith; =h™ -e, und ﬁﬁ =h -(e3xey)
folgt aus den Sprungbedingungen (2.15a); und (2.15b),

B =hiej+ (L +ml)e.

fiir das Feld auf der Plus-Seite der Oberfliache. Dabei gelten zwischen den eingefiihrten Einheitsvektoren und dem
Normalenvektor 2 auf 913 die Beziehungen e, - 2 = 1 und e| - i = 0. Da nun die magnetischen Felder auf der Minus-
und Plus-Seite der Sprungfliche bekannt sind, ist der Sprung # - [ 6P°"]| des ponderomotorischen Spannungstensors
direkt auswertbar und ergibt sich zu
_ ooz 1 ;o7
n- ﬂyom ®h+ 5/10|m| i+ p (h®h—

1 -
E|h|zi)ﬂ= St~ ).
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Abb. 7.4: Spannungszustinde bei Magnetostriktion von MRE-Proben: (a) analytisch berechneter ponde-
romotorischer Spannungsvektor Po" an einem homogen magnetisierten Kreiskorper gemaf3
Gleichung (7.7), (b) idealisierter Spannungsvektor Pon ynd schematisierte Richtungen der pon-
deromotorischen Kraftdichten eP°? := fP°"| fP°|=1 an einem als homogen magnetisiert ange-
nommenen Rechteckkorper sowie (c) und (d) simulierte Feldverteilungen des mechanischen
Anteils der CAucHY-Spannung & fiir ein Fernfeld von |A™| = 1500 kA m™".

ein rechteckiges MRE betrachtet, das vollstindig gesattigt ist, und werden die Abweichungen
der Feldrichtung infolge der Ecken vernachléssigt, ergibt sich

0 auf der linken und rechten Seite
tPon = —B|m|%e, auf der Oberseite . (7.8)

B |m|%e, auf der Unterseite

Infolge der Proben-Magnetisierung muss sich somit an Ober- und Unterseite eine Druckspan-
nung proportional zum Quadrat von |m| einstellen, vgl. Abb. 7.4(b). Im Gegensatz zur Kreis-
Geometrie ergibt sich aber beim Viereck keine homogene Verteilung von b und h, was Abb.
7.3(a) folgend auch fiir den gesittigten Zustand gilt. Daraus folgt, dass neben tP°" auch der
Lastterm f*°" auftreten muss, der sich unter den zuvor getroffenen Annahmen des Magnetisie-
rungs-Zustandes zu f?mn = 1M,0y,b; ergibt. Aus einem qualitativen Vergleich mit Abb. 7.3(a)
sowie den vorhandenen Symmetrien lassen sich damit in erster Naherung die in Abb. 7.4(b)
schematisch dargestellten Richtungen des Volumenlastterms feststellen. Werden die Resultie-
renden von f°" und £P° fiir Ober- bzw. Unterseite der Probe getrennt betrachtet, wirken die
magnetisch induzierten Lastterme also entgegensetzt zueinander. Der grofite Betrag des Gra-
diententerms Vb, und damit auch von fp °% ist direkt an den Ecken zu erwarten.

Mit den durchgefithrten Betrachtungen lassen sich nun die simulierten Spannungszustan-
de in beiden Proben plausibilisieren. Dabei ist zu beachten, dass in den durchgefithrten FE-
Simulationen keine der angemerkten Vereinfachungen zu treffen sind. Fiir die kreisférmige
Probe ist ¢ in Abb. 7.4(c) aufgetragen. An der Ober- und Unterseite tritt dabei in einem klei-
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7 Simulation makroskopischer Proben

nen Bereich eine Druckspannung in ¥;-Richtung auf, die aus dem horizontalen Anteil e, - fpon
resultiert. Insgesamt zeigt sich, dass der auf 9B wirkende Spannungsvektor zu einem magne-
tisch induzierten Druckspannungszustand senkrecht zum angelegten Feld A fiihrt. Fiir die
Rechteck-Geometrie sind die simulierten Spannungen in Abb. 7.4(d) dargestellt. Auch hier
stellen sich infolge von gpon Druckspannungen in %;-Richtung ein. Diese sind an der Ober-
und Unterseite maximal und fallen zur Mitte sowie zum linken bzw. rechten Rand hin deut-
lich ab. Das beschriebene Abklingen der Spannungen lésst sich durch das Auftreten der fpon
entgegenwirkenden Volumenlast f*°" begriinden. Zu bemerken ist auerdem, dass durch den
starken Gradienten des b-Feldes im Eckbereich bereits direkt unter bzw. iiber den Ecken ein
nahezu vollstindiger Abbau der Druckspannungen vollzogen ist, s. vergrofierter Bereich in
Abb. 7.4(d).

Infolge des quasi-inkompressiblen Verhaltens ergibt sich also aus dem Druckspannungs-Zu-
stands in X,-Richtung fiir beide Proben eine Verldngerung in Feldrichtung. Dabei lasst sich die
starkere Auspragung des MS-Effektes fiir die Kreis-Probe im Wesentlichen mittels des rdum-
lich deutlich ausgepriagteren Druckbereiches begriinden. Der beschriebene rein makrosko-
pisch getriebene Effekt tiberlagert sich mit der mikrostrukturellen Partikelwechselwirkung,
die je nach Partikelverteilung zu einer Verldngerung oder Verkiirzung in Feldrichtung fiihrt
[75, 105]. Beispielsweise neigen im Gegensatz zu stochastischen Anordnungen die in Abb.
5.6(b) und (d) dargestellten kubischen Mikrostrukturen und idealen Ketten zu einer Kontrakti-
on [75,105]. Insgesamt ist so durchaus eine Verkiirzung von MRE-Proben in Feldrichtung még-
lich. Dieses Verhalten bestitigen FE2-Simulationen aus Kerp & RAMBAUSEK [81] oder RAMBAU-
SEK etal. [136] fur kubische Anordnungen. Experimentelle Untersuchungen mechanisch vor-
gespannter MRE-Proben mit kettenartiger Mikrostruktur aus DANAs et al. [25] belegen eben-
falls die Moglichkeit einer Kontraktion in Feldrichtung. Insbesondere anhand der Rechteck-
Geometrie wird nun klar, dass die Erfassung der Vielzahl von nichtlinearen makroskopischen
und mikroskopischen Effekten eine Simulation der Problemstellung zwingend erfordert.

Lokale Deformationen

Abschlieflend soll nach der Auswertung von magnetischen Feldern sowie der mechanischen
Spannung die Bewertung der lokalen Deformationen erfolgen. Fiir das quadratische MRE ist
das Deformationsmaf} C in Abb. 7.5(a) iiber der Probengeometrie dargestellt. Die hochsten De-
formationen treten im Eckbereich der Probe auf, wobei sich fiir einen Abrundungsradius von
7 — 0 eine Singularitit ergeben wiirde. Das Auftreten der maximalen Deformation C;; unmit-
telbar in den Eckbereichen bedingt, dass sich diese stirker als die restliche Probe nach auflen
bewegen. Da die Druckspannungen im oberen und unteren Probenbereich maximal sind, ist
dieses Verhalten plausibel.

Im Gegensatz zur quadratischen Probe weist das kreisféormige MRE keine stark lokalisier-
te Konzentration der maximalen Zug- und Druckbereiche auf. Infolge des makroskopischen
Spannungsfeldes und der Uberlagerung mit mikrostrukturellen Effekten stellen sich allerdings
stark inhomogene Deformationsfelder innerhalb der Probe ein, vgl. Abb. 7.3(b). Interessant ist
dabei, dass sich im Zentrum des MRE eine Zugdeformation und am Probenrand eine Druckde-
formation in Feldrichtung ergeben. Im Vergleich zur quadratischen Geometrie ist insbesondere
der maximale Wert von Ci; deutlich gréBer und erstreckt sich {iber einen weiten Bereich des
Probeninneren.
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C_‘12
I 1,07 l 0,05
|0,89 I —0,05
I 1,09 l 0,01
I0,82 I —-0,02

Abb. 7.5: Feldverteilung der Koordinaten des Rechts-CAaucHY-GREEN-Deformationstensors C in MRE-
Proben fiir Striktion bei |A™| = 1500 kAm™!: (a) quadratische Probe und (b) kreisférmige
Probe.

7.1.2 Einfluss von Seitenverhiltnis und Partikelvolumengehalt

Im Anschluss an die vorangestellte Analyse kreisformiger und quadratischer MRE-Proben mit
¢ = 30 % Partikelvolumengehalt soll nun die Untersuchung verschiedener Einflussfaktoren auf
den MS-Effekt vorgenommen werden. Dabei seien die betrachteten Geometrien auf rechtecki-
ge und elliptische Proben beschréinkt.

Variation der Seitenverhaltnisse

Von Interesse ist zuerst, bei welchem Seitenverhiltnis dy/b, sich fiir die elliptische sowie
rechteckige Geometrie der maximale MS-Effekt gemifl Gleichung (7.3) erzielen ldsst. Dabei
sei der Volumengehalt erneut auf 30 % festgelegt. In der folgenden Studie wird das Verhalt-
nis der Linge @, in Feldrichtung zur Breite by quer dazu zwischen den Werten 1/4 und 4

variiert, wobei fiir die Rechteck-Geometrien a,/ by = %, %, %, %, %, %, %} und fiir die Ellipsen
do/by = {%, %, %, cee %, %, %, cee §} gelten soll. Die Abmessungen sind gemaf3 max{aj, 50} =

2 cm definiert. Um bei der Rechteck-Geometrie an den Ecken auftretende Singularititen zu
vermeiden, sind diese wie bereits beim Quadrat mit einem Radius von 0,05 cm abgerundet.

Fiir den linear-magnetischen Bereich ist die Dehnung & rechteckiger Proben iiber dy/by ex-
emplarisch fiir ein externes Feld von [h™| = 300kAm™" in Abb. 7.6(a) aufgetragen. Ausge-
hend von dy/by = 4 ergibt sich mit sinkendem Seitenverhaltnis der Proben in Feldrichtung
ein deutlicher Anstieg von &, der allerdings ab d,/by < 3/4 nicht mehr stark anwichst und
dann bei @y /by noch einmal leicht abfallt. Im nichtlinear-magnetischen Bereich zeigt sich fiir
die Rechteck-Geometrien im Wesentlichen ein dhnlicher Verlauf, vgl. Abb. 7.6(b). Bei der vor-
gestellten Untersuchung ist zu beachten, dass sich die Dehnung & gemafl der Definition in

Abb. 7.2(a) aus der Verschiebung der Eckbereiche ergibt. Wie in Abb. 7.7(a) dargestellt, sind
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|h”] = 300kAm™ (b) |h”] = 1500kAm™ © Elliptische Proben
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Abb. 7.6: MS-Effekt elliptischer und rechteckiger MRE-Proben mit verschiedenen Seitenverhéltnis-
sen: (a) und (b) induzierte Dehnung fiir den linear- und nichtlinear magnetischen Be-
reich sowie (c) Verhalten elliptischer Proben fiir steigende magnetische Feldstirken von
|R™| = {300, 450, - - -, 1500} KAm™.

die absoluten Verschiebungen der Ecken ebenso wie die auftretenden Deformationen Ck (k) in
Feldrichtung fiir die Seitenverhltnisse ahnlich. Die groiere Dehnung fiir a@y/by = 1/4 resul-
tiert also im Wesentlichen aus dem Bezug auf die kleinere Ausgangsldnge in Feldrichtung. Es
zeigt sich weiterhin, dass fiir die beiden dargestellten Seitenverhéltnisse der zentrale Proben-
bereich nahezu undeformiert bleibt.

Verglichen mit den rechteckigen MRE lassen sich mit elliptischen Geometrien generell deut-
lich groBBere Effekte erzielen. Dabei stellt sich fiir |h”| = 300 kA m™! ein Maximum fiir do /b = 1
ein, vgl. Abb. 7.6(a). Interessant ist auch, dass die Kurve im logarithmischen Bereich nihe-
rungsweise eine Symmetrie um das Extremum aufweist. Gemif§ KErp & RAMBAUSEK [81] l4sst
sich das auftretende Maximum fiir eine Kreisgeometrie mittels des ponderomotorischen Span-

(b)

(@)

do/l;o =3/4

C_Z 2

1,13

Abb. 7.7: Feldverteilung der Deformation in verformten MRE-Proben mit verschiedenen Seitenverhélt-
nissen do/bo fiir Striktion bei 2™ | = 1500 kA m™!: (a) rechteckige Proben mit zweifach iiber-
hohter Darstellung der Verformung und (b) elliptische Proben dargestellt ohne Uberhhung
der Verformungen.
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nungsvektors £P°" nach (7.6) begriinden. Dazu wird eine Integration iiber die Oberfliche 9B
durchgefiihrt, sodass sich durch Mittelung ein representatives Spannungsmaf} definieren lésst.
Dieses zeigt ein Maximum fiir das Verhaltnis @,/ by = 1.

Wird der nichtlinear-magnetische Bereich bei [h™| = 1500 kA m™! betrachtet, verschiebt sich
der maximale Effekt gemifl Abb. 7.6(b) zu Verhaltnissen @y/by < 1. Dieses Verhalten resultiert
aus der magnetisch induzierten Verformung der Proben, welche fiir die Seitenverhéltnisse 3/4
und 1 in Abb. 7.7(b) dargestellt ist. Da sich eine deutliche Elongation in Feldrichtung einstellt,
liegt der grofite MS-Effekt nun bei einer im undeformierten Zustand nicht-kreisférmigen Pro-
be mit Gy/by = 3/4. Die Anderung der Kurve fiir ein steigendes Feld |h™| ist in Abb. 7.6(c)
dargestellt. Die vorausgesagte Verschiebung der maximalen Striktion zu Werten @y/by < 1
fiir hohe #uBere Felder stimmt qualitativ mit FE2-Simulationen von KErp & RAMBAUSEK [81]
iiberein. Diese betrachten elliptische Proben mit zur Feldrichtung rotierten kubischen Mikro-
strukturen.

Variation des Partikelvolumengehaltes

Eine weitere Moglichkeit, den MS-Effekt von MRE-Proben gezielt zu beeinflussen, besteht in
der Variation des Partikelvolumengehaltes ¢ im Herstellungsprozess. Exemplarisch seien nun
kreisformige (a@o/by = 1) sowie rechteckige (dy/by = 1/2) MRE-Proben mit den bereits in den
vorherigen Kapiteln betrachteten Partikelvolumengehalten ¢ = {10, 15, 20, 25, 30, 35, 40} %
analysiert. Das dufiere Feld h™ wird dabei bis auf maximal 1500 kA m~! hochgefahren.

Die simulierten Ergebnisse der kreisférmigen Probe sind in Abb. 7.8(a) fiir die externen ma-
gnetischen Felder |h™| = {300, 600, 1500} kAm™" aufgetragen. Dabei erhoht sich die indu-
zierte Dehnung fir den linear-magnetischen Bereich mit steigendem Volumengehalt deut-
lich. Fiir stirkere externe Felder stellt sich allerdings ab ¢ = 30 % eine ausgeprigte Satti-
gung ein. Da der MS-Effekt sowohl aus dem magnetischen als auch aus dem mechanischen
Verhalten von MRE resultiert, ist die Ursache der beobachteten Systematik in verschiede-
nen Einflussfaktoren zu suchen. Einerseits nimmt die Steifigkeit des Verbundwerkstoffes mit

(@) Striktion von Kreis-Proben (b) Striktion bei Sattigung
I e 1,0 X pemgemd
or e x o
’ /E,_._—a-—--E' (;): 0,8 /
- U -1
R e 061 %A
w e g X ﬂ/
- om0 ~ 04
2y B R //
Bz/ ”e»” X 0
oy 0,2
¢ I I I X I I I I
10 20 30 40 0 10 20 30 40
$/% $/%

-o--300kAm™! -=-600kAm™! -©- Simulation Kreis Simulation Rechteck
-4~ 1500kA m™! % Experiment Zylinder

Abb. 7.8: MS-Effekt von MRE-Proben mit verschiedenen Partikelvolumengehalten: (a) induzierte Deh-
nung kreisformiger Proben fiir verschiedene externe Feldstarken und (b) Vergleich der nor-
mierten Striktion & bei Sittigung fiir Kreis- und Rechteckgeometrie mit experimentellen Da-
ten von Zylinderproben aus DIGUET et al. [28].
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Lokalisierung
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Abb. 7.9: Entkoppeltes Multiskalenschema fiir ein kreisférmiges MRE mit ¢ = 30 % Partikelvolumenge-
halt bei Striktion: (a) Deformationsfeld in der Probe und Momentankonfigurationen der Mi-
krostruktur an zwei Quadraturpunkten sowie (b) Vergleich der homogenisierten effektiven
Spannung & an den Quadraturpunkten mit dem kalibrierten Makromodell.

steigendem ¢ gemaf} Tab. 6.3 deutlich zu, gleichzeitig aber auch die initiale Permeabilitat j,
und die Sattigungsmagnetisierung M®, sodass sich der Betrag des ponderomotorischen Span-
nungsvektors 2" oc |rm|? ebenfalls erhoht. Auf mikroskopischer Ebene verstirken sich die
magneto-mechanischen Partikel-Partikel- und Partikel-Matrix-Wechselwirkungen fiir gerin-
gere Partikel-Relativabstande, die gem&f3 Abb. 5.1 mit steigendem ¢ wahrscheinlicher werden.
Es lisst sich also festhalten, dass die effektive Probendehnung £ aus der Uberlagerung all die-
ser Effekte resultiert. Wie im vorherigen Abschnitt 7.1.1 diskutiert, ist eine Trennung aufgrund
des stark nichtlinearen Charakters nur schwer méglich.

Die makroskopischen Modelle von LEFEVRE et al. [88] und MUKHERJEE etal. [115] auf Basis
analytischer Homogenisierungsmethoden betrachten zwar nur MRE mit Fiillgraden zwischen
5 bis maximal 30 Prozent, belegen allerdings innerhalb dieses Bereiches ebenfalls einen Anstieg
des Effektes. Im Gegensatz zu Abb. 7.8 zeigen die Ergebnisse der in DANAS [24] durchgefiihrten
Homogenisierung ein deutlich ausgepriagtes Maximum bei ¢ = 30 %. Es besteht allerdings ein
wesentlicher Unterschied in der angewendeten Methodik: So erfasst diese keine makrosko-
pischen Probeneinfliisse und es wird fiir die effektiven Werte Fi; = F5; = 0 und &7 = 622 = 0
gewihlt, was in Widerspruch zu den simulierten Spannungsfeldern geméafy Abb. 7.4 steht. Fer-
ner ist die lokale Induktion b anstelle des in der vorliegenden Studie aufgebrachten Fernfeldes
b™ = poh” vorgeschrieben.

Ein qualitativer Vergleich der berechneten Striktion &° im Sittigungsbereich mit den Messun-
gen zylindrischer Proben aus DIGUET et al. [28] ergibt eine gute Ubereinstimmung, vgl. Abb.
7.8(b). Das schwach ausgepragte Maximum bei einem Volumengehalt von etwa 30 % stellt sich
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in den Simulationen allerdings weder fiir die Kreis- noch fiir die Rechteck-Geometrie ein.

7.1.3 Lokalisierung

Zur Validierung der erzielten Ergebnisse soll im Rahmen des angewendeten entkoppelten Mul-
tiskalenschemas [159] eine Lokalisierung fiir einzelne Quadraturpunkte der simulierten ma-
kroskopischen Proben vorgenommen werden. Diese ermoglicht gleichzeitig die Analyse der
mikroskopischen Verteilung magnetischer und mechanischer Felder. Exemplarisch erfolgt der
Lokalisierungs-Schritt fiir die in 7.1.1 ausfiihrlich betrachtete kreisférmige Probe mit ¢ = 30 %
Partikelvolumengehalt. Dabei findet eine Auswertung fiir einen Punkt in der Probenmitte so-
wie einen Randpunkt unter einem Winkel von a =~ 45° in mathematisch positiver Richtung —
ausgehend von der x;-Achse - statt, vgl. Abb. 7.9(a). In der makroskopischen FE-Simulation
sind dazu die effektiven Felder F und H zu speichern, um diese in der RVE-Simulation der
zugrunde liegenden Mikrostruktur aufzuprigen. Die Bewertung der Giite des kalibrierten Ma-
kromodells erfolgt nun anhand des Vergleichs mit der homogenisierten effektiven Material-
antwort der RVE. Dabei sind, wie bereits bei der Parametrisierung des Modells, die simulierte

b
(® Hauptstreckung A4 ®) Hauptstreckung A3

(©) Induktion b1/ T Induktion by /T

|0,83
|—0,80

Abb. 7.10: Lokalisierte Felder innerhalb der Mikrostruktur im Zentrum einer kreisférmigen MRE-Probe
mit 30 % Partikelvolumengehalt fiir |A™| = 1500kAm™': (a) und (b) Hauptsreckungen A,
und A3z mit A; > Az > A3, A2 = 1 sowie (c) und (d) Koordinaten b; und b, der magnetischen
Induktion.
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effektive Spannung T*! und Induktion B von jeweils 10 RVE zu mitteln.

Gemaf der Betrachtung relativer Fehler des Makromodells in Abschnitt 6.3.2 hat sich gezeigt,
dass es sich bei der mechanischen Spannung ¢ um die sensitivste makroskopische Gréfe han-
delt - diese also in der Regel den grofiten relativen Fehler aufweist. Demnach soll hier ein
Vergleich der Homogenisierung mit der durch das kalibrierte Makromodell vorausgesagten
Spannung & vorgenommen werden. Fir die betrachteten Quadraturpunkte ergibt sich nach
Abb. 7.9 eine sehr gute Ubereinstimmung der Koordinaten &y mit k,I € {1, 2} bis zu Feldern
von ca. |h| = 500kAm™!. Im Sittigungsbereich zeigt sich eine leichte Abweichung, wobei
die relativen Fehler deutlich unter 10 % liegen. Insgesamt lasst sich daher festhalten, dass sich
mit dem entwickelten Modell in Verbindung mit dem vorgeschlagenen Parametrisierungs-
Algorithmus gemaf} Tab. 6.2 die Magnetostriktion von MRE-Proben sehr gut abbilden lasst.
Infolge der heterogenen Mikrostruktur kommt es zu stark inhomogenen mikroskopischen Fel-
dern in der Umgebung der betrachteten makroskopischen Punkte. Dabei sind insbesondere
die auftretenden Deformationen um ein Vielfaches hoher als die gemittelten Effektivwerte.
In Abb. 7.10(a) und (b) sind die Hauptstreckungen A; sowie A3 mit A; > A, > A3 und A, = 1
dargestellt. Hier treten im Zugbereich Streckungen bis zu maximalen Werten von A; ~ 2,13
auf. Im Druckbereich stellen sich vereinzelte Regionen mit A3 = 0,5 ein. Neben der makrosko-
pischen Streckung von A; ~ 1,1 resultiert das Deformationsfeld aus den magnetischen Wech-
selwirkungen der Partikel. Bei entsprechend geringer Steifigkeit der umgebenden Matrix ist
es gemifd BILLER etal. [11] und Purjiz etal. [132] durchaus moglich, dass diese sich nahezu
in den Kontakt bewegen. Anhand der Lokalisierung zeigt sich somit die grofie Relevanz der
Beriicksichtigung finiter Deformationen zur Beschreibung von MRE.

Auch die magnetischen Felder innerhalb der Mikrostruktur sind aufgrund der unterschiedli-
chen magnetischen Eigenschaften von Partikeln und Matrix stark inhomogen. Exemplarisch
ist die magnetische Induktion in Abb. 7.10(c) und (d) dargestellt. Auffallig ist die Verstirkung
der lokalen Felder fiir besonders nah beieinander liegende Einschliisse. Neben geometrischen
Aspekten héngt diese auch von dem nichtlinearen Magnetisierungsverhalten des Carbonylei-
sens ab. Es wird deutlich, dass es nicht ausreichend ist, die Partikel als magnetische Dipole zu
betrachten. Dies gilt insbesondere fiir hoch gefiillte Systeme, in denen die Wahrscheinlichkeit
nah beieinander liegender Einschliisse deutlich steigt.

7.2 Magnetorheologischer Effekt

Besondere technische Relevanz ist neben dem MS-Effekt dem MR-Effekt, der die Umsetzung
magnetisch schaltbarer Dampfer oder Lastaufnahmen ermdglicht, zuzusprechen. Die folgende
Betrachtung dieses Effektes gliedert sich an die Analyse des effektiven Verhaltens verschiede-
ner Mikrostrukturen weichmagnetischer MRE in Abschnitt 5.1.2 an. Mittels des Makromodells
ist nun aber auch die Erfassung von makroskopischen Einflussfaktoren — wie etwa der Pro-
bengeometrie — moglich, die gemafl den Untersuchungen des vorherigen Abschnittes 7.1 einen
entscheidenden Einfluss auf die lokalen Felder und damit auf das effektive Verhalten von MRE
hat.

Um den MR-Effekt zu untersuchen, sei im Folgenden eine quadratische Probe mit Iy = 2cm
und einem Ecken-Abrundungsradius von 7y = 0,14 cm gemaf3 Abb. 7.11(a) betrachtet. Wie be-
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X2 :
Zug Scherung Simulation Scherung

Abb. 7.11: Makroskopische FE-Simulation des MR-Effektes: (a) und (b) MRE-Probe 3y mit Lagerung und
aufgepragten Kriften fiir Zug und Scherung sowie (c) Ausschnitt des simulierten h-Feldes der
Probe unter Scherung mit Umgebung und Fernfeld von |A™| = 1500 kAm™!.

reits bei der Analyse des MS-Effektes wird die Probe dabei vor der mechanischen Belastung
in ein homogenes Magnetfeld

_ t/tmhe firt <ty

h” = h%e, mit h™ = { max (7.9)

he, firt >t

in X,-Richtung eingebracht, welches dann konstant gehalten wird. Von Interesse ist nun, wie
sich die initialen Dehn- und Schubsteifigkeiten (EA) und (GA) der betrachteten Probe in Ab-
hiingigkeit des duieren Magnetfelds A”™ andern. Dazu erfolgt an der Probeneinspannung die
Aufbringung von Lings- bzw. Querkriften F " und F9 mit dem zeitlichen Verlauf

. (7.10)

— e ofart <ty
(t = th)/ (tges — th) Fray fir t > ty .

Die entsprechenden Lagerungen und Lasteineinleitungen sind fiir den Zug- und den Schub-
lastfall in Abb. 7.11(a) und (b) zu finden. Das simulierte h-Feld in der Probe und der Umgebung
ist fiir ein Fernfeld von |h”’| = 1500 kA m™' sowie eine mechanische Scherung in Abb. 7.11(c)
dargestellt. Da am Ubergang von MRE zur Einspannung jeweils eine einspringende Ecke auf-
tritt, ist die Vernetzung an diesen Stellen stark verfeinert.

Werden Zugkraft bzw. Schubkraft in der Simulation vorgeschrieben, ergeben sich je nach
Steifigkeit der Probe eine resultierende Langsdehnung & und Scherung y des Priifkorpers. Da
hier lediglich der MR-Effekt im initialen Bereich der Spannungs-Dehnungs-Kurven untersucht
werden soll, erfolgt die Wahl der eingeleiteten Lasten derart, dass die auftretenden Dehnun-
gen fiir alle externen Felder unter 2 % liegen. Fir die Untersuchung der Dehnsteifigkeit ist
nun zu beachten, dass infolge des MS-Effektes bereits vor der Aufbringung der mechanischen
Zugkraft eine magnetisch induzierte Laingenénderung der Probe erfolgt. Somit sind zwei Mog-
lichkeiten zur Definition der Langsdehnung moglich. Zum einen lasst sich diese auf die Lange
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Abb. 7.12: Simulierter MR-Effekt einer rechteckigen MRE-Probe fiir verschiedene Lastfélle: (a) und (b)
relative Anderungen von Dehn- und Schubsteifigkeiten mit Bezug auf den Referenzwert ohne
externes Magnetfeld.

Iy des undeformierten Zustands und zum anderen auf die Linge der Probe nach der Aufbrin-
gung des externen Feldes beziehen, also
AT ATF

&§=— oder §=-——. 7.11
l() lo + AR ( )
In der oberen Gleichung bezeichnen AIF die infolge der mechanischen Zugkraft F* eingeprigte
und A" die magnetisch induzierten Langeninderung durch Striktion in %,-Richtung. Da le-
diglich ein externes Magnetfeld in X,-Richtung vorgegeben wird, ergibt sich fiir die Scherung
die Definition 7 = Al¥ /I,. Mit Gleichung (7.11) ergeben sich nun fiir die initialen Bereiche der
Kraft-Dehnungs-Kurven bzw. Kraft-Schub-Kurven die Probensteifigkeiten gemaf}
_ FL . FL _ . FQ
(EA)I = E_ bzw. (EA)H = E‘_ und (GA) = ? . (7.12)

1 1

7.2.1 Einfluss der Feldstarke

Im ersten Schritt sei der Effekt nun fiir eine MRE-Probe mit ¢ = 30 % Partikelvolumengehalt
analysiert. Die simulierten Ergebnisse der magnetisch induzierten Dehnsteifigkeits-Anderung
sind in Abb. 7.12(a) iiber o™ aufgetragen. Wie bereits bei der Betrachtung des MR-Effektes in
Kapitel 5 zeigt die Probe ebenfalls den fir MRE typischen Verlauf mit quadratischem Initi-
albereich und anschlieSender Einsittigung. Dabei ist die Steifigkeitsinderung A(EA); etwas
stirker ausgeprigt als A(EA);, was auf die magnetostriktive Lingenanderung in Richtung des
aufleren Feldes zuriickzufithren ist. Da der MS-Effekt rechteckiger Proben Abschnitt 7.1.1 fol-
gend einen dhnlichen Verlauf tiber h”™ wie der MR-Effekt aufweist, nimmt die Differenz der
beiden Dehnsteifigkeiten bis zum Sattigungswert der Striktion deutlich zu und bleibt dann
nahezu konstant. Ein Vergleich mit den experimentellen Daten aus Borin etal. [13] fithrt auf
eine qualitative Ubereinstimmung des prognostizierten Verlaufs der magnetisch induzierten
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7.2 Magnetorheologischer Effekt

Steifigkeitsanderung. Jedoch sind die gemessenen Schalteffekte aufgrund der deutlich gerin-
geren Steifigkeit der synthetisierten MRE-Proben signifikant hoher als in der Simulation. Hier
sei auf die in Abb. 5.9(c) aufgetragene Kurve verwiesen, welche ein annéhernd indirekt pro-
portionales Verhiltnis von AG/G zur initialen Steifigkeit des Verbundmaterials aufzeigt.
Die in Abb. 7.12(b) dargestellten Simulationsergebnisse der relativen Anderung der Schubstei-
figkeit zeigen einen im Vergleich zum Zuglastfall deutlich erhohten Effekt mit einem Maxi-
malwert von etwa 35 %. Die Sittigung stellt sich hier auch bei 1500 kA m™" nicht vollstindig
ein und wird somit deutlich spater als bei der Dehnsteifigkeit erreicht. Experimentelle Daten,
welche die vorhergesagte starkere Auspragung des MR-Effektes unter Schub bestatigen, lie-
gen dem Autor aktuell nicht vor.

Verglichen mit dem simulierten MS-Effekt rechteckiger MRE-Proben von ca. 4 % in der Satti-
gung sagt die Simulation sowohl fiir Zug als auch fiir Schub deutlich starkere MR-Effekte vor-
aus. Dieses Ergebnis stimmt STEPANOV et al. [157] folgend mit Erkenntnissen experimenteller
Untersuchungen iiberein. Die ermittelte relative Anderung der Schubsteifigkeit ist allerdings
wesentlich schwiicher ausgeprigt als die mittels Homogenisierung vorausgesagte Anderung
der initialen Schubmoduli G212 und Gaz; gemifd Abb. 6.9(a). Teilweise ldsst sich diese Ab-
weichung auf die fehlerbehaftete Vorhersage der magnetisch induzierten Steifigkeitsdnderung
durch das Makromodell zuriickfithren: Fiir den betrachteten Partikelvolumengehalt von 30 %
liegen die Werte fiir AG1212G, " und G1251G, " jeweils ca. 10% unter den Ergebnissen der Homo-
genisierung, vgl. Abb. 6.9(a). Da allerdings in der makroskopischen Simulation eine deutlich
groflere Differenz gegeniiber der Homogenisierung als die zuvor genannte Abweichung auf-
tritt, ist festzuhalten, dass der Einfluss von Probeneffekten offenbar einen erheblichen Einfluss
auf den MR-Effekt hat. Ursachen sind ebenso wie beim MS-Effekt in Gradienten und Spriingen
makroskopischer Feldgréf3en zu suchen, s. Abschnitt 7.1.1.

7.2.2 Variation des Partikelvolumengehaltes

Abschlieffend sei neben dem Einfluss des externen Feldes auch das Verhalten fiir verschiede-
ne Partikelvolumengehalte betrachtet. Es werden erneut MRE-Proben mit den bereits in den
vorherigen Kapiteln betrachteten Werten ¢ = {10, 15, 20, 25, 30, 35, 40} % analysiert, wobei
lediglich ein Vergleich des Effektes fiir ein dufleres Feld von |2”™| = 1500 kA m™" erfolgen soll.
Die simulierten Ergebnisse fiir die betrachteten rechteckigen MRE-Proben sind in Abb. 7.13(a)

—
»
£

. b
|h™| = 1500 kAm™! ()

e . A(EA);
30+ LA)
& o (EA),
G20 o AEA)
& oY (EA),
[sa] -3

o 10 % LA GA)
DR e & (GA)

0 (i 1 1 1

10 20 30 40
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Abb. 7.13: MR-Effekt von MRE-Proben mit verschiedenen Partikelvolumengehalten: (a) induzierte rela-
tive Steifigketisanderung fiir ein Feld von |A™| = 1500 kAm™! in vertikale Richtung und (b)
Ausschnitte der zugrunde liegenden Mikrostrukturen fir ¢ = {10, 25, 40} %.
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7 Simulation makroskopischer Proben

aufgetragen. Fiir die Dehnsteifigkeit ergibt sich demnach mit steigendem Volumengehalt ein
deutlicher Anstieg des relativen MR-Effektes. Dabei tritt iiber dem gesamten Bereich von ¢
eine Differenz zwischen den beiden Auswertungsmethoden der Langsdehnungen nach Glei-
chung (7.11) und den daraus resultierenden Dehnsteifigkeiten gemaf3 Gleichung (7.12) auf.
Erklérbar ist dieses Ergebnis durch die deutlich hohere Wahrscheinlichkeit geringer Partikel-
Relativabstinde mit steigendem ¢. Diese bedingen stirkere magneto-mechanische Wechsel-
wirkungen innerhalb der Mikrostruktur. Exemplarisch sind Ausschnitte zugrunde liegender
Partikelverteilungen in Abb. 7.13(b) dargestellt. Der prognostizierte Anstieg des MR-Effektes
zeigt sich ebenfalls in experimentellen Ergebnissen fiir MRE mit Partikelvolumengehalten von
11% < ¢ < 38% aus LOKANDER & STENBERG [97].

Ein Vergleich von Dehn- und Schubsteifigkeit zeigt erneut einen merklich gréfieren MR-Effekt
unter Schublast iiber den gesamten Bereich von ¢. Dabei zeigt sich in etwa eine Verdreiein-
halbfachung der relativen Schubsteifigkeitsdnderung von ¢ = 10 % auf ¢ = 30 %. Im Gegensatz
zur Dehnsteifigkeit stellt sich hier eine Sattigung des Effektes ab 30 % Partikelvolumengehalt
ein. Gemafl dem in Abb. 6.9(b) dargestellten Vergleich ist allerdings zu beachten, dass der MR-
Effekt fur die Schubkomponenten des Steifigkeitstensors fiir ¢ > 35 % deutlich unterschatzt
wird.
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8 AbschlieBende Bemerkungen

8.1 Zusammenfassung und Bewertung

Die effektive Materialantwort von MRE héngt stark von den konstitutiven Eigenschaften der
Bestandteile, also den magnetisierbaren Einschliissen und der elastomeren Matrix, sowie der
mikrostrukturellen Partikelverteilung ab. Um das Verhalten von MRE-Proben und -Bauteilen
theoretisch beschreiben zu konnen und so eine virtuelle Auslegung zu erméglichen, sind dem-
nach sowohl mikroskopische als auch makroskopische Einflussfaktoren zu beriicksichtigen.
Ausgehend von dieser Problemstellung stellt die vorliegende Arbeit eine mehrskalige Model-
lierungs-Strategie fir die Beschreibung von MRE vor, die auf Basis der Partikelverteilung und
den Materialeigenschaften der Mikroebene eine Vorhersage des effektiven Verhaltens hart-
und weichmagnetischer Komposite ermoglicht. Durch mikroskopisch kalibrierte Makromo-
delle wird auflerdem eine Methodik zur effizienten Simulation weichmagnetischer Proben um-
gesetzt, wobei eine implizite Beriicksichtigung mikrostruktureller Effekte erfolgt.

Kontinuumsformulierung und numerische Lésung

Die vorgestellten mikro- und makroskopischen Modelle basieren auf einer Kontinuumsfor-
mulierung mit Gultigkeit fiir finite Deformationen. Nach einer Zusammenstellung allgemein-
giltiger magneto-mechanischer Feldgleichungen und eines Satzes konstitutiver Relationen
folgt die Vorstellung der benétigten Grundlagen zur mehrskaligen Beschreibung der mikro-
heterogenen MRE. Dies beinhaltet die Schritte zur Homogenisierung und Lokalisierung, den
Vergleich von gekoppelten und entkoppelten Multiskalenschemata sowie die Formulierung
makroskopischer RB.

Um das resultierende System von PDGL, RB und AB einer Losung zugénglich zu machen, er-
folgt im Anschluss an die kontinuumsphysikalischen Grundgleichungen die Betrachtung der
nichtlinearen FEM. Nach einer Diskussion zur Vereinfachung auf zweidimensionale Problem-
stellungen werden die entsprechenden schwachen Formen der mechanischen und magneti-
schen Teilprobleme aufgestellt, diskretisiert und innerhalb einer totalen LAGRANGE-Formulie-
rung linearisiert.

Charakterisierung der Konstituenten

Um mikroskopische Einfliisse zu erfassen, erfolgt auf Basis der vorgestellten Grundlagen die
Untersuchung und Beschreibung der Konstituenten, also der weich- und hartmagnetischen
Partikeln sowie der elastomeren Matrix. Dazu wird eine umfangreiche experimentelle Cha-
rakterisierung eines Silikonelastomers vorgestellt. Im betrachteten Bereich von Deformations-
geschwindigkeiten zeigt sich dabei ein nahezu elastisches Verhalten mit stark nichtlinearen
Spannungs-Streckungs-Kurven. Eine Studie zeigt weiterhin, dass sich die elastischen Eigen-
schaften des Elastomers durch Zugabe von Silikonél signifikant beeinflussen lassen. Auf Basis
der experimentellen Datensétze erfolgt die Parametrisierung von OGDEN-Modellen fiir ver-
schiedene Silikonolgehalte.

Der Formulierung von Materialmodellen fiir die eingebetteten Partikel liegt in dieser Arbeit
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8 Abschliefende Bemerkungen

eine additive Aufspaltung der freien HELMHOLTZschen Energiedichte in mechanische und ma-
gnetische Anteile zugrunde. Zur Beschreibung dissipativen magnetischen Verhaltens wird ne-
ben dem pfadunabhéngigen Modell fiir Weichmagneten das BERGQvisT-Vektor-Hysteresemo-
dell erweitert. Es erfolgt eine Anpassung der Ansitze an vorhandene experimentelle Daten
fir weichmagnetisches Carbonyleisen und hartmagnetisches NdFeB. Die kalibrierten Mate-
rialmodelle sind fiir alle drei betrachteten Konstituenten in der Lage, die stark nichtlinearen
Materialantworten sehr gut abzubilden.

Studie der effektiven Materialantwort

Mit der Kenntnis der spezifischen Charakteristika von Partikeln und Matrix erfolgt im An-
schluss eine Studie zum effektiven Verhalten weich- und hartmagnetischer MRE. Eine erste
Analyse der Reprisentativitat statistisch-periodischer Zellen mit weichmagnetischen Parti-
keln zeigt dabei, dass die klassische Vorstellung eines RVE bei MRE mit stochastischer Mikro-
struktur verloren geht. Da die Materialantwort im Hinblick auf den mechanischen Anteil des
Spannungstensors extrem sensitiv ist, zeigt sich, dass es notwendig ist, die effektive Antwort
mehrerer Zellen zu mitteln, um Reprasentativitit mit vertretbarem numerischen Aufwand zu
gewihrleisten. Eine Analyse der zugrunde liegenden Partikelverteilungen belegt weiterhin die
Reduzierung der Streuung fiir einen steigenden Partikelvolumengehalt.

Im Anschluss daran wird der MR-Effekt weichmagnetischer MRE mit verschiedenen Mikro-
strukturen untersucht. Die Variation idealisierter Geometrien zeigt dabei einen sehr deutlichen
Einfluss auf die effektiven Eigenschaften, die fiir alle betrachteten RVE ein stark anisotropes
Verhalten aufweisen. Mit steigendem Volumengehalt l4sst sich weiterhin eine zunehmende
relative Steifigkeitsinderung von bis zu 300 % erzielen. Fiir kettenartige Strukturen ist das
Maximum dabei bereits vor dem grofiten betrachteten Partikelanteil von 40 Volumenprozent
erreicht. Letztlich ergibt die Variation der elastischen Eigenschaften des Elastomers einen an-
nihernd indirekt proportionalen Zusammenhang zwischen relativem MR-Effekt und initialer
Steifigkeit. Die anschlieBende Untersuchung stochastischer Zellen fithrt zu dhnlichen Resul-
taten. Im Vergleich zu den Zellen mit kettenartigen Strukturen ist der MR-Effekt der stochasti-
schen RVE dabei deutlich schwicher ausgeprégt. Ebenso zeigt sich nur eine geringe Anisotro-
pie, die aus der magnetisch induzierten Vorzugsrichtung folgt. Die erzielten Resultate zeigen
eine qualitative Ubereinstimmung mit experimentellen Befunden und belegen so die Validitit
der angewandten Methodik.

Die anschlieffende Untersuchung von MRE mit hartmagnetischen Partikeln belegt das Auftre-
ten zusitzlicher Kopplungseffekte. Es zeigt sich, dass die Einschliisse infolge von magnetischen
Momentendichten zu starken Rotationen innerhalb von magnetischen Lastzyklen neigen. Die-
ses Verhalten fithrt zu einer deutlichen Verringerung der Koerzitivfeldstirke im Vergleich zur
Hysterese von reinem NdFeB. Die detektierten Effekte konnen experimentell aufgezeichnete
Hysteresen hartmagnetischer Komposite mit verschiedenen Steifigkeiten so bereits teilwei-
se erkldren. In der zugehorigen Spannungsantwort zeigen sich erwartungsgeméafl Schmetter-
lingskurven, wobei sich mit Einsetzen der lokalen Partikelrotationen ein deutlich unsymme-
trischer Spannungstensor einstellt. Der Vergleich mehrerer RVE fiihrt auf eine starke Streuung
in den mechanischen Spannungen und deutet damit auf den Verlust einer systematischen Ma-
terialantwort hin.
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Makroskopische Materialmodellierung und Simulation

Um eine numerisch effiziente Simulation makroskopischer MRE-Proben und -Bauteile zu er-
moglichen, erfolgt nach den Untersuchungen der effektiven Eigenschaften die Formulierung
eines makroskopischen Materialmodells fiir weichmagnetische, isotrope MRE. Ausgehend von
einer homogenisierten Datenbasis wird ein Energieansatz formuliert, der die Nichtlinearitat
infolge der elastomeren Matrix und der Partikel gut abbilden kann. Das Modell wird innerhalb
eines speziell entwickelten Parametrisierungs-Prozesses an die vorhandenen Daten angepasst.
So lasst sich erreichen, dass sowohl die mechanische als auch die magnetische Materialant-
wort moglichst gut abbildbar sind. Die Betrachtung der relativen Fehler fiir sieben analysierte
Partikelvolumengehalte zwischen 10 % und 40 % belegt die Giite des Modells sowohl fiir die
Kalibrierungs- als auch fiir die Validierungs-Lastfalle. Abschlieend zeigt die Modellvorher-
sage des nicht in der Parametrisierung beriicksichtigten MR-Effektes eine sehr gute Uberein-
stimmung bis zu Volumengehalten von ca. 25 %.

Mit den so kalibrierten makroskopischen Materialmodellen erfolgt im Anschluss die Unter-
suchung des MS-Effektes verschiedener MRE-Proben. Dabei lassen sich unabhingig von der
Probenform stark heterogene Spannungs- und Dehnungsfelder in den MRE feststellen. Ei-
ne systematische Untersuchung makroskopischer Lastterme kann diese Charakteristik in den
Spriingen der ponderomotorischen Spannung sowie der auftretenden ponderomotorischen
Volumenkraftdichte begriinden. Die Untersuchungen verdeutlichen, dass sich mikro- und ma-
kroskopische Einfliisse in Proben nicht getrennt voneinander betrachten lassen und belegen so
die Vorteile der gewahlten mehrskaligen Vorgehensweise. Eine Untersuchung von rechtecki-
gen und elliptischen Proben mit verschiedenen Seitenverhéltnissen ergibt schlief3lich einen
maximalen MS-Effekt von ca. 7 % fiir eine elliptische Geometrie mit dem Seitenverhéltnis von
Drei zu Vier in Feldrichtung. Weiterhin zeigt sich eine Zunahme der magnetisch induzierten
Dehnung mit steigendem Partikelvolumengehalt, die in qualitativer Ubereinstimmung mit ex-
perimentellen Ergebnissen steht. Letztlich ergibt eine Lokalisierung an ausgewéhlten Punkten
einer Kreisprobe eine sehr gute Ubereinstimmung zwischen Makromodell und der effektiven
Antwort der zugrunde liegenden RVE.

Neben dem MS-Effekt erfolgt eine abschlielende Analyse des MR-Effektes makroskopischer
Proben. Dabei zeigen sich sowohl unter Zug als auch unter Scherung im Vergleich zum MS-
Effekt deutlich stirker ausgepragte Effekte von maximal 12 % bzw. 35 %. Auch hier ergibt eine
Untersuchung, dass die erzielbaren Effekte mit Erhéhung des Partikelvolumengehaltes zuneh-
men.

Fazit

Insgesamt stellt der vorgestellte mehrskalige Modellierungsansatz ein effizientes Werkzeug
zur Beschreibung von MRE dar. Dabei erlauben die mittels experimenteller Daten parame-
trisierten Materialmodelle fiir die Konstituenten in Verbindung mit numerischen Homoge-
nisierungen die effektive Materialantwort simulativ vorherzusagen. Mit Hilfe des mikrosko-
pisch kalibrierten Makromodells konnen auflerdem typische Kopplungseffekte weichmagneti-
scher MRE-Proben abgebildet und makroskopische Einflussfaktoren untersucht werden, wo-
bei durch Lokalisierungen auch mikroskopische Spannungen, Dehnungen und magnetische
Felder ermittelbar sind. Aufgrund des betrachtlichen numerischen Aufwandes beschranken
sich die durchgefithrten Untersuchungen im Rahmen dieser Arbeit auf zweidimensionale Pro-
blemstellungen.
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8.2 Ausblick

Aus den erzielten Ergebnissen resultiert eine Vielzahl von relevanten Punkten zur Fortfih-
rung dieser Arbeit, die im Folgenden diskutiert werden.

Um in Zukunft quantitative Vorhersagen der effektiven Materialantwort mittels mikrosko-
pischer Simulationen zu erméglichen, stellt eine valide Datenbasis der konstitutiven Eigen-
schaften von Partikeln und Matrix eine wesentliche Voraussetzung dar. Die experimentelle
Untersuchung der magnetischen Eigenschaften von Mikropartikeln ist allerdings nicht frei
von Problemen. Da die in der Literatur vorhandenen Daten fiir Carbonyleisen und NdFeB auf
Messungen von gepresstem Pulver bzw. makroskopischen Priifkérpern basieren, liegen keine
belastbaren Daten vor, die das reine konstituive Verhalten in quantitativer Art und Weise zu-
génglich machen. Geeigneter sind dagegen Einzelpartikel-Messungen wie sie etwa fiir Nickel-
Partikel mit einer Grofle im Bereich von ca. 200 um in METSCH et al. [106] beschrieben sind.
Aufgrund der geringen Abmessungen von CEP ist diese Technik allerdings fiir Carbonyleisen
nicht sinnvoll umsetzbar. Eine Alternative stellen daher Messungen sphérischer Probekdrper
dar, die aufgrund ihrer Form makroskopisch homogene Felder im inneren aufweisen. Ist der
Partikelvolumengehalt der Proben aufierdem niedrig, nimmt die Wahrscheinlichkeit von Par-
tikeln mit geringen Relativabstdnden deutlich ab. Somit lasst sich dann auf die lokalen Felder
innerhalb der magnetisierbaren Einschliisse mittels analytischer Homogenisierungsmethoden
mit hoher Genauigkeit riickschlieffen.

Die hier getroffene Vereinfachung auf zweidimensionale Problemstellungen erméglicht zwar
die qualitative Analyse von MRE, schlieit jedoch eine quantitative Auslegung realer MRE-
Bauteile aus. In Zukunft ist daher eine Erweiterung auf dreidimensionale Problemstellungen,
wie bei MUKHERJEE etal. [115, 116], von besonderer Relevanz. Dabei ist allerdings eine im-
mense Steigerung des numerischen Aufwandes zu bewiltigen. Da neben den konstitutiven Ei-
genschaften von Partikeln und Matrix auch deren mikrostrukturelle Anordnung von duflerster
Relevanz ist, muss auflerdem die Beriicksichtigung realer Partikelverteilungen erfolgen. Dies
lasst sich einerseits durch die direkte Erstellung von FE-Netzen aus Computer-Tomographie
(CT)-Daten oder indirekt durch die Generierung statistisch dquivalenter Volumenelemente
(SVE) erreichen, s. BALzaNI et al. [4] oder SCHEUNEMANN et al. [145]. Dabei sind SVE aufgrund
der deutlichen Reduktion der im Materialausschnitt enthaltenen Einschliisse aus rechentech-
nischer Sicht erheblich effizienter.

Da sich mit strukturierten MRE deutlich grofiere Effekte als mit klassischen MRE erzielen las-
sen [60], ist auch die makroskopische Modellierung dieser Materialklasse anzustreben. Diese
verhalten sich allerdings im Gegensatz zu MRE mit vollstindig stochastischer Partikelver-
teilung stark anisotrop. In Anbetracht der komplexen Mikrostruktur, die sich beim Vernet-
zungsprozess unter Feldeinfluss ausbildet, wird eine idealisierte Beschreibung als transversa-
lisotropes Ersatzkontinuum unter Umstanden nicht ausreichen. Hier stellt daher ein hybrider
Modellierungsansatz gemaf IBANEZ et al. [64] und SETTGAST etal. [149, 150] einen moglichen
Zugang dar. Dabei werden die Abweichungen zwischen Modell und homogenisierter Materi-
alantwort durch ein kiinstliches neuronales Netz abgebildet.

Weiterer Forschungsbedarf besteht auch bei der Modellierung hartmagnetischer MRE. Hier
zeigt sich, dass neben den Eigenschaften von Partikeln und Matrix auch Informationen tiber die
Grenzschicht benotigt werden [158, 163]. Dabei stellt sich die Frage, wie Schadigungsprozes-
se experimentell ermittelbar sind, um diese einem geeigneten Modell zuganglich zu machen.
Unter Voraussetzung solcher Daten ist bspw. die Verwendung von Kohisivzonen-Elementen
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in FE-Simulationen denkbar. Weiterhin erfordert die simulative Analyse dieser Materialklasse
die Anwendung von Algorithmen zur Neuvernetzung wihrend der Berechnung. Nur so ldsst
sich eine stabile Simulation bis hin zu sehr geringen Steifigkeiten erzielen.

Die vorgeschlagenen Verbesserungen und Erweiterungen der entwickelten Modellierungs-
strategie stellen wesentliche Schritte hin zur quantitativen Vorhersage des Verhaltens von
MRE dar. Durch virtuelles Designen kann so in Zukunft die Nutzung dieser vielversprechen-
den Materialien in technischen Anwendungen vorangetrieben werden.

119



Literaturverzeichnis

(1]

[13]

[14]

120

ABALL B. & QUEIRUGA, A.: Theory and computation of electromagnetic fields and ther-
momechanical structure interaction for systems undergoing large deformations. Jour-
nal of Computational Physics 394 (2019), S. 200-231.

ALTENBACH, H.: Kontinuumsmechanik: Einfiihrung in die materialunabhdngigen und
materialabhdngigen Gleichungen. 2. Aufl. Berlin: Springer Vieweg, 2012.

Asapi KHANOUKI, M.; SEDAGHATI, R. & HEMMATIAN, M.: Experimental characteriza-
tion and microscale modeling of isotropic and anisotropic magnetorheological elasto-
mers. Composites Part B: Engineering 176 (2019), S. 107311.

BALzANI, D.; SCHEUNEMANN, L.; BRANDS, D. & SCHRODER, J.: Construction of two-
and three-dimensional statistically similar RVEs for coupled micro-macro simulations.
Computational Mechanics 54.5 (2014), S. 1269-1284.

BasTtolra, A. K. & HossAIN, M.: A review on magneto-mechanical characterizations of
magnetorheological elastomers. Composites Part B: Engineering 200 (2020), S. 108348.

Becker, T. I.; BOHM, V.; CHAVEZ VEGA, J.; ODENBACH, S.; RAIKHER, Y. L. & ZIMMER-
MANN, K.: Magnetic-field-controlled mechanical behavior of magneto-sensitive elas-
tomers in applications for actuator and sensor systems. Archive of Applied Mechanics
89.1 (2019), S. 133-152.

BeEHROOZ, M. & GORDANINEJAD, F.: A flexible micro fluid transport system featuring
magnetorheological elastomer. Smart Materials and Structures 25.2 (2016), S. 025011.

Berytscuxko, T.; Liu, W. K;; MoraN, B. & ELkHODARY, K. L.: Nonlinear finite elements
for continua and structures. Second edition. Chichester, West Sussex, United Kingdom:
Wiley, 2014.

BENGIsU, M. & FERRARA, M.: Materials that Move: Smart Materials, Intelligent Design.
Springer, 2018.

BERGQVIST, A.: Magnetic vector hysteresis model with dry friction-like pinning. Phy-
sica B: Condensed Matter 233.4 (1997), S. 342-347.

BILLER, A. M.; STOLBOV, O. V. & RAIKHER, Y. L.: Modeling of particle interactions in
magnetorheological elastomers. Journal of Applied Physics 116.11 (2014), S. 114904.

BoDpELOT, L.; VOROPAIEFF, J.-P. & POSSINGER, T.: Experimental investigation of the cou-
pled magneto-mechanical response in magnetorheological elastomers. Experimental
Mechanics 58.2 (2018), S. 207-221.

Borin, D. Y.; STEPANOV, G. V. & ODENBACH, S.: Tuning the tensile modulus of magne-
torheological elastomers with magnetically hard powder. Journal of Physics: Conference
Series 412 (2013), S. 012040.

BRUMMUND, J.: “Eine Notiz zur Ableitung von Sprungbedingungen und Feldgleichun-
gen in einer Fliche aus den zugehorigen Feldgleichungen im Raum mittels Distribu-
tionen und Anwendungen”. Dresden, 2013.



[16]

[17]

(18]

[19]

[20]

BUSTAMANTE, R.; DORFMANN, A. & OGDEN, R. W.: Numerical solution of finite geome-
try boundary-value problems in nonlinear magnetoelasticity. International Journal of
Solids and Structures 48.6 (2011), S. 874-883.

BuUsTAMANTE, R.: Transversely isotropic nonlinear magneto-active elastomers. Acta
Mechanica 210.3 (2010), S. 183-214.

BOsE, H.; RABINDRANATH, R. & EHRLICH, J.: Soft magnetorheological elastomers as new
actuators for valves. Journal of Intelligent Material Systems and Structures 23.9 (2012),
S. 989-994.

CANTERA, M. A.; BEHROOZ, M.; GIBSON, R. F. & GORDANINEJAD, F.: Modeling of magneto-
mechanical response of magnetorheological elastomers (MRE) and MRE-based sys-
tems: a review. Smart Materials and Structures 26.2 (2017), S. 023001.

CARLSON, J. D. & Jorry, M. R.: MR fluid, foam and elastomer devices. Mechatronics
10.4-5 (2000), S. 555-569.

CHATZIGEORGIOU, G.; JAVILI, A. & STEINMANN, P.: Unified magnetomechanical homo-
genization framework with application to magnetorheological elastomers. Mathema-
tics and Mechanics of Solids 19.2 (2014), S. 193-211.

CHAVEZ VEGA, ].; KAuFHOLD, T.; BOHM, V.; BECKER, T.; ZIMMERMANN, K.; MARTENS, M.;
SCHILLING, M.; GUNDERMANN, T. & ODENBACH, S.: Field-induced plasticity of magneto-
sensitive elastomers in context with soft robotic gripper applications. PAMM 17.1 (2017),
S. 23-26.

CoLEMAN, B. D. & Notr, W.: The thermodynamics of elastic materials with heat con-
duction and viscosity. Archive for Rational Mechanics and Analysis 13.1 (1963), S. 167—
178.

CREMER, P.; LOWEN, H. & MENZEL, A. M.: Tailoring superelasticity of soft magnetic
materials. Applied Physics Letters 107.17 (2015), S. 171903.

Danas, K.: Effective response of classical, auxetic and chiral magnetoelastic materials
by use of a new variational principle. Journal of the Mechanics and Physics of Solids 105
(2017), S. 25-53.

DaNas, K.; KANKANALA, S. & TRIANTAFYLLIDIS, N.: Experiments and modeling of iron-
particle-filled magnetorheological elastomers. Journal of the Mechanics and Physics of
Solids 60.1 (2012), S. 120-138.

DENG, H.-x.; GoNg, X.-. & WANG, L.-h.: Development of an adaptive tuned vibrati-
on absorber with magnetorheological elastomer. Smart Materials and Structures 15.5
(2006), N111-N116.

DESTRADE, M.; SACCOMANDI, G. & SGURA, L: Methodical Fitting for Mathematical Mo-
dels of Rubber-like Materials. Proceedings of the Royal Society A: Mathematical, Physical
and Engineering Sciences 473.2198 (2017), S. 20160811.

DIGUET, G.; BEAUGNON, E. & CAVAILLE, J. Y.: Shape effect in the magnetostriction of
ferromagnetic composite. Journal of Magnetism and Magnetic Materials 322.21 (2010),
S.3337-3341.

DoHMEN, E.: Zum einsatz magnetischer hybridmaterialien in adaptiven leichtbaustruk-
turen. Diss. TU Dresden, 2016.

121



Literaturverzeichnis

[30] DorrmANN, A. & OGDEN, R. W.: Magnetoelastic modelling of elastomers. European
Journal of Mechanics - A/Solids 22.4 (2003), S. 497-507.

[31] DorrmanN, A. & OGDEN, R. W.: Nonlinear magnetoelastic deformations. Quarterly
Journal of Mechanics and Applied Mathematics 57.4 (2004), S. 599-622.

[32] DorrMaNN, A. & OGDEN, R. W.: Nonlinear magnetoelastic deformations of elastomers.
Acta Mechanica 167.1-2 (2004), S. 13-28.

[33] Du, H,; L1, W. & ZHANG, N.: Semi-active variable stiffness vibration control of vehicle
seat suspension using an MR elastomer isolator. Smart Materials and Structures 20.10
(2011), S. 105003.

[34] ERINGEN, A. C. & MAUGIN, G. A.: Electrodynamics of continua I: Foundations and solid
media. New York: Springer, 1990.

[35] FiscHER, L. & MENZEL, A. M.: Magnetically induced elastic deformations in model sys-
tems of magnetic gels and elastomers containing particles of mixed size. Smart Mate-
rials and Structures 30.1 (2020), S. 014003.

[36] Frory, P.: Thermodynamic relations for high elastic materials. Transactions of the Fa-
raday Society 57 (1961), S. 829-838.

[37] GaLipEAU, E. & PONTE CASTANEDA, P.: The effect of particle shape and distribution on
the macroscopic behavior of magnetoelastic composites. International Journal of Solids
and Structures 49.1 (2012), S. 1-17.

[38] GaLipEAU, E. & PONTE CASTANEDA, P.: A finite-strain constitutive model for magne-
torheological elastomers: Magnetic torques and fiber rotations. Journal of the Mecha-
nics and Physics of Solids 61.4 (2013), S. 1065-1090.

[39] GaLipeav, E.; RUDYKH, S.; DEBOTTON, G. & PONTE CASTANEDA, P.: Magnetoactive elas-
tomers with periodic and random microstructures. International Journal of Solids and
Structures 51.18 (2014), S. 3012-3024.

[40] Gao, W. & WANG, X.: Steady shear characteristic and behavior of magneto-thermo-
elasticity of isotropic MR elastomers. Smart Materials and Structures 25.2 (2016), S. 025026.

[41] Garcia-Gonzalez, D. & HossaIn, M.: A microstructural-based approach to model
magneto-viscoelastic materials at finite strains. International Journal of Solids and Struc-
tures 208-209 (2021), S. 119-132.

[42] GEBHART, P.; ATTARAN, A. & WALLMERSPERGER, T.: Multiphysics modeling of porous
ferrogels at finite strains. Physical Sciences Reviews (2020).

[43] GEBHART, P. & WALLMERSPERGER, T.: A general framework for the modeling of porous
ferrogels at finite strains. Journal of the Mechanics and Physics of Solids 122 (2019),
S. 69-83.

[44] GINDER, J. M,; CLARK, S. M.; SCHLOTTER, W. F. & NicHots, M. E.: Magnetostrictive
Phenomena in Magnetorheological Elastomers. International Journal of Modern Physics
B 16.17-18 (2002), S. 2412-2418.

[45] GINDER, J. M; NicHOLS, M. E.; ELIE, L. D. & TARDIFF, J. L.: “Magnetorheological elas-
tomers: properties and applications”. Hrsg. von WuTTIG, M. R. Newport Beach, CA,
1999, S. 131-138.

122



[59]

[60]

GOLDMANN, J.: Schiadigungsprognose mittels Homogenisierung und mikromechani-
scher Materialcharakterisierung. Diss. TU Dresden, 2018.

GOSHKODERIA, A. & RUDYKH, S.: Stability of magnetoactive composites with periodic
microstructures undergoing finite strains in the presence of a magnetic field. Compo-
sites Part B: Engineering 128 (2017), S. 19-29.

GrEVE, R.: Kontinuumsmechanik Ein Grundkurs fiir Ingenieure und Physiker. Berlin:
Springer Berlin, 2013.

GRroOT, S. R. de & SutTORP, L. G.: Foundations of electrodynamics. Amsterdam: North-
Holland Publishing Company, 1972.

Gross, D. & SEELIG, T.: Bruchmechanik: mit einer Einfiihrung in die Mikromechanik. 3.,
neu bearb. und erw. Aufl. Berlin: Springer, 2001.

Guan, X.; Dong, X. & Ou, J.: Magnetostrictive effect of magnetorheological elastomer.
Journal of Magnetism and Magnetic Materials 320.3-4 (2008), S. 158-163.

GUDMUNDSSON, L.: A Feasibility Study of Magnetorheological Elastomers for a Potential
Application in Prosthetic Devices. Masterarbeit. University of Iceland, 2011.

HaASEMANN, G.; KASTNER, M. & ULBRICHT, V.: “Multi-Scale Modelling and Simulation
of Textile Reinforced Materials”. IIl European Conference on Computational Mechanics.
Hrsg. von MOTASOARES, C. A.; MARTINS, J. A. C.; RODRIGUES, H. C.; AMBROSIO, J. A. C.;
PiNA, C. A. B.; MOTASOARES, C. M.; PEREIRA, E. B. R. & FoLGADO, J. Dordrecht: Springer
Netherlands, 2006, S. 510-510.

HALDAR, K.; KIEFER, B. & MENZEL, A.: Finite element simulation of rate-dependent
magneto-active polymer response. Smart Materials and Structures 25.10 (2016), S. 104003.

HaN, Y.; MoH1A, A.; HuANG, X.; HONG, W. & FAIDLEY, L. E.: Magnetostriction and Field
Stiffening of Magneto-Active Elastomers. International Journal of Applied Mechanics
7.1 (2015), S. 1550001.

HauprT, P.: Continuum Mechanics and Theory of Materials. Berlin, Heidelberg: Springer
Berlin Heidelberg, 2000.

HENROTTE, F. & HAMEYER, K.: A dynamical vector hysteresis model based on an energy
approach. IEEE Transactions on Magnetics 42.4 (2006), S. 899-902.

HENROTTE, F.; NICOLET, A. & HAMEYER, K.: An energy-based vector hysteresis model
for ferromagnetic materials. COMPEL - The international journal for computation and
mathematics in electrical and electronic engineering 25.1 (2006). Hrsg. von DEMENKO,
A., S.71-80.

HirL, R.: Elastic properties of reinforced solids: Some theoretical principles. Journal of
the Mechanics and Physics of Solids 11.5 (1963), S. 357 -372.

HripTMAIR, F.; MAJOR, Z.; HAGBLACHER, R. & HILD, S.: Design and application of per-
manent magnet flux sources for mechanical testing of magnetoactive elastomers at
variable field directions. Review of Scientific Instruments 86.8 (2015), S. 085107.

HorzapreL, G. A.: Nonlinear solid mechanics - A continuum approach for engineering.
Chichester: John Wiley & Sons, 2000.

123



Literaturverzeichnis

[62] Hu, W.; LuM, G. Z.; MASTRANGELI, M. & SITTI, M.: Small-scale soft-bodied robot with
multimodal locomotion. Nature 554.7690 (2018), S. 81-85.

[63] HUBER, C. et al.: 3D print of polymer bonded rare-earth magnets, and 3D magnetic field
scanning with an end-user 3D printer. Applied Physics Letters 109.16 (2016), S. 162401.

[64] IBANEZ, R.; ABISSET-CHAVANNE, E.; GONZALEZ, D.; Duval, J.-L.; CUETO, E. & CHINES-
TA, F.: Hybrid constitutive modeling: data-driven learning of corrections to plasticity
models. International Journal of Material Forming 12.4 (2019), S. 717-725.

[65] ITskov, M. & Kuiém, V. N.: A polyconvex anisotropic free energy function for electro-
and magneto-rheological elastomers. Mathematics and Mechanics of Solids 21.9 (2016),
S.1126-1137.

[66] JacksoN, J. D.: Klassische elektrodynamik. 4. Aufl. Berlin: Walter de Gruyter, 2006.

[67] JaviLi, A.; CHATZIGEORGIOU, G. & STEINMANN, P.: Computational homogenization in
magneto-mechanics. International Journal of Solids and Structures 50.25-26 (2013), S. 4197-
4216.

[68] JiLEs, D.: Introduction to magnetism and magnetic materials. Third edition. Boca Raton:
CRC Press, Taylor & Francis Group, 2016.

[69] JiLEs, D. & ATHERTON, D.: Theory of ferromagnetic hysteresis. Journal of Magnetism
and Magnetic Materials 61.1 (1986), S. 48 —60.

[70] Joiry, M.R.; CaRLSON, ]J. D. & MuRoz, B. C.: A model of the behaviour of magnetorheo-
logical materials. Smart Materials and Structures 5.5 (1996), S. 607-614.

[71] Jorry, M. R.; CARLSON, J. D.; MURNoOz, B. C. & BuLLIONS, T. A.: The Magnetoviscoelastic
Response of Elastomer Composites Consisting of Ferrous Particles Embedded in a Po-
lymer Matrix. Journal of Intelligent Material Systems and Structures 7.6 (1996), S. 613—
622.

[72] Karina, K. A.; BRUMMUND, J; METsCH, P; KASTNER, M; Borin, D. Y.; LINKE, J. M. &
ODENBACH, S: Modeling of magnetic hystereses in soft MREs filled with NdFeB parti-
cles. Smart Materials and Structures 26.10 (2017), S. 105019.

[73] Karina, K. A;; MeTscH, P.; BRUMMUND, J. & KASTNER, M.: Development of a Ma-
cro-Model for Magnetorheological Elastomers based on Microscopic Simulations. PAMM
19.1 (2019).

[74] Karina, K. A,; METSCH, P.; BRUMMUND, J. & KASTNER, M.: A macroscopic model for
magnetorheological elastomers based on microscopic simulations. International Jour-
nal of Solids and Structures 193-194 (2020), S. 200-212.

[75] Karina, K. A;; METscH, P. & KASTNER, M.: Microscale modeling and simulation of
magnetorheological elastomers at finite strains: A study on the influence of mechanical
preloads. International Journal of Solids and Structures 102-103 (2016), S. 286-296.

[76] Karina, K. A.; RABLOFF, A.; WOLLNER, M.; METSCH, P.; BRUMMUND, J. & KASTNER, M.:
Multiscale modeling and simulation of magneto-active elastomers based on experi-
mental data. Physical Sciences Reviews (2020), S. 20200012.

[77] KANKANALA, S. & TRIANTAFYLLIDIS, N.: On finitely strained magnetorheological elas-
tomers. Journal of the Mechanics and Physics of Solids 52.12 (2004), S. 2869 —2908.

124



[80]

[81]

(89]

KaRraca, H. E.; KARAMAN, L.; BASARAN, B.; REN, Y.; CHUMLYAKOV, Y. I. & MAIER, H. J.:
Magnetic Field-Induced Phase Transformation in NiMnColn Magnetic Shape-Memory
Alloys-A New Actuation Mechanism with Large Work Output. Advanced Functional
Materials 19.7 (2009), S. 983-998.

KEIP, M.-A. & SRIDHAR, A.: A variationally consistent phase-field approach for micro-
magnetic domain evolution at finite deformations. Journal of the Mechanics and Physics
of Solids 125 (2019), S. 805-824.

KEerp, M.-A. & RAMBAUSEK, M.: A multiscale approach to the computational characte-
rization of magnetorheological elastomers. International Journal for Numerical Methods
in Engineering 107.4 (2016), S. 338-360.

KEerp, M.-A. & RaMBAUSEK, M.: Computational and analytical investigations of shape
effects in the experimental characterization of magnetorheological elastomers. Inter-
national Journal of Solids and Structures 121 (2017), S. 1-20.

KEerp, M. & PoLukHOV, E.: Computational stability analysis of magnetorheological elas-
tomers across scales. PAMM 18.1 (2018).

KIEFER, B. & LacouDpas, D. C.: Magnetic field-induced martensitic variant reorientation
in magnetic shape memory alloys. Philosophical Magazine 85.33-35 (2005), S. 4289-
4329.

KIEFER, B. & LAGouDpas, D.: Modeling the Coupled Strain and Magnetization Respon-
se of Magnetic Shape Memory Alloys under Magnetomechanical Loading. Journal of
Intelligent Material Systems and Structures 20.2 (2009), S. 143-170.

KM, Y.; PARADA, G. A; L1u, S. & ZHAO, X.: Ferromagnetic soft continuum robots. Sci-
ence Robotics 4.33 (2019).

KRreissi, P.; Horm, C. & WEEBER, R.: Frequency-dependent magnetic susceptibility of
magnetic nanoparticles in a polymer solution: a simulation study. Soft Matter 17.1
(2021), S. 174-183.

KASTNER, M.: Skaleniibergreifende Modellierung und Simulation des mechanischen
Verhaltens von textilverstirktem Polypropylen unter Nutzung der XFEM. Diss. TU
Dresden, 2009.

LEFEVRE, V.; DANAS, K. & LoPEZ-PAMIES, O.: Two families of explicit models construc-
ted from a homogenization solution for the magnetoelastic response of MREs contai-
ning iron and ferrofluid particles. International Journal of Non-Linear Mechanics 119
(2020), S. 103362.

LEONARD, M.; WANG, N.; LorEz-PAaMIES, O. & NAKAMURA, T.: The nonlinear elastic
response of filled elastomers: Experiments vs. theory for the basic case of particulate
fillers of micrometer size. Journal of the Mechanics and Physics of Solids 135 (2020),
S. 103781.

L1, W. H,; Zrou, Y. & T1aN, T. F.: Viscoelastic properties of MR elastomers under har-
monic loading. Rheologica Acta 49.7 (2010), S. 733-740.

L1, Y; L1 J.; L1, W. & Du, H.: A state-of-the-art review on magnetorheological elastomer
devices. Smart Materials and Structures 23.12 (2014), S. 123001.

125



Literaturverzeichnis

[92]

(93]

[94]

[95]

[96]

[100]

[101]

[102]

[103]

[104]

[105]

[106]

126

L1, Y.; L1, J; Tian, T. & L1, W.: A highly adjustable magnetorheological elastomer base
isolator for applications of real-time adaptive control. Smart Materials and Structures
22.9 (2013), S. 095020.

LINKE, J.; BoRIN, D. Y. & ODENBACH, S.: First-order reversal curve analysis of magne-
toactive elastomers. RSC Advances 6.102 (2016), S. 100407-100416.

LINNEMANN, K.; KLINKEL, S. & WAGNER, W.: A constitutive model for magnetostrictive
and piezoelectric materials. International Journal of Solids and Structures 46.5 (2009),
S. 1149-1166.

LINNEMANN, K.: Magnetostriktive und piezoelektrische Materialien: konstitutive Mo-
dellierung und Finite-Elemente-Formulierung. Diss. Universitat Fridericiana zu Karls-
ruhe (TH), 2008.

L1u, Y.; CHEN, S.; TAN, X. & Cao, C.: A Finite Element Framework for Magneto-Actuated
Large Deformation and Instability of Slender Magneto-Active Elastomers. Internatio-
nal Journal of Applied Mechanics 12.01 (2020), S. 2050013.

LOKANDER, M. & STENBERG, B.: Improving the magnetorheological effect in isotropic
magnetorheological rubber materials. Polymer Testing 22.6 (2003), S. 677-680.

Lux, C.: Modellierung, Simulation und Homogenisierung des magnetomechanischen
Feldproblems fiir magnetorheologische Elastomere. Diss. TU Dresden, 2016.

Ma, B.; HERCHENROEDER, J.; SMITH, B; SupA, M; BRowN, D. & CHEN, Z: Recent de-
velopment in bonded NdFeB magnets. Journal of Magnetism and Magnetic Materials
239.1-3 (2002), S. 418-423.

MARTIN, J. E.; ANDERSON, R. A.; READ, D. & GULLEY, G.: Magnetostriction of field-
structured magnetoelastomers. Physical Review E 74.5 (2006), S. 051507.

MARTIN, J. E.; ANDERSON, R. A. & WILLIAMSON, R. L.: Generating strange magnetic and
dielectric interactions: Classical molecules and particle foams. The Journal of chemical
physics 118.3 (2003), S. 1557-1570.

MELENEV, P.; RAIKHER, Y.; STEPANOV, G.; Rusakov, V. & PoLyGALoVA, L.: Modeling of
the Field-Induced Plasticity of Soft Magnetic Elastomers. Journal of Intelligent Material
Systems and Structures 22.6 (2011), S. 531-538.

MENZEL, A. M.: Mesoscopic characterization of magnetoelastic hybrid materials: ma-
gnetic gels and elastomers, their particle-scale description, and scale-bridging links.
Archive of Applied Mechanics 89.1 (2019), S. 17-45.

METscH, P.; KALINA, K. A.; BRUMMUND, J. & KASTNER, M.: Two- and three-dimensional
modeling approaches in magneto-mechanics: a quantitative comparison. Archive of
Applied Mechanics 89.1 (2019), S. 47-62.

METscH, P.; KaLina, K. A.; SPIELER, C. & KASTNER, M.: A numerical study on ma-
gnetostrictive phenomena in magnetorheological elastomers. Computational Materials
Science 124 (2016), S. 364-374.

METscH, P.; ScaMmIpT, H.; SINDERSBERGER, D.; KALINA, K. A.; BRUMMUND, J.; AUERN-
HAMMER, G. K.; MONKMAN, G.J. & KASTNER, M.: Field-induced interactions in magneto-
active elastomers - A comparison of experiments and simulations. Smart Materials and
Structures 29.8 (2020).



[107]

[108]

[109]

[110]

[111]

[112]

[113]

[114]

[115]

[116]

[117]

[118]

[119]

[120]
[121]

[122]

MIEHE, C.; RosaTo, D. & KIEFER, B.: Variational principles in dissipative electro-magneto-
mechanics: A framework for the macro-modeling of functional materials. International
FJournal for Numerical Methods in Engineering 86.10 (2011), S. 1225-1276.

MIEHE, C.: Comparison of two algorithms for the computation of fourth-order isotropic
tensor functions. Computers & structures 66.1 (1998), S. 37-43.

MIEHE, C. & KEcK, J.: Superimposed finite elastic-viscoelastic-plastoelastic stress re-
sponse with damage in filled rubbery polymers. Experiments, modelling and algorith-
mic implementation. Journal of the Mechanics and Physics of Solids 48.2 (2000), S. 43.

MiEeHE, C.; KIEFER, B. & RosaTo, D.: An incremental variational formulation of dissi-
pative magnetostriction at the macroscopic continuum level. International Journal of
Solids and Structures 48.13 (2011), S. 1846-1866.

MIEHE, C. & LAMBRECHT, M.: Algorithms for computation of stresses and elasticity
moduli in terms of Seth-Hill’s family of generalized strain tensors. Communications in
Numerical Methods in Engineering 17.5 (2001), S. 337-353.

MIEHE, C.; VALLICOTTI, D. & TEICHTMEISTER, S.: Homogenization and multiscale stabi-
lity analysis in finite magneto-electro-elasticity. Application to soft matter EE, ME and
MEE composites. Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering 300 (2016),
S. 294-346.

MUKHERJEE, D. & DaNas, K.: An evolving switching surface model for ferromagnetic
hysteresis. Journal of Applied Physics 125.3 (2019), S. 033902.

MUKHERJEE, D.: Theoretical and numerical modeling of magnetorheological elasto-
mers comprising magnetically soft and hard particles. Diss. Ecole Polytechnique, 2020.

MUKHERJEE, D.; BoDELOT, L. & DANAs, K.: Microstructurally-guided explicit continu-
um models for isotropic magnetorheological elastomers with iron particles. Internatio-
nal Journal of Non-Linear Mechanics 120 (2019), S. 103380.

MUKHERJEE, D.; RAMBAUSEK, M. & DaNas, K.: An explicit dissipative model for isotro-
pic hard magnetorheological elastomers. Journal of the Mechanics and Physics of Solids
151 (2021), S. 104361.

MutLins, L.: Effect of stretching on the properties of rubber. Rubber Chemistry and
Technology 21.2 (1948), S. 281-300.

ODENBACH, S.: Recent progress in magnetic fluid research. Journal of Physics: Conden-
sed Matter 16.32 (2004), R1135-R1150.

ODENBACH, S. E.: Ferrofluids: Magnetically Controllable Fluids and Their Applications.
Berlin, Heidelberg: Springer Lecture Notes in Physics 594, 2003.

OGDEN, R. W.: Non-linear elastic deformations. Mineola, N.Y: Dover Publications, 1997.

Pao, Y.-H.: “Electromagnetic forces in deformable continua”. Mechanics today. Hrsg.
von NEMAT-NASSER, S. Bd. 4. Pergamon Press, 1978, S. 209-305.

PELTERET, J.-P.; DavyDOV, D.; MCBRIDE, A.; VU, D. K. & STEINMANN, P.: Computational
electro-elasticity and magneto-elasticity for quasi-incompressible media immersed in
free space. International Journal for Numerical Methods in Engineering 108.11 (2016),
S. 1307-1342.

127



Literaturverzeichnis

[123]

[124]

[125]

[126]

[127]

[128]

[129]

[130]

[131]

[132]

[133]

[134]

[135]

[136]

[137]

128

PELTERET, ].-P. & STEINMANN, P.: Magneto-active polymers: fabrication, characterisati-
on, modelling and simulation at the micro- and macro-scale. Berlin, Boston: De Gruyter,
2019.

PETRA, C. G,; SCHENK, O. & ANITESCU, M.: Real-time stochastic optimization of com-
plex energy systems on high-performance computers. IEEE Computing in Science &
Engineering 16.5 (2014), S. 32—-42.

PETRA, C. G.; SCHENK, O.; LUBIN, M. & GARTNER, K.: An augmented incomplete fac-
torization approach for computing the Schur complement in stochastic optimization.
SIAM Journal on Scientific Computing 36.2 (2014), S. C139-C162.

PoruknoV, E. & KEIP, M.-A.: Multiscale stability analysis of periodic magnetorheolo-
gical elastomers. Mechanics of Materials (2020), S. 103699.

PoNTE CASTANEDA, P. & GALIPEAU, E.: Homogenization-based constitutive models for
magnetorheological elastomers at finite strain. Journal of the Mechanics and Physics of
Solids 59.2 (2011), S. 194-215.

PreisacH, F.: Uber die magnetische Nachwirkung. Zeitschrift fiir Physik 94.5-6 (1935),
S. 277-302.

PRIGOZHIN, L.; SOKOLOVSKY, V.; BARRETT, J. W. & ZIRKA, S. E.: On the Energy-Based Va-
riational Model for Vector Magnetic Hysteresis. IEEE Transactions on Magnetics 52.12
(2016), S. 1-11.

PsARRA, E.; BoDELOT, L. & DANAs, K.: Two-field surface pattern control via marginally
stable magnetorheological elastomers. Soft Matter 13.37 (2017), S. 6576-6584.

Puijiz, M.; HUANG, S.; AUERNHAMMER, G. K. & MENZEL, A. M.: Forces on Rigid In-
clusions in Elastic Media and Resulting Matrix-Mediated Interactions. Physical Review
Letters 117.23 (2016), S. 238003.

Puijiz, M.; HUANG, S.; KaLINA, K. A.; NOowAK, J.; ODENBACH, S.; KASTNER, M.; AU-
ERNHAMMER, G. K. & MENZEL, A. M.: Reversible magnetomechanical collapse: virtual
touching and detachment of rigid inclusions in a soft elastic matrix. Soft Matter 14.33
(2018), S. 6809-6821.

POsSINGER, T.: Experimental characterization, modeling and simulation of magneto-
rheological elastomers. Diss. Ecole Polytechnique, 2015.

RAMBAUSEK, M. & KE1P, M.-A.: Analytical estimation of non-local deformation-mediated
magneto-electric coupling in soft composites. Proceedings of the Royal Society A: Ma-
thematical, Physical and Engineering Sciences 474.2216 (2018), S. 20170803.

RAMBAUSEK, M.: Magneto-electro-elasticity of soft bodies across scales. Diss. Univer-
sitit Stuttgart, 2020.

RAMBAUSEK, M.; Gokuzium, F. S.; NeuyeN, L. T. K. & Kerp, M.: A two-scale FE-FFT

approach to nonlinear magneto-elasticity. International Journal for Numerical Methods
in Engineering 117.11 (2019), S. 1117-1142.

RoMErs, D.; METscH, P.; KASTNER, M. & SAPHIANNIKOVA, M.: Theoretical models for
magneto-sensitive elastomers: A comparison between continuum and dipole approa-
ches. Physical Review E 95.4 (2017), S. 042501.



[138]

[139]

[140]

[141]

[142]

[143]

[144]

[145]

[146]

[147]

[148]

[149]

[150]

[151]

[152]

RomEis, D.; TosHCHEVIKOV, V. & SAPHIANNIKOVA, M.: Elongated micro-structures in
magneto-sensitive elastomers: a dipolar mean field model. Soft Matter 12 (2016), S. 9364-
9376.

RupykH, S. & BERTOLDI, K.: Stability of anisotropic magnetorheological elastomers in
finite deformations: A micromechanical approach. Journal of the Mechanics and Physics
of Solids 61.4 (2013), S. 949-967.

Saras, E. & BUSTAMANTE, R.: Numerical solution of some boundary value problems
in nonlinear magneto-elasticity. Journal of Intelligent Material Systems and Structures
26.2 (2015), S. 156-171.

SAVELIEV, D. V. et al.: Giant Extensional Strain of Magnetoactive Elastomeric Cylinders
in Uniform Magnetic Fields. Materials 13.15 (2020), S. 3297.

SAXENA, P.; HossaIN, M. & STEINMANN, P.: A theory of finite deformation magneto-
viscoelasticity. International Journal of Solids and Structures 50.24 (2013), S. 3886-3897.

SAXENA, P.; HossaIN, M. & STEINMANN, P.: Nonlinear magneto-viscoelasticity of trans-
versally isotropic magneto-active polymers. Proceedings of the Royal Society A: Mathe-
matical, Physical and Engineering Sciences 470.2166 (2014), S. 20140082.

SAXENA, P.; PELTERET, ].-P. & STEINMANN, P.: Modelling of iron-filled magneto-active
polymers with a dispersed chain-like microstructure. European Journal of Mechanics -
A/Solids 50 (2015), S. 132-151.

SCHEUNEMANN, L.; BALZANTI, D.; BRANDS, D. & SCHRODER, ].: Design of 3D statistically
similar Representative Volume Elements based on Minkowski functionals. Mechanics
of Materials 90 (2015), S. 185-201.

SCHRODER, J. & Hackt, K., Hrsg.: Plasticity and beyond: microstructures, crystal-plasticity
and phase transitions. Courses and lectures / International Centre for Mechanical Sci-
ences 550. Wien: Springer, 2014.

ScHUBERT, G.: Manufacture, characterisation and modelling of magneto-rheological
elastomers. Diss. University of Glasgow, 2014.

ScHUMANN, M; BoriN, D. Y.; HUANG, S; AUERNHAMMER, G. K.; MULLER, R & ODENBACH,
S: A characterisation of the magnetically induced movement of NdFeB-particles in
magnetorheological elastomers. Smart Materials and Structures 26.9 (2017), S. 095018.

SETTGAST, C.; ABENDROTH, M. & Kuna, M.: Constitutive modeling of plastic deformati-
on behavior of open-cell foam structures using neural networks. Mechanics of Materials
131 (2019), S. 1-10.

SETTGAST, C.; HUTTER, G.; Kuna, M. & ABENDROTH, M.: A hybrid approach to simula-
te the homogenized irreversible elastic-plastic deformations and damage of foams by
neural networks. International Journal of Plasticity 126 (2020), S. 102624.

Simo, J. C. & HuGHES, T. J. R.: Computational inelasticity. Corr. 2. print. Interdisciplinary
applied mathematics Mechanics and materials 7. New York, NY: Springer, 2000.

SKALON, M.; GORTLER, M.; MEIER, B.; ARNEITZ, S.; URBAN, N.; MITSCHE, S.; HUBER, C.;
FRANKE, J. & SommitscH, C.: Influence of Melt-Pool Stability in 3D Printing of NdFeB
Magnets on Density and Magnetic Properties. Materials 13.1 (2019), S. 139.

129



Literaturverzeichnis

[153]

[154]

[155]

[156]

[157]

[158]

[159]

[160]

[161]

[162]

[163]

[164]

[165]

[166]

130

SoRIA-HERNANDEZ, C.; PALACIOS-PINEDA, L.; ELIAS-ZURNIGA, A.; PERALES-MARTINEZ, 1.
& MARTINEZ-ROMERO, O.: Investigation of the Effect of Carbonyl Iron Micro-Particles
on the Mechanical and Rheological Properties of Isotropic and Anisotropic MREs: Con-
stitutive Magneto-Mechanical Material Model. Polymers 11.10 (2019), S. 1705.

SPIELER, C.; KASTNER, M.; GOLDMANN, J.; BRUMMUND, J. & ULBRICHT, V.: XFEM mode-
ling and homogenization of magnetoactive composites. Acta Mechanica 224.11 (2013),
S. 2453-2469.

STARK, S.; SEMENOV, A. S. & BALKE, H.: On the boundary conditions for the vector
potential formulation in electrostatics. International Journal for Numerical Methods in
Engineering 102.11 (2015), S. 1704-1732.

STEPANOV, G. V.; BORIN, D. Y.; BAKHTIIAROV, A. V. & STOROZHENKO, P. A.: Magnetic
properties of hybrid elastomers with magnetically hard fillers: rotation of particles.
Smart Materials and Structures 26.3 (2017), S. 035060.

STEPANOV, G. V.; BOoRIN, D. Y.; RAIKHER, Y. L.; MELENEV, P. V. & PEROV, N. S.: Motion
of ferroparticles inside the polymeric matrix in magnetoactive elastomers. Journal of
Physics: Condensed Matter 20.20 (2008), S. 204121.

SANCHEZ, P. A.; GUNDERMANN, T.; DOBROSERDOVA, A.; KANTOROVICH, S. S. & ODEN-
BACH, S.: Importance of matrix inelastic deformations in the initial response of magne-
tic elastomers. Soft Matter 14.11 (2018), S. 2170-2183.

TEeRADA, K ; KATO, J.; HIRAYAMA, N.; INUGAL T. & YAMAMOTO, K.: A method of two-scale
analysis with micro-macro decoupling scheme: application to hyperelastic composite
materials. Computational Mechanics 52.5 (2013), S. 1199-1219.

Tian, T. F; L1, W. H.; Arict, G; Du, H. & DENG, Y. M.: Microstructure and magne-
torheology of graphite-based MR elastomers. Rheologica Acta 50.9-10 (2011), S. 825—
836.

Tian, T. F; L, W. H. & DENG, Y. M.: Sensing capabilities of graphite based MR elasto-
mers. Smart Materials and Structures 20.2 (2011), S. 025022.

ToRQUATO, S.: Random heterogeneous materials: microstructure and macroscopic proper-
ties. Interdisciplinary applied mathematics 16. New York, NY: Springer, 2002.

VagaNov, M. V.; BoriN, D. Y.; ODENBACH, S. & RAIKHER, Y. L.: Modeling the magneto-
mechanical behavior of a multigrain magnetic particle in an elastic environment. Soft
Matter 15.24 (2019), S. 4947-4960.

VARGA, Z.; F1iLipcsEl G. & ZRrRiNYI, M.: Magnetic field sensitive functional elastomers
with tuneable elastic modulus. Polymer 47.1 (2006), S. 227-233.

VATANDOOST, H.; SEDAGHATI, R.; RAKHE]A, S. & HEMMATIAN, M.: Effect of pre-strain
on compression mode properties of magnetorheological elastomers. Polymer Testing
93 (2021), S. 106888.

VOGEL, F.; BUSTAMANTE, R. & STEINMANN, P.: On some mixed variational principles in
magneto-elastostatics. International Journal of Non-Linear Mechanics 51 (2013), S. 157-
169.



[167]

[168]

[169]

[170]

[171]

[172]

[173]

[174]

[175]

VoLkova, T.; Boum, V.; KaurHoLD, T.; Porp, J.; BECKER, F.; BoriN, D.; STEPANOV, G.
& ZIMMERMANN, K.: Motion behaviour of magneto-sensitive elastomers controlled by
an external magnetic field for sensor applications. Journal of Magnetism and Magnetic
Materials (2016).

WaNG, Y.; ZHANG, X.; OH, J. & CHUNG, K.: Fabrication and properties of magnetorheo-
logical elastomers based on CR/ENR self-crosslinking blends. Smart Materials and Struc-
tures 24.9 (2015), S. 095006.

WAPLER, M. C.; LEUPOLD, J.; DRAGONU, I.; ELVERFELD, D. von; ZAITSEV, M. & WALLRA-
BE, U.: Magnetic properties of materials for MR engineering, micro-MR and beyond.
Journal of Magnetic Resonance 242 (2014), S. 233-242.

WEEBER, R.; KRE1SSL, P. & Horm, C.: Studying the field-controlled change of shape and
elasticity of magnetic gels using particle-based simulations. Archive of Applied Mecha-
nics (2018).

WOLLNER, M.: Experimental characterization and constitutive modeling of the mechani-
cal behavior of a silicone elastomer. Belegarbeit. Dresden, 2020.

WRIGGERS, P.: Nichtlineare Finite-Element-Methoden. Berlin, Heidelberg: Springer Ber-
lin Heidelberg, 2001.

Yanvyo, L. C. & KeLLEY, F. N.: Effect of Chain Length Distribution on the Tearing Energy
of Silicone Elastomers. Rubber Chemistry and Technology 60.1 (1987), S. 78-88.

ZABIHYAN, R.; MERGHEIM, J.; JAVILI, A. & STEINMANN, P.: Aspects of computational ho-
mogenization in magneto-mechanics: Boundary conditions, RVE size and microstruc-
ture composition. International Journal of Solids and Structures 130-131 (2018), S. 105—
121.

ZABIHYAN, R.; MERGHEIM, J.; PELTERET, J. P.; BRANDS, B. & STEINMANN, P.: FE2 simula-
tions of magnetorheological elastomers: influence of microscopic boundary conditions,
microstructures and free space on the macroscopic responses of MREs. International
Journal of Solids and Structures 193-194 (2020), S. 338-356.

131



A Tensorrechnung

A.1 Notation

Die in dieser Arbeit verwendete symbolische Tensornotation ist im Folgenden kurz zusam-
mengestellt. Dabei gelten entsprechend der in Kapitel 2 eingefithrten Konvention und dem
Raum von Tensoren n-ter Stufe gemif3 Gleichung (2.1) die Symbole T € Ly, T € L4, T € Ly,
Te £3 und T € L4.

Um die Definition der verwendeten Operationen wie Produkte und Normen eindeutig dar-
zulegen, erfolgt fiir die wesentlichen Elemente eine Uberfithrung in die Indexnotation. Dabei
gilt die EiNsTEINsche Summationskonvention, also die Summation tiber doppelt auftretende
Indizes. Eingeklammerte Indizes sind dagegen von der Summation ausgeschlossen, bspw.

3
aja = alz * Z aaj . (A1)
I=1

A.1.1 Algebra
Dyadisches Produkt, Kreuzprodukt und Skalarprodukte sind geméf;

(mA® (m)B = (min)C Akyky.. ko Blily...ly = Chiky. kel dy > (A2)
mAX (B = (m4n-1)C €kuly j Ak ks dem Bl 1, = Clyky. kemer jlo L > (A.3)
(m)A ' (n)B = (m+n*2)C Aklkz...km_lsllelz..,ln = Cklkz...km_llz...ln und (A4)
mA (B = (m4n-4C Akky..mozsis:Bsssils.dn = Chiky.. ksl (A.5)
gegeben. Ferner ist das Potenzieren eines Tensors 2. Stufe durch
Ly;2A" =A-...-AVne N, (A.6)
—_—————
n-mal

definiert. Die EukiLDische Norm sowie die FROBENIUS-Norm sind durch

la| := Va-a = vaa; und ||A]| := VA : AT = \JA Ay (A7)

gegeben.
A.1.2 Analysis

Der NaBLA-Operator kennzeichnet die vektorwertige partielle Ableitung nach den Raumko-
ordinaten und ist durch £; 3 V := e;dy, definiert. Somit ergeben sich mittels dieser Definition
Gradient, Divergenz und Rotation von Tensoren 1. und 2. Stufe zu

Vo =uvy e ey VT =Ty mem ®er ey, (A.8)
V-v=uix VT =Ty re; und (A.9)
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A.2 Spektrale Zerlegung

V X v = exmm ek VXT= eijk Tkl jei ® e . (A.10)

Schliefllich sind Ableitungen von Tensoren 1. und 2. Stufe ohne Beziehungen zwischen den
Tensorkoordinaten durch

oJa aay

%a ! a—al=5kl, (A.11)

% =1 % = 8ki01j » (A.12)

a:: —_T! ‘j_]lfl—ll - _Tk_ilTl;l und (A.13)
% = det(T) T 3d_§;§?k1) = det(Tp) Tj;' (A.14)

gegeben. Fir symmetrische Tensoren S € Ezym = {1 € Ly|T = T} gelten aufgrund der

vorhandenen Beziehung Si; = Sk dagegen

S aS, 1
<= Ekl = 5 (8101, + 8;) sowie (A.15)
ij
9571 ) Sy Loeto-1, o-le-1
K =-S E = _E(Ski Slj +SkjSli ) . (A16)

A.2 Spektrale Zerlegung

Zur Bestimmung der Spannung T € £, und der Materialtangente C € £, des OGDEN-Modells
sind die Ableitungen der Hauptsreckungen A, € R, und der Projektionstensoren M* nach C
zu bestimmen. Diese Terme werden im Folgenden unter Ausnutzung der Projektoreigenschaf-
ten gemaf} Gleichung (4.10), also

N N
C=> 2M* mit M*-MF =M@ und ' M*:=1 (A.17)

a=1 a=1
ermittelt, wobei sich aus den obigen Gleichungen zusétzlich die Relationen
M%:I=v,und dM®* : MF =0, (A.18)

mit v,, der algebraischen Vielfachheit, ermitteln lassen. Fiir die Anderung der Projektoren sind
weiterhin aus Gleichung (A.17); 3 die Relationen

dM® = 3" (dM” - MY — dM? - M) und (A.19)
Y#a
M® . dM# . MY = dM“ - My(5(a)ﬁ - 6(4)p) (A.20)
bestimmbar. Dabei bezeichnet die Summe tiber y # « eine Summation firalley € {1, ---, Ny }\

.
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A Tensorrechnung

A.2.1 Ableitung der Hauptstreckungen

Durch Bilden des totalen Differentials der Gleichung (A.17); und anschlieBende zweifache
Verjiingung mit M? ergibt sich unter Ausnutzung von Gleichung (A.18)

Ny
dC = 3" (22 dAM” + AZdM®) | : MP
a=1
N
dC: MF = 3" (204dAe M : MP 422 dM* : M)

———— e

a=1
=tr M@ 5§28 =0

dc: M# = 2A5dA g v(p) - (A.21)

Nach Einsetzen von dAg = dcAg : dC in Gleichung (A.21) folgt aus einem Vergleich der linken
und rechten Seiten der gesuchte Zusammenhang

oA
7 _ ;M(ﬁ) ] (A.22)
oC ZlﬁV(ﬁ)

Zur Formulierung von Materialgleichungen mittels des FLoRry-Splits gem&fl Gleichung (4.6)
sind auf3erdem die Ableitungen 9, _J und d, 5 A5° notwendig. Mit

N
J=] 1A (A.23)
a=1
folgt
Ny
9 _ Ve=ap
7y " Q [1+ (Ve = 1)8ap] Ad

Ny
= [ 11+ G = D8g] 222 227
a=1

——
v A6
Ny
— -1 o — -1
=vphihy [ [A% = vpdipyJ - (A.24)
a=1

Mit der Relation (A.24) und A% = J=1/32, ergibt sich unter Anwendung der Produktregel

e 3( 1 2k
e B [ Bt (A.25)
g 3 /1(,6)
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A.2 Spektrale Zerlegung

A.2.2 Ableitungen der Projektionstensoren

Die Ableitung der Projektoren M* nach C lésst sich ebenfalls aus dem totalen Differential der
Gleichung (A.17); gewinnen. Davon ausgehend ergibt sich durch skalare Multiplikation mit
den Projektoren von links und rechts sowie Ausnutzen von (A.20)

Ny
M7 dC- MY = " (245d1sM® - MF - MY + M - dMP - MY)
p=1
M? - dC - MY = 24dA (M@ 5@ + (22 - A2)dM @ - M) . (A.26)

Es lassen sich nun die zwei Félle « = y sowie @ # y diskutieren, wobei aus ersterem erneut
die Beziehung (A.22) ableitbar ist. Fiir den zweiten Fall ergibt sich dagegen

M? - dC - MY
dM® MY = — " Vg #y. (A.27)
2 )2
@ ~ )

Einsetzen der oberen Gleichung in die Relation (A.19) fihrt auf

dM® = Z (dM® - MY — dMY - M%)

Ya
_Z(M“-dC~MY _ MY-dC - M”

ya Afa) B Afy) Afy) B Afa)
=Zﬁ(M“~dC-MY+MY-dC-M“)VN,16{2, 3. (A28)

7a M) T My

Mit dC = 9cC : dC = ™ : dC und dM* = 9cM?* : dC ergibt sich durch Vergleichen der
rechten und linken Seiten schlief8lich der Zusammenhang

oMZ 1 1
KL _ - (a) A gy (a) A gy Y ag@) Y ()
Cre = 2 Yéa prm (MKP M), + M ME, + MLME + MY ML ) . (A.29)

Fiir N = 3 folgt mit M* = N® ® N® der Ausdruck

3

oM« 1 1

=3 T (N@ o N +N' e N@) o (NN + N o N@) . (A30)
y=1 "¢ Y
Y#+a
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A Tensorrechnung

A.2.3 Bestimmung der Materialtangente

Mit der Kenntnis der zuvor hergeleiteten Relationen (A.22) und (A.30) l4sst sich nun die Ma-
terialtangente eines hyperelastischen Materialmodells der Form ¥ = ¥(A;, A3,45) bestimmen.
Mit der Spannung

¥
T=2— =) T,M“* A31
- > (A31)

ergibt sich durch Anwenden der Produktregel die Materialtangente fiir Ny = 3 zu

3 N,
T, MY & g oM~
Zoameg L+ N 1, A.32
o o2 S e
1
Z——N“@N”‘@Nﬁ@)Nﬂ
L5 M8 oA
s 1T, (A.33)
+Z,1§ AZN“@Nﬂ®(N“®Nﬁ+Nﬁ®N“)
a,p=1
a#f}

Die in (A.33) auftretende Ableitung 9,7, ist fiir das OGDEN-Modell mit der freien Energie-
dichte gemafl Gleichung (4.20) und N = 3 durch

L& Ta(a)ﬁ"‘ ]2
A(ﬁ) a/lﬁ /1a/1ﬂ /12/12
5 AISO lliso"’l’ + 1 C Aiso"’l’ (A.34)
i B B 5

gegeben. Fiir den Fall gleicher Eigenwerte, d. h. A, = Ag mit a # f§, muss der zweite Summand
in Gleichung (A.33) iiber eine Grenzwertbildung ermittelt werden. Dieser Fall tritt beispiels-
weise fiir den undeformierten Zustand, an dem F = I gilt, auf. Mit der Regel von I'HosPITAL
folgt nach HoLzAPFEL [61]

Ty - T, e - e aTy o,
— g oA oA 1 d
im —2 = i /{f) £ — lim ( B a) (A.35)
Ap—2a A(ﬁ) Aw) Ap—Aa aiﬁ 3112 )L,g—nla 2/1(/;) al(ﬁ) aﬂﬂ
® s
Schlief3lich ergibt sich mit der Ableitung gemafy Gleichung (A.34) der Ausdruck
Tﬁ - T 1 1 )
lim ————=-—Tp +— Z Appp A" . (A.36)
12 2 4 PEPT(B)
Mo Ay =Xy g =
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B Transformation von Feldgleichungen

Zur Ermittlung der auf die Referenzkonfiguration By bezogenen Feldgleichungen dienen die
Pull-Back-Operationen (2.20) und (2.39). Um schlief3lich die den MAxwELL-Gleichungen (2.15a)
und (2.15b) sowie die der Impulsbilanz (2.38b) entsprechenden LAGrRANGEschen Formen der
PDGL und zugehorigen Sprungbedingungen zu erhalten, sind die in Abschnitt 2.1.1 einge-
fiihrten kinematische Relationen auszunutzen. Die notwendigen Operationen werden im Fol-
genden kurz diskutiert. Dabei sind sémtliche Ausfithrungen zur besseren Ubersicht in der
Indexnotation gehalten.

B.1 Partielle Differentialgleichungen
Gausssches Gesetz

Mit der Pull-Back-Operation (2.20); sowie der kinematische Relation (2.14a); ergibt sich fir
das Gausssche Gesetz nach kurzer Umformung die auf 3, bezogene PDGL:

0="by = "Fi);BL+J '"FiBxFy] — BLL=0Y¥X€B,. (B.1)
N———
=0

Um partielle Ableitungen beziiglich der aktuellen Koordinaten x durch Ableitungen nach X
auszudriicken, wird in Gleichung (B.1) die Kettenregel

dx; = Fr ) 0xc (B.2)
angewendet.

Ampeéresches Durchflutungsgesetz

Fiir das AMPEREsche Durchflutungsgesetz folgt mit der Pull-Back-Operation (2.20);, Gleichung
(B.2) sowie der Kompatibilitit von F~! gemaf3 (2.8b) der Zusammenhang

ekimF 1 HM + €kimFypy, Fr Hur = 0 . (B.3)
—— e

=0

Multiplikation mit J FI;}C und Anwendung von Gleichung (2.14b) fithrt schlieBlich auf

T ekim P FapFr Hur = eximHmr = 0 VX € By . (B.4)

€KLM
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B Transformation von Feldgleichungen

Impulsbilanz

Um die Impulsbilanz bzw. die Gleichgewichtsbeziehungen mit dem 1. P1oLA-KIRCHHOFF-Span-
nungstensor auszudriicken, erfolgt eine Umformung analog zu (B.1). Mit der Definition geméf3
Gleichung (2.39) ergibt sich somit

0= 0% = U Fer) ik Py + T Frx Py Foe = Pt =0 VX € By . (B.5)
N————
=0

Magnetische Potentiale

Fiir die Definition des magnetischen Skalarpotentials in LAGRANGEscher Form folgt mit (2.20),
h=—¢; — FgHk =—¢xFg, — Hk=—-¢px VX € By . (B.6)

Da sich das magnetische Vektorpotential gemafs (2.20), genauso wie die Feldstérke h transfor-
miert, lasst sich die Definition von a gemaf} Gleichung (2.18) analog zu (B.3) und (B.4) behan-
deln. Mit (2.20); folgt
0 = by — eximami = J 'FroBo — eximFymFr] AML - (B.7)
Multiplikation mit J FI}}C fuhrt schlief3lich auf
0 =Bk — eklmJFlzllcF;/[lmF]jll AM,L — Bg = eKLMAM,L VX € Bo . (B.8)

————
eKLM

B.2 Sprungbedingungen
Gausssches Gesetz

Auch die LAGRANGEsche Form der Sprungbedingungen (2.15a), ist mittels der Pull-Back-Opera-
tion (2.20); herzuleiten. Wird ausgenutzt, dass der Normalenvektor n auf S unabhéngig vom
Sprung selbst ist, lasst sich dieser in den Operator hineinziehen. Mit der Transformation des
Normalenvektors geméfd (2.12a), ergibt sich nun

F-IN,
14VQ
0=mn |[bl]] = [[nlbl]] = ﬂ| Q

T NI N|]_1FIKBKH . (B.9)

Da N sowie der Term J|F~T- N| gemaf3 Gleichung (2.13); frei von Spriingen sind, folgt schlief3-
lich

0=[Bx]| NcJ 'FT-N|"' = 0=[Bk]Nx VX €S, . (B.10)
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B.2 Sprungbedingungen

Ampeéresches Durchflutungsgesetz

Mit der Pull-Back-Operation (2.20); sowie der bereits in Gleichung (B.9) ausgenutzten Metho-
dik folgt fiir die Sprungbedingung des AmMpEREschen Durchflutungsgesetzes

-1
FQZNQ

0 = eximnt [hm] = [eximnihm] = ﬂeklm—F_1 HRH . (B.11)

Aus Gleichung (2.14b) lasst sich nun der Zusammenhang ey, = J ' exrpFrx Fir Frny gewin-
nen, mit dem schliellich

0=J Y F T NI [emex NrFixHu] (B.12)

folgt. Da der Deformationsgradient F geméf; (2.8a); tangential stetig ist, kann der Ausdruck
emrx N Fri ebenfalls aus dem Sprung-Operator herausgezogen werden. Uberschieben mit F~*
und Ausnutzen der Eigenschaften des Permutationssymbols liefert schlief8lich die Gleichung

exLmMNL [[HM]] =0VXeS. (B.13)

Impulsbilanz

Um die zur Impulsbilanz zugehérige Sprungbedingung in Bezug auf Sy zu erhalten sind die
Pull-Back-Operationen (2.39) anzuwenden. Damit folgt

0= [[O']t;l)t]l n + 1
oftml +i

-1
— ]—leKPtOt FQkNQ
K1 |F—T . N|

H + 7 UF T N[ (B.14)

Erneut kann gemif} Gleichung (2.13); der Term J~![F~T - N|~! aus der Sprung-Operation her-
ausgezogen werden. Da dies auch fiir den Normalenvektor N gilt verbleibt

[P I Nk +p1=0¥X €S, . (B.15)
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C Relative Fehler der kalibrierten
Makromodelle

Die in Gleichung (6.23) eingefithrten Fehlermafle sind fiir die Partikelvolumengehalte 10 %,

15% und 20 % in Abb. C.1 sowie fiir 25 %, 35% und 40 % in Abb. C.2 Giber der magnetischen
Feldstirke h| aufgetragen.
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Abb. C.1: Relative Fehlermafie €, efm und €7 gemaf Gleichung (6.23) der kalibrierten Makromodelle
fur MRE: (a) - (c) Partikelvolumengehalte 10 %, 15 % und 20 %.
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Abb. C.2: Relative Fehlermafie €[, ef’m und € gemaf} Gleichung (6.23) der kalibrierten Makromodelle
fir MRE: (a) - (c) Partikelvolumengehalte 25 %, 35 % und 40 %.
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