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1 Einleitung

Seit mehr als einem Jahr wird der Alltag unzadhliger Menschen auf der ganzen Welt mal3-
geblich durch das Coronavirus Sars-CoV-2 bestimmt. Einzelhandelsgeschafte, Restaurants,
Hotels und kulturelle Einrichtungen unterliegen seit Beginn der Pandemie erheblichen Ein-
schrankungen, die zuletzt zu mehrmonatigen SchlieRBungen der genannten Dienstleistungs-
betriebe flihrten. Es wurden Ausgangssperren und Kontaktbeschrankungen verhangt, die
regional noch immer bestehen, sodass das offentliche und private Leben in Deutschland
auf ein Minimum heruntergefahren wurde. Auch die Schulen sind von den MaRnahmen zur
Einddmmung der Pandemie betroffen, wodurch sich der Tagesablauf der Kinder grundle-
gend veranderte. Am 13. Marz 2020 wurden alle Bildungseinrichtungen erstmals bundes-
weit flr etwa anderthalb Monate geschlossen. Eine zweite SchlieBung im Primar- und Se-
kundarbereich folgte am 14. Dezember 2020 (vgl. Jungblut, 2021) und dauerte diesmal so-
gar bis Ende Marz 2021 an. Auch zwischen den genannten Zeitraumen fand ein geregelter
Schulbetrieb nicht statt. Unter den geltenden Hygieneauflagen ist der Alltag der Lernenden
noch immer von einem Wechsel aus Prasenz- und Distanzunterricht gepragt. In welcher
Form das Lehren und Lernen in Zukunft praktiziert werden kann, ist zum jetzigen Zeitpunkt
vollig ungewiss. Mit Beginn der Pandemie wurden die Kinder somit vor nie da gewesene
Herausforderungen gestellt, wenn es darum geht, die Unterrichtsinhalte angeleitet zu er-
arbeiten, Aufgabenstellungen selbststindig zu 16sen und den Arbeitsprozess im Home-
schooling sinnvoll zu organisieren. Auch der fehlende soziale Kontakt zu Freund*innen
stellt eine nicht zu verachtende Belastung der Lernenden dar. Wie die Schiiler*innen diese
Situation bewadltigen, hangt stark von den individuellen Rahmenbedingungen ab. Schliel-
lich besitzen nicht alle Eltern die Kapazitat, ihre Kinder bei schulischen und privaten Prob-

lemen adaquat zu unterstitzen.

»SchulschlieBungen belasten die Lernenden nicht nur psychisch, sondern haben auch zu
Wissens- und Kompetenzdefiziten gefiihrt“ (Sachsisches Staatsministerium fir Kultus,
2021), mahnt Sachsens Kultusminister Christian Piwarz vor den Auswirkungen des dauer-
haften Fernunterrichts. Zwar werden diese wohl erst in den nachsten Schuljahren durch
Lernstandserhebungen offenbart, doch bereits zum gegenwartigen Zeitpunkt lassen sich
die Folgen der aktuellen Bildungssituation abschatzen. Empirische Daten aus anderen Lan-

dern zeigen diesbeziiglich allenfalls einen Kompetenzerhalt, aber keinen -zuwachs (vgl.

1



Braun, 2021). Inwiefern pandemiebedingte Lernverluste in den kommenden Jahren ausge-
glichen werden konnen, ist momentan nicht absehbar. Es ist naheliegend, dass erhebliche
Qualitatsunterschiede in der Organisation und Umsetzung des Homeschoolings bestehen.
Christian Piwarz vertritt vielmehr die Auffassung, dass ,kein noch so guter Distanzunter-
richt [den] Prasenzunterricht ersetzen [kann]“ (Sachsisches Staatsministerium fur Kultus,
2021). Zum einen erfordert ein gelungener Fernunterricht ein durchdachtes Konzept, wel-
ches die Abwesenheit der Lehrperson im Lernprozess zumindest anndahernd kompensiert.
Denn haufig reicht die Prasentation von Tafelbildern und das Erteilen standardisierter Re-
chenaufgaben nicht aus, um mathematische Begriffe in ihrer gesamten Vielfalt zu vermit-
teln. Es bedarf geeigneter Angebote, welche den Lernenden einen angemessenen Zugang
zur Mathematik erméglichen sowie Kompetenzen nachhaltig aufbauen. Andererseits erfor-
dern die Aufbereitung und Umsetzung dieser innovativen Unterrichtsideen ein gewisses
Mal an digitalem Know-how. Gleichzeitig wird den Lehrenden durch die notwendige Neu-
ausrichtung ihrer Unterrichtsmaterialien ein zeitlicher Mehraufwand abverlangt, der im
normalen Schulalltag kaum zu bewaltigen ist. An dieser Stelle setzt die vorliegende wissen-
schaftliche Arbeit an und untersucht, wie Lehr-Lern-Arrangements in Zeiten ausgepragter
Selbstlernphasen erfolgreich aufbereitet werden kénnen. Dazu wurde in Zusammenarbeit
mit der Carl-von-Ossietzky-Schule in Berlin eine Materialreihe zum Thema , Lineare Funkti-
onen” entwickelt, welche die aktuelle Situation aufgreift und die Bediirfnisse der Schi-
ler*innen bericksichtigt. Der ausgepragten Heterogenitat der Kinder wird durch binnendif-
ferenzierte und klar strukturierte Arbeitsmaterialien Rechnung getragen, die einen indivi-
dualisierten Aneignungsprozess ermoglichen. Ferner wird das Potential digitaler Medien
genutzt, um die Lernenden bei der Auseinandersetzung mit funktionalen Zusammenhan-
gen gezielt zu unterstitzen und so pandemiebedingten Lernverlusten bestmaoglich vorzu-

beugen.

Die Ausarbeitung betrachtet zunachst die Rahmenbedingungen der Lernenden und unter-
sucht, welche Anforderungen sich hieraus an die zu entwickelnden Selbstlernmaterialien
ergeben. Im Anschluss daran wird die historische Entwicklung des Funktionsbegriffs skiz-
ziert, die bei der strukturellen Aufbereitung der curricularen Inhalte im Sinne des geneti-
schen Prinzips beriicksichtigt werden soll. Unmittelbar damit verbunden ist das Kapitel zur
Entwicklung funktionalen Denkens. Es wird aufgezeigt, wie ein kompetenzorientierter Um-

gang mit Funktionen geférdert werden kann, der sich nicht auf das mathematische Kalkiil
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beschrankt, sondern inhaltliche Vorstellungen aktiviert. Im Rahmen der Materialentwick-
lung werden zunachst die Lernziele der Unterrichtsreihe festgelegt, bevor der Themenbe-
reich der linearen Funktionen aus didaktisch-methodischer Perspektive beleuchtet wird.
Die Ergebnisse der Analysen miinden schlieRlich in einem konkreten Konzept, welches den

eigenstandigen Lernprozess der Schiler*innen im Homeschooling aktivieren soll.



2 Kontext und Ziele

2.1 Rahmenbedingungen der Lernenden

Die Carl-von-Ossietzky-Schule (CvO) im Berliner Bezirk Friedrichshain-Kreuzberg ist eine
staatliche Europaschule ,,mit den Mutter- bzw. Partnersprachen Tirkisch und Deutsch”
(Senatsverwaltung fiir Bildung, Jugend und Familie, 2019, S. 4). An der Gemeinschafts-
schule lernen rund 1200 Kinder von Klasse 1 bis 13, wobei etwa ein Viertel der Schiler*in-
nen der gymnasialen Oberstufe angehort (vgl. Senatsverwaltung fiir Bildung, Jugend und
Familie, 2019, S. 4). Rund 90 % der Lernenden sind nicht-deutscher Herkunftssprache, so-
dass in den Klassen erhebliche soziale und kulturelle Unterschiede vorherrschen (vgl.
Hoffkamp, 20173, S. 1). Aufgrund ihrer institutionellen Ausrichtung als Gemeinschafts-
schule kann allerdings auch hinsichtlich des Lernverhaltens von stark heterogenen Klassen-
zusammensetzungen ausgegangen werden. Dies betrifft sowohl die Lernvoraussetzungen
als auch das Arbeitsverhalten der Kinder, sodass das Leistungsvermogen insgesamt vom
Forderschul- bis hin zum Gymnasialniveau reicht (vgl. Hoffkamp, 20173, S. 1). Daruber hin-
aus muss die Lehrperson bei einzelnen Schiiler*innen verschiedene Forderschwerpunkte
berlicksichtigen, wobei die Bereiche geistige Entwicklung, Lernen, Sprache sowie Verhalten

Uberwiegen (vgl. Hoffkamp, 2017b, S. 158).

Sowohl die soziale Vielfalt als auch die Differenzen hinsichtlich des Lernleistungsvermogens
wirken sich auf die Rahmenbedingungen der Schiiler*innen im Distanzunterricht aus. Wah-
rend die Lehrperson das Lernen im Prdsenzunterricht aktiv steuern kann, missen die Kin-
der im Homeschooling auf die unterstiitzende Funktion des Lehrenden verzichten. Es kann
nicht davon ausgegangen werden, dass jeder Lernende im eigenen Haushalt eine angemes-
sene Unterstiitzung bei der Bewaltigung der Schulaufgaben erfahrt, wobei die Ursachen
dafir vielfaltig sind. Viele Kinder sind somit auf sich allein gestellt und bendtigen deshalb
umso mehr angemessene Hilfestellungen. Des Weiteren sind auch Unterschiede hinsicht-
lich der technischen Ausstattung der Elternhauser zu erwarten. Die Ergebnisse einer Um-
frage, die unter 526 Eltern deutschlandweit durchgefiihrt wurde, belegen diese Annahmen.
Zwar haben fast alle Schiler*innen einen dauerhaften oder zumindest regelmaRigen Zu-
gang zum Internet, jedoch sind nur rund zwei Drittel der Befragten mit einem Smartphone
oder Handy ausgeriistet. Andere digitale Endgerate wie Tablets (47,1 %), Notebooks (41,2

%) oder PCs (25,4 %) sind deutlich seltener verfligbar. Einen Drucker besitzen knapp 60 %
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der Studienteilnehmer*innen. Allerdings sind auch nur etwa 6 % der Befragten ohne tech-
nische Mittel ausgestattet (vgl. BearingPoint, 2020, S. 11). Die digitalen Voraussetzungen
werden in dieser Umfrage nicht naher prazisiert, sodass unklar ist, ob Schiiler*innen, die
kein Smartphone besitzen, stattdessen auf einen PC oder andere Gerate zurlickgreifen kon-
nen. Es wird jedoch deutlich, dass ein Drucker keineswegs in jedem Haushalt verfligbar ist,
was bei der Entwicklung der Materialien berticksichtigt werden muss. Gleichwohl sind die
unterschiedlichen technologischen Rahmenbedingungen nicht die einzigen Hiirden, mit de-
nen die Lernenden im Homeschooling konfrontiert werden. Die technische Ausstattung der
Schiler*innen korreliert nur bedingt mit einem sinnstiftenden Medienumgang. Die Schul-
inspektion bescheinigte der Carl-von-Ossietzky-Schule eine ausbaufdhige digitale Ausstat-
tung, sodass ein umfangreicher Medieneinsatz und eine damit verbundene Medienerzie-
hung im Prasenzunterricht nur bedingt stattgefunden hat (vgl. Senatsverwaltung fir
Bildung, Jugend und Familie, 2019, S. 8). Demzufolge ist auch im Distanzunterricht davon
auszugehen, dass die Lernenden ganz unterschiedlich mit den verfligbaren Endgeraten um-

zugehen wissen.

Die eingangs beschriebenen Unterschiede in der Arbeitsweise setzen sich auch im hausli-
chen Umfeld fort. Wahrend einige Lernende sehr selbststandig mit den erteilten Arbeits-
auftragen zurechtkommen werden, sind Leistungsschwachere womaglich mit der Situation
Uberfordert, die Unterrichtsinhalte eigenverantwortlich zu erarbeiten. Die Gegensatze, die
im Prasenzunterricht in puncto Arbeitsverhalten, Arbeitstempo und Lernvoraussetzung
sichtbar waren, sind auch im Distanzunterricht zu bedenken. Dies erfordert ein angemes-
senes Lernangebot, welches die Heterogenitat der Lernenden gleichermalien berlicksich-
tigt wie die individuellen Voraussetzungen des Elternhauses. Die Anforderungen an die zu
entwickelnde Materialreihe, welche sich aus den vorgestellten Rahmenbedingungen erge-

ben, werden im folgenden Kapitel analysiert.

2.2 Anforderungen an das Material

Die Situation, in der sowohl Lehrende als auch Lernende die Schule nicht oder lediglich
sporadisch besuchen dirfen, ist fir alle Beteiligten absolutes Neuland. Wahrend einzelne
krankheitsbedingte Unterrichtsfehltage in der Regel ohne groRere Schwierigkeiten dadurch

kompensiert werden konnen, dass sich die betroffenen Schiler*innen individuell mit den



jeweiligen Tafelbildern, Arbeitsblattern und Lernauftragen auseinandersetzen, erfordern
langere Phasen des Homeschoolings gezielte Konzepte. Das Versenden von digitalisierten
Materialien, wie sie sonst im Prasenzunterricht genutzt werden, ist schlicht nicht ausrei-
chend, um die Kompetenzentwicklung aller Kinder nachhaltig zu férdern (vgl. Bruder,
2020). Vielmehr ergeben sich unter Berlicksichtigung der Rahmenbedingungen, welche im
vorherigen Abschnitt analysiert wurden, umfangreiche Kriterien an die zu erstellenden Ma-
terialien. Diesbezliglich ist anzumerken, dass einige Punkte auch im Prasenzunterricht ein-
bezogen werden missen. Im Homeschooling besteht jedoch eine ungleich héhere Gefahr,
dass Lernende durch die Missachtung dieser Qualitdatsanforderungen im Lernprozess abge-

hangt werden.

Die Rahmenbedingungen der Kinder im Homeschooling sind divers und dennoch werden
die Schiler*innen vor dhnliche Herausforderungen gestellt. Wahrend die Lehrperson im
Prasenzunterricht den Unterrichtsgang direkt begleitet und bei auftretenden Problemen
unmittelbar als Ansprechpartner*in zur Verfligung steht, sind die Kinder im Fernunterricht
zunachst auf sich allein gestellt. Eine adaquate Unterstiitzung aus dem familiaren Umfeld
kann nicht in jedem Fall vorausgesetzt werden. Die zu entwickelnde Materialreihe sollte
diese Umstdande beachten und vielmehr ein Autonomieerleben ermdglichen (vgl. Bruder,
2020). Neben dem Wissensstand mussen hierflir auch die technischen Voraussetzungen
der Lernenden beriicksichtigt werden. So darf niemand aufgrund fehlender Ressourcen von
den Online-Angeboten ausgeschlossen werden. Gleichwohl ist jedem Kind ein angemesse-
ner inhaltlicher Zugang zu den Arbeitsauftragen zu ermdglichen. Im weiteren Verlauf gilt
es, potentielle Schwierigkeiten zu antizipieren und Hiirden im Bearbeitungsprozess durch
die Bereitstellung unterstiitzender Angebote vorzubeugen. Diese Hilfestellungen sollen bei
Bedarf herangezogen werden, sodass jedes Kind sein Arbeitstempo bei der Absolvierung
der Auftrage selbst bestimmen kann. Entsprechend sollte auch der Aufgabenumfang den
neuen Lernbedingungen sowie den individuellen Arbeitsweisen der Schiiler*innen ange-
passt sein, um den zeitlichen Rahmen nicht zu (iberschreiten. Es gilt, das digitale Unter-

richtsgeschehen fiir die Lernenden bestmdoglich zu individualisieren.

Autonomes Lernen erfordert dariiber hinaus inhaltlich strukturierte sowie Ubersichtlich
aufbereitete Aufgabenstellungen (vgl. Bruder, 2020). Diese sollten verstandlich formuliert

und fur alle Teilnehmer*innen |6sbar sein. In Bezug auf angestrebte Lernziele sollte fiir die



Schiiler*innen eine hohe Transparenz erkennbar sein, um die Erwartungshaltung der Lehr-
kraft nachvollziehen und dadurch Verantwortung fiir den eigenen Lernprozess Gberneh-
men zu kdnnen (vgl. Bruder, 2020). Optionale Hilfestellungen Uber verschiedene Kommu-
nikationskanale sind besonders fir leistungsschwachere Schiiller*innen unabdingbar, um
ihnen selbststandige Arbeitsphasen unter Anleitung zu ermoglichen. Unter Berlicksichti-
gung der technischen Voraussetzungen bieten digitale Lernumgebungen eine attraktive

Moglichkeit der Strukturierung der Unterrichtsinhalte.

Ferner spricht Bruder von einem Kompetenzerleben, welches durch digitale Lernangebote
erzielt werden soll (vgl. Bruder, 2020). Dies erfordert die Konzeption von Aufgabenstellun-
gen, welche die Lernenden zu hoher kognitiver Aktivitat anregen. Ein unmittelbarer Le-
bensweltbezug in Form von addaquaten Sachkontexten kann dieses Ziel unterstiitzen. Denk-
bar hierfiir sind Wahlméglichkeiten im Ubungs- und Anwendungsbereich der angebotenen
Materialien. Auch der Einsatz von Lernspielen, beispielsweise in Form von Quiz-Apps oder
anderen interaktiven Tools, die den Lernenden eine intensive Auseinandersetzung mit dem
Unterrichtsgegenstand ermdglichen, fordert den Kompetenzerwerb nachhaltig (vgl.
Bruder, 2020). Die spielerische Aufbereitung der Inhalte kann sich dariiber hinaus positiv
auf die Motivation der Kinder auswirken (vgl. VoR, 2018, S. 26). Dynamische Geometrie-
software bietet dahingehend die Mdoglichkeit, funktionale Zusammenhange zu simulieren
und so ein tieferes Verstandnis flir mathematische Konzepte zu erlangen. Digitale Inhalte
sollten jedoch stets eine unterstiitzende Funktion im Lernprozess erfiillen oder mit konkre-

ten Aufgabenstellungen verknipft werden.

Eine groRe Hiirde, die mit digitalen Unterrichtsangeboten verbunden ist, besteht im einge-
schrankten sozialen Austausch (vgl. Bruder, 2020). Videokonferenzen ermaoglichen zwar
eine virtuelle Kommunikation, benétigen fiir eine gelungene Umsetzung jedoch klare Re-
geln und durchdachte Konzepte sowie eine fortgeschrittene technische Ausstattung der
Kinder. Andernfalls besteht die Gefahr, dass Lernende nur passivam Online-Unterrichtsge-
schehen teilnehmen. Lernvideos bieten dahingehend eine alternative Moglichkeit, zumin-
dest indirekt mit den Schiler*innen in Kontakt zu treten und sie bei Bedarf in ihrem Lern-
prozess zu unterstiitzen. Durch anleitende Clips soll den Lernenden ein individueller Zugang
zu den Aufgabenstellungen gewahrt werden. Darliber hinaus stellen Lernumgebungen mit

Selbstkontrollmoglichkeiten eine gelungene Abwechslung zum Feedback der Lehrperson



dar, die den Kindern sofortige Riickmeldungen Uber den eigenen Lernfortschritt ermogli-
chen. In Kombination mit verstandlichen und I6sbaren Arbeitsauftragen kann dadurch die
Motivation und die Lernbereitschaft der Schiller*innen erhoht werden. Die Rolle der Lehr-
person als unmittelbarer Koordinator des Lernprozesses bleibt trotz dieser zusatzlichen An-

gebote unverandert.

Es wird deutlich, dass die Anforderungen an Arbeitsmaterialien im Rahmen des Home-
schoolings vielfaltig sind. Trotz der veranderten Ausgangsbedingungen nimmt der/die Leh-
rende nach wie vor eine zentrale Rolle im Unterrichtsgeschehen ein. Die Lehrperson bleibt
als Ansprechpartner*in abrufbar, jedoch wird sie vor allem bei der Vorbereitung der Mate-
rialien gefordert, um pandemiebedingten Lernverlusten durch optimale Lehr-Lern-Arran-
gements vorzubeugen. Erteilte Arbeitsauftrage erfordern diesbeziiglich eine gute inhaltli-
che sowie formale Struktur und mussen hinsichtlich des Anforderungsniveaus an die indi-
viduellen Voraussetzungen der Kinder angepasst sein. Der sinnvolle und gezielte Einsatz
digitaler Inhalte kann den eigenstandigen Lernprozess der Kinder im Homeschooling unter-
stltzen. Trotz der hohen Anspriiche an die Materialreihe obliegt es letztlich dem padago-
gischen Ermessen der Lehrperson, inwiefern das Konzept in der jeweiligen Unterrichtsform

eingesetzt und um zusatzliche Angebote erganzt wird.



3 Zur historischen Entwicklung des Funktionsbegriffs

Der statisch wirkende Charakter eines mathematischen Begriffs ist in Wirklichkeit das Er-
gebnis einer historisch-gewachsenen Auseinandersetzung mit dem Objekt sowie einer fort-
laufenden Prazisierung bestehender Definitionen. Dieses Kapitel soll dazu beitragen, die
heute verbreitete Definition des Funktionsbegriffs als Resultat eines vorangegangenen Ent-
wicklungsprozesses aufzufassen und zu verstehen. Vielmehr ermoglicht ein Unterrichtsauf-
bau, der nicht nur auf die statische Prasentation der Ergebnisse beschrankt ist, ein ange-
messenes Bild von Mathematik ,als dynamischen Prozel3 [sic] der Mathematisierung”
(Kronfellner, 1987, S. 86). Im Sinne des historisch-genetischen Prinzips sind hierbei vor al-
lem jene Frage- und Problemstellungen von Interesse, welche eine Veranderung bestehen-
der Begrifflichkeiten erforderlich machten (vgl. Weigand, o. J., S. 4). Ein geschichtlicher Ab-

riss ist in diesem Zusammenhang unabdingbar.

Einen impliziten Funktionsbegriff im erweiterten Sinne verwendeten bereits die Babylonier
sowie die antiken Griechen, beispielsweise in Form von Tabellen der Quadrat- und Kubik-
zahlen (vgl. Miller-Philipp, 1994, S. 7). Auch die folgenden graphischen Darstellungen von
Oresme, Galilei, Cavalieri oder Barrow waren eng an eine geometrisch-orientierte Begriffs-
auffassung gebunden (vgl. Muller-Philipp, 1994, S. 7). Die erstmalige systematische Ver-
wendung des Funktionsbegriffs ist auf das 17. Jahrhundert zuriickzufiihren und ging mit der
Entwicklung der Analysis einher (vgl. Humenberger & Schuppar, 2019, S. 9). Trotz der fri-
hen Beschaftigung mit funktionalen Darstellungen entwickelte sich eine formale Definition
recht spat, sodass von einem jungen mathematischen Begriff gesprochen werden kann.
Durch eine rechnerische Begriffsauffassung nach Descartes war es moglich, funktionale Ab-
hangigkeiten neben der verbalen Darstellung fortan auch formal wiederzugeben (vgl.
Muller-Philipp, 1994, S. 7). Grundlegend hierfiir war die Einflihrung von Variablen, die auf

den Arbeiten von Viéte beruhen (vgl. Kronfellner, 1998, S. 1).

In zahlreichen Schriften war es der Mathematiker Felix Klein, der im 20. Jahrhundert immer
wieder die zentrale Bedeutung des Funktionsbegriffs im Mathematikunterricht betonte
(vgl. Vollrath & Weigand, 2007, S. 131). Fir ihn ist die erste Definition auf Euler zurilickzu-
flihren, der um 1750 gleich zwei Erklarungen des Begriffs darlegte. Er gab an, dass eine
Funktion y ein analytischer Ausdruck in x sei und dass ferner y(x) im Koordinatensystem

durch eine freihandig gezeichnete Kurve festgelegt werde (vgl. Vollrath & Weigand, 2007,
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S. 132). Welche analytischen Ausdriicke zugelassen waren, blieb in diesem Zusammenhang
unklar. Auch die Begriffe , Funktion” und ,Funktionswert” wurden zu dieser Zeit noch sy-
nonym verwendet (vgl. Miller-Philipp, 1994, S. 8). Des Weiteren war die Eindeutigkeit der
Zuordnung, die heute den Kern des Begriffs bildet, in diesem Ansatz nicht gefordert (vgl.
Kronfellner, 1998, S. 1). Der zweite Aspekt Eulers, welcher Funktionen als freihandig ge-
zeichnete Kurven betrachtete, lasst vermuten, dass sich das Hauptaugenmerk zunachst auf
stetige Funktionen richtete (vgl. Kronfellner, 1998, S. 2). In der Einschréankung des Definiti-

onsbereichs wurde noch keine Notwendigkeit gesehen (vgl. Kronfellner, 1998, S. 2).

Dies dnderte sich, als die beiden Losungen der Differentialgleichung einer schwingenden
Saite von D’Alembert und Bernoulli miteinander verglichen wurden. Die Resultate unter-
scheiden sich dahingehend, dass Bernoullis Ergebnis jene Stellen der Funktion in die Argu-
mentation einbezieht, die zwar formal eingesetzt werden diirfen, jedoch aulRerhalb des be-
trachteten Kontexts liegen (vgl. Kronfellner, 1998, S. 2). Dieses Problem wurde auch von
Fourier erkannt, der es als ,hinderliche Einengung des Funktionsbegriffs” (Kronfellner,
1998, S. 2) ansah, alle Werte einsetzen zu dirfen, nur weil ein Ausdruck fir diese auch de-
finiert ist. Fouriers Untersuchungen zeigten weiterhin, dass es analytische Ausdriicke im
Eulerschen Sinne gibt, welche der geometrischen Funktionsauffassung einer ordentlichen
Kurve widersprechen (vgl. Muller-Philipp, 1994, S. 9). Dirichlet entdeckte schliefilich, dass
mittels eines mehrfachen Grenziibergangs ,,aus einer stetigen Funktion eine tiberall unste-
tige Funktion” (Mdller-Philipp, 1994, S. 9) erzeugt werden kann. Hieraus ergab sich, dass
die Eigenschaft der Stetigkeit nicht als selbstverstandlich anzunehmen ist. In diesem Zu-
sammenhang wurde der Funktionsbegriff um das Definitionsintervall erweitert und end-
glltig von seinen Darstellungsformen entkoppelt (vgl. Miller-Philipp, 1994, S. 8). Dies er-
forderte eine weitere Prazisierung der Definition, welche auf Dirichlet zuriickzufiihren ist:
yIstin jedem Intervalle jedem einzelnen Werte x durch irgendwelche Mittel ein bestimmter
Wert y zugeordnet, dann soll y eine Funktion von x heilen.” (Vollrath & Weigand, 2007,
S. 132).

Die Entwicklung neuer mathematischer Teilgebiete flihrte zu einer weiteren Verfeinerung
des Funktionsbegriffs durch Richard Dedekind: ,Unter einer Abbildung ¢ eines Systems S
wird ein Gesetz verstanden, nach welchem zu jedem bestimmten Element s von S ein be-

stimmtes Ding gehort, welches Bild von s heiBt und mit ¢ (s) bezeichnet wird.” (Dedekind,
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1911, S. 6, zitiert nach Kronfellner, 1998, S. 4). Erstmals wurde die Beliebigkeit der Definiti-
onsmenge sowie die explizite Unterscheidung der Begriffe ,Funktion” und , Funktionswert”
in einer Definition aufgegriffen, wohingegen der Ausdruck der ,Zielmenge” noch immer
nicht unmittelbar erlautert wurde (vgl. Kronfellner, 1998, S. 4). Die Einflihrung eines eige-
nen Symbols fiir die Wertemenge wurde erst Jahre spater durch Georg Cantor veranlasst
(vgl. Kronfellner, 1998, S. 4). Durch die mengentheoretische Auffassung des Begriffs war es
nun moglich, nicht mehr nur Zahlen, sondern vielmehr beliebige Objekte einander zuzu-
ordnen (vgl. Humenberger & Schuppar, 2019, S. 10). Um die in den Definitionen von Dirich-
let und Dedekind enthaltenen Begriffe wie ,Gesetz” oder , Vorschrift” zu umgehen, wurde
letztlich die Dedekindsche Abbildungslehre Ende des 19. Jahrhunderts in die Relationen-
theorie integriert (vgl. Miller-Philipp, 1994, S. 10). Die Auffassung einer Funktion als rechts-
eindeutige Relation ist auf Peirce und Schroder zurtickzufiihren (vgl. Vollrath & Weigand,
2007, S. 132) und ermoglichte fortan eine Verfeinerung des Zuordnungsbegriffs, indem
»Relationen als Teilmengen G € A X B bzw. als Tripel (4, B,G)“ (Miller-Philipp, 1994,

S. 10) betrachtet werden.

Die Ausfiihrungen skizzieren zentrale Problemstellungen, welche in der Vergangenheit aus-
schlaggebend fiir die Veranderung bestehender Definitionen waren. Die Tatsache, dass sich
der Funktionsbegriff erst entwickelte und somit nicht per se in seiner Vollstandigkeit und
Komplexitdt gegeben war, ist elementar und ermoglicht wichtige Schlisse fiir die schuli-
sche Behandlung. SchlieBlich ergibt sich die komplette Tragfahigkeit funktionaler Zusam-
menhange fur die Lernenden meist erst in der Sekundarstufe Il (vgl. Vollrath & Weigand,
2007, S. 131). Vielmehr wird durch den Aufbau adaquater Vorstellungen und Aspekte zum
Funktionsbegriff die Grundlage fiir eine mit Inhalten gefiillte Definition im Sinne des gene-

tischen Prinzips geschaffen (vgl. Weigand, o. J., S. 5).
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4 Entwicklung funktionalen Denkens

In den Ausfiihrungen zur historischen Entwicklung des Funktionsbegriffs wurde deutlich,
dass die heutzutage verwendete Definition das Resultat einer fortlaufenden Prazisierung
darstellt. Diese Verfeinerung fiihrte erst zu der Fille an Aspekten, die mittlerweile fest mit
dem mathematischen Objekt der Funktion verbunden sind. Funktionale Zusammenhange
gewannen somit auch in der Didaktik zunehmend an Bedeutung. In diesem Kontext wird
untersucht, was unter funktionalem Denken verstanden wird und welche Konsequenzen

sich daraus fiir den Unterricht ergeben.

Aufgrund des breiten Anwendungsbereiches sind funktionale Zusammenhéange inzwischen
aus den Lehrpldanen der weiterfihrenden Schulen nicht mehr wegzudenken. Zuriickzufih-
ren ist dies auf die ,,Meraner Reform aus dem Jahre 1905 mit ihrem Pladoyer zur ,Erziehung
zum funktionalen Denken’“ (Rolfes, 2018, S. 1). Zwar enthielt bereits der Mathematiklehr-
plan aus dem Jahr 1901 auf Anraten der Mathematiker Klein und Hauck erste Ansatze zur
Funktionsbehandlung in der Schule. Diese beschrankten sich jedoch ausschlieflich auf die
friihere Einfihrung des Begriffes, wohingegen die Meraner Beschliisse eine Vernetzung
verschiedener Bereiche des Mathematikunterrichts anstrebten (vgl. Muller-Philipp, 1994,
S. 11). In diesem Kontext wurde erstmals von der Leitidee des funktionalen Denkens ge-
sprochen. Das Ziel war es, dass der Funktionsbegriff ,,den ganzen mathematischen Unter-
richt der héheren Schulen wie ein Ferment durchdringe” (Klein, 1924, S. 221). Da sich erste
Unterrichtsvorschldge jedoch auf inhaltliche Betrachtungen sowie eine liberaus generali-
sierte Denkweise im Sinne des logischen Denkens und der Raumanschauung beschrankten,
wurde die Leitidee in den 1960er Jahren zunehmend kritisch bedugt (vgl. Vollrath, 1989,
S. 1-2).

In seinem 1989 erschienen Artikel greift Vollrath den Begriff des funktionalen Denkens wie-
der auf und betont dessen uneingeschrankte Berechtigung im Mathematikunterricht (vgl.
Vollrath, 1989, S. 4). Wird in den folgenden Ausfiihrungen regelmaRig auf Vollrath verwie-
sen, dann weil zahlreiche weitere Untersuchungen zum funktionalen Denken unmittelbar
an seine fundamentalen Analysen anknipfen (vgl. Rolfes, 2018, S. 9). Er definiert funktio-
nales Denken dabei als ,,eine Denkweise, die typisch fir den Umgang mit Funktionen ist”
(Vollrath, 1989, S. 5) und bezieht sich auf Oehl, der folgenden Ansatz pragte: ,,Wird diese

durch eine Funktion bestimmte und darstellbare Abhdngigkeit (funktionale Abhangigkeit)
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bewusst erfasst und bei der Losung nutzbar gemacht, so spricht man von funktionalem
Denken.” (Oehl, 1965, S. 244). Beide Definitionen sind eng an den methodologischen As-
pekt gekoppelt und unmittelbar mit dem Funktionsbegriff verbunden. In Vollraths Ausfiih-
rungen wird deutlich, dass eine Denkweise nur dann didaktisch sinnvoll beschrieben wer-
den kann, wenn sie verschiedene Perspektiven und Entwicklungen einbezieht, weshalb er
eine offene didaktische Begriffsauffassung verwendet (vgl. Vollrath, 1989, S. 5). Bei einem
Versuch das ,Gemeinsame der Fragestellungen, Methoden und Objekte” (Vollrath, 1989,
S. 4) eines Bereichs zu beschreiben und von anderen Gebieten abzugrenzen, spricht er von
einer charakterisierenden Sicht. Die Frage nach Intuitionen und Phanomenen, welche die
Entwicklung des Gebiets vorangetrieben haben, bezeichnet er als phdnomenologischen
Blickwinkel (vgl. Vollrath, 1989, S. 4-5). Das Charakteristische im Umgang mit Funktionen
driickt sich in drei Grundvorstellungen aus, welche in Kapitel 5.2.2 dieser Arbeit intensiver
aufgegriffen werden. Mogliche Phanomene und intuitive Zugange werden in Abschnitt

5.2.4 thematisiert.

Wenn also nicht nur ein kalkilhaftes Verstandnis flir Funktionen, sondern vielmehr ein be-
stimmter gedanklicher Umgang entwickelt werden soll, stellt sich die Frage nach notwen-
digen Kompetenzen, die es zu fordern gilt. Neben der Qualifikation, Zusammenhange zwi-
schen GroRen festzustellen, anzugeben, anzunehmen und zu erzeugen, gilt es, die Lernen-
den zur Bildung und anschlieRenden Kontrolle von , Hypothesen (ber die Art des Zusam-
menhangs und tiber den Einfluss von Anderungen” zu befihigen (vgl. Vollrath & Weigand,
2007, S. 140). Es wird deutlich, dass funktionales Denken mehr umfasst als das Definieren
des Funktionsbegriffs sowie das Kennen von Beispielen und Gegenbeispielen. Vielmehr
geht es um eine angemessene Berlicksichtigung der Grundvorstellungen, die jeweils unter-
schiedliche Aspekte funktionaler Zusammenhange aufgreifen. Dies bedeutet, dass der sta-
tische Charakter der Relation gleichermaBen bericksichtigt werden muss wie das dynami-
sche Wesen, denn funktionales Denken ist kinematisch (vgl. Vollrath, 1989, S. 13). Fur
Leuders und Prediger liegt der Schwerpunkt vielmehr darauf, die Schiler*innen ,zu befa-
higen, in unterschiedlichen Situationen Zusammenhange funktional zu erfassen, mit infor-
mellen und auch formaleren Mitteln zu beschreiben, und mit Hilfe dieser Mittel Probleme
zu l6sen” (T. Leuders & Prediger, 2005, S. 3). Im Einklang damit stehen Blichters Zielsetzun-
gen fir einen allgemeinbildenden Unterricht. Er fordert ,,funktionale Zusammenhange in-

nerhalb und auRerhalb der Mathematik zu identifizieren und diese Zusammenhédnge — wo
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es sinnvoll ist — mathematisch mit Funktionen zu beschreiben, um sie weiter analysieren zu
kénnen“ (Biichter, 2008, S. 4). Notwendig dafiir ist neben dem Aufbau der drei Grundvor-
stellungen, die Kenntnis verschiedener Darstellungsformen und ,,die Kompetenz, zwischen
ihnen hin und her zu wechseln” (T. Leuders & Prediger, 2005, S. 3). Je nach Aufgabenstel-
lung eignen sich unterschiedliche Ausdrucksmittel zur Problemldsung, sodass die zugeho-
rigen Darstellungswechsel weitere mathematische Fahigkeiten abverlangen (vgl. T. Leuders
& Prediger, 2005, S. 3). In Abschnitt 5.2.3 dieser Arbeit erfolgt eine ausfiihrliche Charakte-

risierung wichtiger Ausdrucksformen.

Nach den einleitenden Ausfiihrungen zum Begriff des funktionalen Denkens, soll abschlie-
Rend erldutert werden, wie die kognitive Auseinandersetzung mit Funktionen bei den Ler-
nenden konkret gefordert werden sollte. Ferner ist von Interesse, wie ein entsprechender
Lernprozess erfolgreich gestaltet und ein flexibler Umgang mit funktionalen Zusammen-
hangen ermoglicht werden kann. Da es sich um eine Denkweise handelt, die es aufzubauen
gilt, sprechen Vollrath und Weigand in diesem Kontext auch von der Entwicklung funktio-
nalen Denkens (vgl. Vollrath & Weigand, 2007, S. 140). Eine dhnliche Auffassung wird im
Schulkontext bei einem Blick in die Bildungsstandards des Fachs Mathematik deutlich. Ins-
gesamt finf mathematische Leitideen — unter anderem die Idee ,,Funktionaler Zusammen-
hang” —sind dort verankert. Jeder Grundgedanke soll die Inhalte verschiedener Teilgebiete
vereinen und das mathematische Curriculum spiralférmig durchdringen (vgl.
Kultusministerkonferenz, 2004, S. 9). In den Bildungsstandards wird mit dem Spiralprinzip
somit bereits ein didaktisches Konzept aufgegriffen, welches bei Unterrichtung zu berick-
sichtigen ist. Zurtickzufiihren ist dies auf Bruner, der die Auffassung vertritt, dass , jedem
Kind [...] auf jeder Entwicklungsstufe jeder Lehrgegenstand in einer intellektuell ehrlichen
Form erfolgreich gelehrt werden [kann]“ (Bruner, 1970, S. 35). Die Quintessenz fir ihn be-
steht darin, den Unterrichtsprozess an fundamentalen Ideen zu orientieren. Dadurch wird
es moglich, die Lerninhalte dem Alter und Wissensstand der Schiiler*innen angemessen
aufzugreifen und in der Folge um neue Aspekte zu erweitern (vgl. Bruner, 1970, S. 14). Voll-
rath und Weigand greifen das Spiralprinzip auf und sprechen von einem Lernen des Funk-
tionsbegriffs durch Erweiterung (vgl. Vollrath & Weigand, 2007, S. 160), wobei sie ihre Aus-
filhrungen konkret auf die Uberginge zwischen den einzelnen Funktionstypen beziehen.
Besonders in einer stark heterogenen Lerngruppe sind differenzierende Malinahmen zur

Umsetzung dieser Leitidee unerlasslich.
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Wenn die Inhalte nun im Sinne eines Spiralcurriculums aufbereitet werden, sind damit ein-
hergehende didaktische Uberlegungen mit dem genetischen Prinzip zu verkniipfen. Das Ziel
ist es, das Vorwissen der Lernenden zu aktivieren und zunachst eine informelle Einfiihrung
zentraler Begriffe zu erlauben (vgl. Kronfellner, 1998, S. 8). Die Vermittlung funktionaler
Zusammenhange orientiert sich dabei an der historisch-gewachsenen Auseinandersetzung
mit dem Begriff, sodass konkrete Problem- und Fragestellungen die Grundlage fiir weitere
Untersuchungen bilden. Mathematik wird dadurch als Prozess der Mathematisierung und
nicht als Prasentation fertiger und scheinbar willkiirlich-definierter Objekte vermittelt (vgl.
Kronfellner, 1998, S. 8). Kronfellner schlidgt dahingehend folgendes indirekt-genetisches!
Unterrichtskonzept zum Funktionsbegriff vor: Zunachst sollten Schiiler*innen Erfahrungen
mit verschiedenen Formeln und deren Veranschaulichungen sammeln und ,,so ein ,Gefuhl’
flr Abhangigkeiten zwischen GroRRen entwickel[n]” (Kronfellner, 1998, S. 9). Darunter ver-
steht er die Erfassung von Gemeinsamkeiten, Unterschieden und das inhaltliche Verstehen
des Monotonieverhaltens sowie der Besonderheiten des Funktionsgraphen (vgl.
Kronfellner, 1998, S. 9). Erst im Anschluss wird eine erste explizite Definition erarbeitet und
schrittweise um weitere Aspekte ergdnzt. Damit fordern sowohl Bruner als auch Kronfell-
ner einen sukzessiven Kompetenz- und Wissenserwerb sowie die ,,Uberwindung unnétiger
Strenge und Formalitdt zugunsten eines lebendigen, an realen Problemen orientierten Ma-
thematikunterrichts” (Mdller-Philipp, 1994, S. 21). Eine langfristige Planung des Themen-
bereichs ist hierfiir zwingend erforderlich. Leuders und Prediger mahnen in diesem Kontext
ebenfalls vor einer zu frilhen Einfihrung der Termschreibweise (vgl. T. Leuders & Prediger,
2005, S. 6). Wichtige Fahigkeiten des Lesens und Interpretierens sowie des Modellierens
funktionaler Zusammenhange wiirden darunter leiden. Ebenso sei es kontraproduktiv, nur
elementar algebraisch beschreibbare Funktionen im Unterricht aufzugreifen (vgl. T.
Leuders & Prediger, 2005, S. 6). Stattdessen kdnnen zunéachst funktionale Abhdngigkeiten

betrachtet werden, die nicht explizit durch einen Term darstellbar sind.

! Der Terminus indirekt wird deshalb verwendet, weil nicht jeder historische Abschnitt bis ins Detail im
Unterrichtsgeschehen aufgearbeitet wird.
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Dies findet sich auch in der Idee Vollraths und Weigands wieder, das Lernen in Stufen zu

organisieren (vgl. Vollrath & Weigand, 2007, S. 160-162):

Stufe: Der Begriff als Phdanomen
Stufe: Der Begriff als Trager von Eigenschaften

Stufe: Der Begriff als Teil eines Begriffsnetzes

P W N PR

Stufe: Der Begriff als Objekt zum Operieren

In den einzelnen Etappen beschreiben Vollrath und Weigand die Fahigkeiten, welche es bei
den Schiiler*innen zu entwickeln gilt. Die Ausfiihrungen streben zunachst ein intuitives Be-
griffsverstandnis an. Eine zentrale Rolle spielen dafiir das Erkennen der Zusammenhange
zwischen GroRen sowie die Kenntnis der Darstellungsformen und deren Bedeutung fiir ein-
fache Problemlésungen. An dieser Stelle wird lediglich der Aspekt der Eindeutigkeit der Zu-
ordnung als Merkmal fokussiert, das es zu erfahren gilt (vgl. Vollrath & Weigand, 2007,
S. 160-161). Die zweite Stufe zielt auf den Aufbau eines inhaltlichen Begriffsverstandnisses
ab, welches die Eigenschaften funktionaler Zusammenhange starker in den Fokus riickt.
Eine erste Definition wird dagegen erst in der dritten Stufe gefordert (vgl. Vollrath &
Weigand, 2007, S. 161), welche jedoch den Umfang dieser wissenschaftlichen Arbeit tiber-
schreitet. Das Stufenmodell untermauert vielmehr den Ansatz, ,strengen mathematischen
Uberlegungen eine propadeutische Phase vorzuschalten“ (Vollrath & Weigand, 2007,
S. 160) und funktionale Relationen zunachst anschaulich und inhaltlich erfahrbar zu vermit-
teln. Dies gelingt durch einen direkten Bezug zur Lebenswelt sowie durch die Betrachtung
unterschiedlicher qualitativer Abhangigkeitsbeziehungen (vgl. T. Leuders & Prediger, 2005,
S. 7). Der Einsatz einer dynamischen Geometriesoftware kann an dieser Stelle sinnstiftend
sein, wenn der Zusammenhang zwischen der Situation und der graphischen Darstellung
unmittelbar offenbart wird. In Kapitel 5.3.2 werden diesbeziiglich Chancen und Potenziale

thematisiert.

Zusammenfassend verdeutlichen die Ausfiihrungen, dass funktionales Denken weit mehr
umfasst als die Wiedergabe einer Definition, das Kennen ausgewahlter Funktionsklassen
sowie die Verwendung kalkiilhafter Werkzeuge. Stattdessen gilt es, die Lernenden zu befa-
higen, funktionale Zusammenhange zu erfassen, zu beschreiben, zu analysieren und zu er-
zeugen. Ein Unterrichtskonzept, welches mit einer exakten Definition in den Lernbereich

einsteigt, stellt nicht nur die Geschichte auf den Kopf, sondern gefahrdet womaoglich auch
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das inhaltliche Verstandnis der zugrunde liegenden Abhangigkeiten. Fir die Lehrkraft gilt
es, die Inhalte strukturiert aufzubereiten und zunachst ein intuitives Begriffsverstandnis
aufzubauen. Dies gelingt, indem Funktionen tber alltdgliche Zusammenhange erfahren und
durch die Aktivierung notwendiger Vorkenntnisse aufgegriffen werden. Es ist hierzu nicht
zwingend erforderlich, mit dem Spezialfall einer proportionalen? oder linearen Funktion
einzusteigen. Vielmehr konnen allgemeinere Abhangigkeitsbeziehungen vorgeschaltet
werden, um die elementaren Kompetenzen des Lesens, Auswertens und Planens im Zuge
einer inhaltlichen Begriffsauffassung zu fordern. Die Einfiihrung der Termschreibweise ist
somit ohnehin erst sinnvoll, wenn ein sicheres, qualitatives Verstandnis fur funktionale Zu-
sammenhange erarbeitet wurde. Entsprechende Darstellungswechsel sind durch sinnstif-
tende Problemstellungen anzuregen, weshalb das gesamte Themengebiet einen unmittel-

baren Bezug zu realen Sachkontexten aufweisen sollte.

2 Die Begriffe ,proportional” und , direkt proportional” werden hier synonym verwendet.
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5 Materialentwicklung zum Thema , Lineare Funktionen”

5.1 Lernziele

Die im Rahmen dieser wissenschaftlichen Arbeit entwickelten Materialien gliedern sich in
einfihrende funktionale Zusammenhange, proportionale Zuordnungen und lineare Funkti-
onen. Die zugehorigen Lernziele werden ebenfalls abschnittsweise formuliert und in Grob-
und Feinziele unterteilt. Die Zielformulierungen sind als Minimalziele ausgelegt und orien-
tieren sich vorwiegend an lernschwacheren Kindern. Eine Differenzierung kann durch ver-
tiefende Aufgaben, die Reduzierung sprachlicher und mathematischer Strukturierungshil-
fen und den Einsatz von Dezimalzahlen innerhalb der nachfolgenden Lernziele erreicht wer-
den. Zusatzliche Inhalte werden nur im Rahmen der Zielstellungen aufgegriffen. Einzelne
Grobziele erstrecken sich zudem lber mehrere Arbeitsblatter, sodass die nachfolgenden
Formulierungen zwar eine Vorstrukturierung der Unterrichtsinhalte erlauben, jedoch nicht
als starre Reihenfolge zu verstehen sind. Darliber hinaus ist anzumerken, dass die folgen-
den Lernziele lediglich die Elemente des Lernbereichs einschlieRen, die durch die konzi-
pierte Materialreihe erreicht werden kdnnen. Die vollstandige Unterrichtung linearer Funk-
tionen erfordert darliber hinaus die explizite Einflihrung der Begriffe Argument, Funktions-
wert, Definitions- und Wertebereich, die Ermittlung von Nullstellen sowie die Betrachtung

linearer Gleichungssysteme (vgl. Sachsisches Staatsministerium fir Kultus, 20193, S. 43).

a) Einfiihrung funktionaler Zusammenhange

Grobziel: Die Lernenden erfahren und interpretieren Alltagssituationen unter dem Fo-
kus funktionaler Zusammenhange.
Feinziele:
e Die Lernenden beschreiben graphische Darstellungen funktionaler Zusammen-
hange.
e Die Lernenden erldautern den qualitativen Zusammenhang zwischen dem Monoto-
nieverhalten graphischer Darstellungen und dessen Bedeutung im Sachkontext.
e Die Lernenden interpretieren graphische Darstellungen unter Verwendung sprach-
licher Hilfestellungen.
e Die Lernenden ordnen verschiedenen Funktionsgraphen die passende Sachsitua-

tion zu.
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b) Proportionale Zuordnungen

Grobziel: Die Lernenden entdecken den Proportionalitatsfaktor in verschiedenen Dar-
stellungsformen.
Feinziele:
e Die Lernenden berechnen Funktionswerte unter Verwendung des Proportionali-
tatsfaktors.
e Die Lernenden erkennen in tabellarischen Darstellungen, dass eine Erhohung der
Argumente um eins, eine Erhohung der Funktionswerte um den Proportionalitats-
faktor zur Folge hat (Linearitatsbedingung).

e Die Lernenden interpretieren den Proportionalitatsfaktor sprachlich.

Grobziel: Die Lernenden erfahren und interpretieren den Proportionalitatsfaktor als
Anstieg der Geraden.
Feinziele:
e Die Lernenden zeichnen Anstiegsdreiecke im Graphen einer proportionalen Funk-
tion ein und beschreiben diese.
e Die Lernenden beschreiben, wie die Anderung des Proportionalititsfaktors den An-
stieg der Geraden beeinflusst.
e Die Lernenden geben die allgemeine Funktionsgleichung proportionaler Zuordnun-

gen an.

Grobziel: Die Lernenden nutzen den Anstieg fiir Ubersetzungsprozesse zwischen der
Funktionsgleichung und der graphischen Darstellung.
Feinziele:
e Die Lernenden ordnen Funktionsgleichungen proportionaler Funktionen ihren Gra-
phen zu.
e Die Lernenden bestimmen die Funktionsgleichung proportionaler Zuordnungen aus

graphischen Darstellungen unter Zuhilfenahme geeigneter Anstiegsdreiecke.
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c) Lineare Funktionen

Grobziel: Die Lernenden zeichnen graphische Darstellungen linearer Funktionen.

Feinziele:

Die Lernenden stellen Wertepaare in einem Koordinatensystem dar und verbinden
diese zu einer Geraden.

Die Lernenden beschreiben, wie der Graph einer linearen Funktion aus dem Gra-
phen mit der Gleichung f(x) = m - x hervorgeht.

Die Lernenden beschreiben die Schrittfolge zum Zeichnen einer linearen Funktion
unter Verwendung eines geeigneten Anstiegsdreiecks und Verschiebungspfeils.
Die Lernenden zeichnen den Graphen einer linearen Funktion unter Verwendung
eines geeigneten Anstiegsdreiecks und Verschiebungspfeils in ein gegebenes Koor-

dinatensystem ein.

Grobziel: Die Lernenden bestimmen die Funktionsgleichung linearer Zusammen-

hange.

Feinziele:

Die Lernenden geben die allgemeine Funktionsgleichung linearer Funktionen an.
Die Lernenden stellen Gleichungen linearer Funktionen aus Sachsituationen auf.
Die Lernenden bestimmen Anstieg und y-Achsenabschnitt aus graphischen Darstel-
lungen, indem sie geeignete Anstiegsdreiecke einzeichnen und den y-Achsenab-

schnitt durch einen Pfeil markieren.

Grobziel: Die Lernenden erfahren die Bedeutung der Parameter m und n.

Feinziele:

Die Lernenden interpretieren die Bedeutung des Anstiegs und des y-Achsenab-
schnitt in Sachkontexten (beispielsweise: variable Kosten und Grundgebiihr).
Die Lernenden beschreiben den Einfluss der Paramater m und n auf die graphische

Darstellung — auch unter Bertlicksichtigung negativer Vorzeichen.
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5.2 Didaktische Sachanalyse

Nachdem die Absichten der Materialreihe transparent dargelegt wurden, wird in diesem
Kapitel analysiert, welche didaktischen Aspekte bei der Gestaltung eines gelungenen Un-
terrichtskonzepts zum Thema , Lineare Funktionen” zu bericksichtigen sind. Dies erfordert
zunachst eine pragnante fachliche Einordnung des Lerngegenstands, bevor mathematische
Grundvorstellungen sowie zentrale Darstellungsarten einschlief8lich erforderlicher Darstel-
lungswechsel erlautert werden. Ebenfalls von Interesse sind adaquate Zugange und typi-
sche Problemstellungen, die in den einzelnen Arbeitsauftragen aufgegriffen werden kon-
nen. Im Zuge dessen wird ermittelt, auf welche Vorkenntnisse sowie Erfahrungen der Ler-
nenden im Unterrichtsprozess aufgebaut werden kann. Nachfolgend wird der Themenkom-
plex auf potentielle Lernschwierigkeiten untersucht, aus denen sich wichtige Hinweise fiir
die Aufbereitung der curricularen Inhalte ergeben. Um einen individuellen Lernprozess zu
forcieren, werden abschlieBend notwendige Differenzierungs- und Reduktionsschritte vor-

gestellt.

5.2.1 Fachliche Einordnung

Funktionen sind facettenreiche Objekte, die mit der Einfihrung ihrer linearen Vertreter
erstmals explizit in der Sekundarstufe | aufgegriffen werden. Fortan entwickeln sie sich zu
einem festen Bestandteil des Mathematikunterrichts und werden schrittweise um andere
Funktionstypen ergdnzt, was die Untersuchung weiterer Eigenschaften erforderlich macht.
Die wiederkehrende Behandlung im schulischen Kontext setzt ein fundiertes Wissen sei-
tens der Lehrkraft sowie dessen strukturierte Aufbereitung voraus. Dieses Kapitel soll die
zentralen Lehrinhalte und Kennzeichen linearer Funktionen vom héheren Standpunkt aus
untersuchen und damit die Grundlage fiir sich anschlieBende didaktische Uberlegungen
bieten. Aufgrund der zu entwickelnden Materialreihe im Rahmen dieser Arbeit liegt der
Fokus im Folgenden auf den linearen Funktionen. Diesen soll sich ausgehend vom allgemei-
nen Funktionsbegriff deduktiv gendhert werden, wenngleich anzumerken ist, dass dieser
Zugang nicht flir den schulischen Kontext empfohlen wird (vgl. Vollrath & Weigand, 2007,
S. 280).

Der Funktionsbegriffs hat in der Vergangenheit eine stetige Prazisierung erfahren und ist

inzwischen unmittelbar an den Relationsbegriff gekniipft. Eine mogliche Definition lautet:

21



,Ordnet eine Vorschrift f jedem x € D(f) € X eindeutig ein Element y = f(x) €Y zu,
dann heiRt f Funktion oder Abbildung. Als Schreibweisen verwenden wir f : X = Y oder
[.]f: X =Y, x> f(x).Die Menge D(f) heil3t Definitionsbereich oder Definitionsmenge
oder das Urbild von f, die Menge W(f) :={y €Y |y = f(x),x € D(f)} S Y ist der Wer-
tebereich oder die Wertemenge oder das Bild von f.“ (Glaubitz, Rademacher & Sonar,
2019, S. 68). Aus der Definition der Wertemenge folgt, dass im Allgemeinen nicht jedes
Element von Y als Funktionswert in Erscheinung treten muss. Falls W(f) und Y identisch
sind, wird die Funktion zusatzlich surjektiv genannt (vgl. Humenberger & Schuppar, 2019,
S.10). Einen vergleichbaren Terminus verwenden Humenberger und Schuppar (vgl.
Humenberger & Schuppar, 2019, S. 10). Mit anderen Worten wird gefordert, dass die be-
trachtete Relation linkstotal und rechtseindeutig ist (vgl. Roth, o. J., S. 32). Im schulischen
Kontext werden die Elemente des Definitionsbereichs als Argumente, die des Wertebe-
reichs als Funktionswerte bezeichnet (vgl. Altrichter, 2017, S. 11; Griesel, Postel & vom
Hofe, 2006, S. 49). Sofern die charakterisierende Eigenschaft der Eindeutigkeit gegeben ist,
dirfen zwei verschiedene Argumente denselben Funktionswert annehmen. Falls ferner je-
der Zielwert einer Funktion hochstens einmal angenommen wird, so nennen wir diese in-
jektiv (vgl. Glaubitz et al., 2019, S. 75). Injektivitadt und Surjektivitat sind Kriterien der Bijek-
tionen, welche eine besondere Art der Abbildungen darstellen und fiir die Existenz einer

Umkehrfunktion von Bedeutung sind (vgl. Glaubitz et al., 2019, S. 78).

Im Mathematikunterricht ist die Betrachtung von Funktionen eng mit der Darstellung im
Koordinatensystem verbunden. Als Graph der Funktion f wird die Menge der Paare
(x, f(x)) mit x € X bezeichnet (vgl. Humenberger & Schuppar, 2019, S. 10). Wird dieser
Graph in einem x-y-Koordinatensystem dargestellt, kann das entscheidende Merkmal einer
Funktion mithilfe des Vertikallinientests untersucht werden: ,Jede vertikale Gerade schnei-
det den Funktionsgraphen hochstens einmal.” (Humenberger & Schuppar, 2019, S. 10).
Dies verdeutlicht die Unabhangigkeit der zugrundeliegenden Begriffsdefinition von maogli-
chen Ausdrucksformen. Hier gilt es im Schulalltag anzusetzen, um rechtseindeutige und
linkstotale Zuordnungen nicht auf eine Darstellungsart zu beschrdanken. Ebenso ist die Be-
zeichnung der Argumente und Funktionswerte mit x und y nicht entscheidend fir die De-
finition. Durch die Zuordnung wird eine Beziehung zwischen den Elementen hergestellt,

sodass vielmehr von einer unabhangigen (hier: x) und einer abhangigen Variable (hier: y)
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gesprochen werden sollte (vgl. Humenberger & Schuppar, 2019, S. 12). Je nach Kontext sind

alternative Buchstabenbelegungen haufig sogar sinnstiftender.

So einheitlich der Funktionsbegriff im schulischen und héher mathematischen Kontext ver-
wendet wird, so unterschiedlich ist die Auffassung dariiber, was unter einer linearen Funk-
tion zu verstehen ist. In der Schulmathematik wird eine Funktion mit einer Funktionsglei-
chung der Form y = mx + n als linear definiert3 (Vgl. Altrichter, 2017, S. 19; Griesel et al.,
2006, S. 60), wobei hierfiir das Aussehen des zugehorigen Graphens in Form einer Geraden
ausschlaggebend ist (vgl. Humenberger & Schuppar, 2019, S. 29). Im Sinne der Linearen
Algebra der Hochschule hingegen heif3t eine Abbildung f: R — R linear, wenn (vgl. Fischer,
2010, S. 109; Humenberger & Schuppar, 2019, S. 29):

i) fx+y)=fx)+ f(y) furallex,y € R

ii) flk-x)=k-f(x)furallek,x € R
Diese beiden Bedingungen werden von den linearen Funktionen im Sinne der Schulmathe-
matik fir n # 0 offensichtlich nicht erfiillt. Vielmehr spiegelt die dargelegte Definition aus
der Linearen Algebra eine Auffassung wider, welche im Unterricht mit einer proportionalen
Funktion gleichzusetzen ist. Da die vorliegende Ausarbeitung auf die Entwicklung schuli-
scher Materialien abzielt, wird im Folgenden die Definition einer linearen Funktion als Ge-
rade im Koordinatensystem verwendet, die aus der vorgestellten Funktionsgleichung resul-

tiert.

Bei einer linearen Funktion mit der Funktionsgleichung y = mx + n mitm,n € R wird mit
m der Anstieg und mit n der y-Achsenabschnitt bezeichnet (vgl. Humenberger & Schuppar,
2019, S. 39). Den Definitionsbereich bildet in der Regel die Menge der reellen Zahlen, den
Wertebereich fir m # 0 ebenso. Fir m = 0 ergibt sich der Wertebereich unmittelbar aus
dem y-Achsenabschnitt. Zwar ist eine Interpretation der Bedeutung der beiden Parameter
kontextabhangig, allerdings folgt die Zusammensetzung der Funktionsgleichung in jeder Si-

tuation einem identischen Muster (vgl. Humenberger & Schuppar, 2019, S. 40):

Funktionswert = Anderungsrate - Argument + Anfangswert

y m X n

3 In der Literatur sind fiir die Parameter m, n € R auch andere Buchstabenbelegungen vorzufinden. Aufgrund
der folgenden Materialentwicklung wird sich an der Schreibweise der Carl-von-Ossietzky Gesamtschule in
Berlin orientiert.
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Auf entsprechende Sachsituationen und Problemstellungen, welche die Parameter in einen

Sinnzusammenhang stellen, wird in Kapitel 5.2.4 Bezug genommen.

Der Ursprung der Bezeichnungen beider Variablen, die im Schulkontext von enormer Wich-
tigkeit sind, ergibt sich bei der Betrachtung der graphischen Darstellungen. Der y-Achsen-
abschnitt n markiert den Funktionswert, an welchem die y-Achse geschnitten wird, wah-
rend der Anstieg m die Steigung der Geraden bzw. die konstante Anderungsrate widerspie-
gelt. Firm > 0 ist der Graph monoton steigend, fir m < 0 monoton fallend. Diesbeziiglich
wird vom positiven bzw. negativen Anstieg sowie von der positiven bzw. negativen Stei-
gung der Geraden gesprochen. Fiir m = 0 ergibt sich der Spezialfall einer konstanten Funk-
tion, welche durch eine horizontale Gerade im Koordinatensystem ersichtlich wird. Weiter-
hin gilt, dass der Graph einer linearen Zuordnung umso steiler verlauft, je groRer der Betrag
von m ist (vgl. Humenberger & Schuppar, 2019, S. 41). Bei zwei gegebenen Punkten, welche
die Eindeutigkeit einer linearen Funktion garantieren, kann der Anstieg mittels
Ay _ y2=>

m=—=

~ = —— oder spezieller durch m = f(1) — £(0) rechnerisch bestimmt werden
2741

(vgl. Scheibke, 2016, S. 22). Weitere Uberlegungen beziiglich der Identifikation der Para-
meter in entsprechenden Darstellungsformen sowie hinsichtlich anzustrebender Darstel-

lungswechsel werden in Kapitel 5.2.3 aufgegriffen.

Neben der Analyse des Monotonieverhaltens sowie der Untersuchung des y-Achsenab-
schnitts, ist das Angeben und Berechnen von Nullstellen im Mathematikunterricht der Se-
kundarstufe | unverzichtbar. Von Interesse sind also jene Argumente, fir die f(x) = 0 gilt.
Fiir konstante Funktionen ergibt sich daraus (mit einer Ausnahme), dass keine Nullstelle
existiert. Flr alle anderen linearen Funktionen kénnen die besagten Argumente durch Um-

stellen der Gleichung f(x) = mx +n =0nachx = —% bestimmt werden (vgl. Scheibke,

2016, S. 21). Da m = 0 ausgeschlossen wird, ist die Gleichung l6sbar, sodass sogar die ein-
deutige Existenz einer Nullstelle fir jede nicht-konstante lineare Funktion folgt, welche sich
graphisch in einem Schnittpunkt zwischen Funktionsgraph und x-Achse zeigt (vgl. Scheibke,
2016, S. 21). Zweifellos ist es moglich, die Nullstelle auch in anderen Darstellungsformen zu

identifizieren und dem zugrunde liegenden Kontext gemaR zu verbalisieren.

Die Beziehung zwischen dem algebraischen sowie geometrischen Aspekt kann prazisiert
werden: ,Der Graph jeder linearen Funktion f mit f(x) = mx + n (m,n € R) ist eine nicht

zur y-Achse parallele Gerade. Und umgekehrt: Jede nicht zur y-Achse parallele Gerade ist
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Graph einer solchen linearen Funktion.” (Humenberger & Schuppar, 2019, S. 41). Auf einen
Beweis soll an dieser Stelle verzichtet werden. Vielmehr wird deutlich, dass es sich bei pro-
portionalen und konstanten Abbildungen um Sonderfalle linearer Funktionen handelt. Pro-
portionale Funktionen sind durch die zusatzliche Bedingung n = 0 in der Funktionsglei-
chung bestimmt, weshalb deren zugehoérige Gerade durch den Koordinatenursprung ver-
lduft. Zuvor angestellte Uberlegungen zu den Eigenschaften sind analog auf die Sonderfille
Ubertragbar. Anstelle des Anstiegs wird flir proportionale Funktionen zunachst haufig der
Ausdruck des Proportionalitatsfaktors verwendet (vgl. Humenberger & Schuppar, 2019,
S. 46). Zusatzlich gelten flr proportionale Zuordnungen die beiden zu Beginn wiedergege-
benen Bedingungen i) und ii). Weitere didaktische Untersuchungen, welche fir die Aufbe-
reitung und Strukturierung der Inhalte von Bedeutung sind, sollen in den folgenden Unter-

kapiteln angeflihrt werden.

5.2.2 Grundvorstellungen

In den Ausfihrungen zur Entwicklung funktionalen Denkens wurde verdeutlicht, dass die
Fahigkeit eines adaguaten Umgangs mit Funktionen einen sukzessiven Aufbau erfordert. In
diesem Zusammenhang gibt die Wiedergabe einer exakten Definition sowie das Kennen
ausgewahlter Beispiele und Gegenbeispiele nur bedingt Aufschluss dariber, wie erfolg-
reich Schiler*innen funktionale Zusammenhange erkennen, sie verstehen und mit ihnen
operieren kénnen. Um sicher mit Funktionen zu arbeiten und das Denken in funktionalen
Zusammenhangen zu foérdern, sind entsprechende Grundvorstellungen von entscheiden-
der Bedeutung. ,,Grundvorstellungen reprasentieren abstrakte Begriffe anschaulich und er-
moglichen Verbindungen zwischen Mathematik und Anwendungssituationen“ (Roth &
Stiller, 2016, S. 4). Im Folgenden werden die drei Aspekte charakterisiert, welche bei der

Unterrichtung funktionaler Beziehungen einen zentralen Stellenwert einnehmen.

1) ,,Durch Funktionen beschreibt oder stiftet man Zusammenhdénge zwischen Gréf3en:
einer GréfSe ist dann eine andere zugeordnet, so dafs (sic) die eine Gréf3e als abhdn-

gig gesehen wird von der anderen.” (Vollrath, 1989, S. 7)

Diese Vorstellung betont vor allem die zentrale Eigenschaft der eindeutigen Zuordnung,
wie sie in der Definition verankert ist, sodass auch vom Zuordnungsaspekt gesprochen wird

(vgl. Vollrath, 1989, S. 7). Vollrath sieht an dieser Stelle den entscheidenden Ansatz ,fir die
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grofle Fruchtbarkeit [des Funktionsbegriffs] in der Mathematik und den Anwendungen”
(Vollrath, 1989, S. 7). Im Kontext der linearen Funktionen eignen sich beispielsweise Ware-
Preis-Beziehungen sowie Weg-Zeit-Abhangigkeiten mit festen Zeitpunkten, um diese
Grundvorstellung zu bedienen. Bei der Darstellung in Tabellen, Graphen oder mittels Ter-
men wird der unmittelbare Zusammenhang zwischen Ausgangs- und zugeordneter GroRe
in Form von Wertepaaren betrachtet. Auch Pfeildiagramme stellen eine mogliche Veran-
schaulichung einander zugeordneter Datenpaare dar, wobei sich diese nicht ausschlief3lich

auf Zahlen beschranken miissen.

2) ,Durch Funktionen erfaf3t (sic) man, wie Anderungen einer GréfSe sich auf eine ab-

héngige Gréofle auswirken.” (Vollrath, 1989, S. 12)

Der Kovariationsaspekt stellt das Anderungsverhalten eines funktionalen Zusammenhangs
heraus und ist eng mit ,,je-desto“-Aussagen verknipft (vgl. Herget, 2013, S. 49). Erste Grun-
derfahrungen sammeln die Kinder dahingehend bereits spielerisch. Dass beispielsweise die
Turmhohe von der Anzahl der verwendeten Bausteine abhangt, wird von den jungen Ler-
nenden intuitiv wahrgenommen und als Selbstverstandlichkeit aufgefasst. Um herauszu-
finden, wie sich die Anderung der einen GroRe auf die Werte der abhingigen Variable aus-
wirkt, ist es erforderlich, mehrere benachbarte Wertepaare zu vergleichen (vgl. Roth &
Stiller, 2016, S. 3). Dadurch wird der dynamische Charakter einer Funktion starker in den
Blickpunkt geriickt als der statische Aspekt einzelner Zuordnungspaare. Bevor das Ande-
rungsverhalten jedoch quantifiziert wird, gilt es, qualitative Aussagen zu Variation und
Kovariation anzustellen, welche elementar fiir eine angemessene Vorstellung funktionaler
Zusammenhange sind (vgl. Laakmann, 2013, S. 84). Kirsch betont im Kontext der Betrach-
tung systematischer Anderungen vor allem deren Bedeutung fiir das Aufstellen von Funk-
tionsgleichungen (Kirsch, 1969, zitiert nach: Vollrath, 1989, S.15). Ferner zeigt sich fir Voll-
rath die Auspragung funktionalen Denkens ,,auch daran, in welcher Weise Anderungen ge-
plant, durchgefiihrt, analysiert und zur L6sung von Problemen eingesetzt werden kénnen”
(Vollrath, 1989, S. 16). Die Besonderheit bei linearen Funktionen besteht im Erkennen der
gleichmaRigen Verdanderung (vgl. Laakmann, 2013, S. 87), die unmittelbar mit dem Para-
meter des Anstiegs verbunden ist. Dies setzt eine inhaltliche Interpretation der Sachsitua-

tion voraus, um angemessene Vorstellungen aufzubauen.

26



3) ,,Mit Funktionen betrachtet man einen gegebenen oder erzeugten Zusammenhang

als Ganzes.” (Vollrath, 1989, S. 16)

Der Objektaspekt oder die Sicht als Ganzes (vgl. Roth & Stiller, 2016, S. 3) lenkt den Fokus
auf die Menge aller Wertepaare, sodass die Zuordnung als neues, eigenstandiges Objekt
aufgefasst wird (vgl. Vollrath, 1989, S. 16). Aufgrund dessen handelt es sich hierbei um den
anspruchsvollsten der drei Aspekte. Zwar wird diese Grundvorstellung im Funktionsgra-
phen besonders deutlich (vgl. Vollrath, 1989, S. 17), allerdings kdnnen entsprechende Ei-
genschaften auch in anderen Darstellungsweisen identifiziert werden. Das Ziel durch den
Blick auf das Ganze ist es, eine Hilfestellung fiir Problemlésungen anzubieten sowie Zusam-
menhadnge zu beobachten oder zu erzeugen (vgl. Vollrath, 1989, S. 17). Dieser Aspekt ist
deshalb von Bedeutung, da ,mathematische Sachverhalte, die zu einem sinnvollen ge-
schlossenen Ganzen gehoren und in irgendeiner Weise eine verstehbare Einheit bilden”
(Strunz, 1949, S. 35; zitiert nach Vollrath, 1989, S. 16), leichter verinnerlicht werden, als
Uberwiegend zusammenhanglose Informationen. Elementar hierfiir ist die Vernetzung ver-
schiedener Darstellungsarten. Besonders der Zusammenhang zwischen der Funktionsglei-
chung und dem Funktionsgraph ist entscheidend fiir diese Grundvorstellung. Gelingt es den
Schiler*innen, den Anstieg und den y-Achsenabschnitt der Funktionsgleichung in anderen
Darstellungen zu identifizieren sowie Veranderungen der Parameter hinsichtlich ihrer Aus-

wirkung zu verstehen, betrachten sie die Funktion als eigenstandiges Objekt.

Die aufgezeigten Grundvorstellungen verdeutlichen vielfaltige Perspektiven, unter denen
(lineare) Funktionen betrachtet werden kénnen (vgl. Humenberger & Schuppar, 2019,
S. 23). Es handelt sich jedoch nicht um eine strikte Klassifizierung, denn haufig lassen sich
je nach Blickwinkel unterschiedliche Aspekte in ein und derselben Sachsituation sowie Dar-
stellung wiederfinden. Vielmehr verfolgen die vorangegangenen Ausfiihrungen das Ziel,
den gedanklichen Umgang mit Funktionen nachzuvollziehen (vgl. Vollrath, 1989, S. 5). Es
kann dennoch hilfreich sein, ,sich beim Lehren wie beim Lernen dieser unterschiedlichen
Aspekte bewusst zu sein“ (Herget, 2013, S. 49), um eine entsprechende Aktivierung der
Grundvorstellungen im Unterricht anzuregen und dadurch einen flexiblen Umgang mit

Funktionen zu fordern.
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5.2.3 Darstellungsweisen

Funktionale Zusammenhdnge kdnnen auf verschiedene Weise wiedergegeben werden,
wobei die historische Entwicklung verdeutlicht hat, dass eine zunehmende Entkoppelung
des Funktionsbegriffs von seinen Darstellungsformen stattgefunden hat. Als Darstellungs-
arten werden neben der Situationsbeschreibung Tabellen, Graphen und Funktionsglei-
chungen verwendet. Pfeildiagramme stellen eine weitere Moglichkeit der Visualisierung
dar, die im Schulkontext jedoch lediglich eine untergeordnete Rolle einnimmt. Mit Blick auf
die moglichen Darstellungsweisen duBert sich die Auspragung funktionalen Denkens dabei
vor allem ,,an dem Grad der Beherrschung dieser Ausdrucksmittel zum Erfassen und Losen
von Problemen” (Vollrath, 1989, S. 12). Indem vielfaltige Veranschaulichungen kennenge-
lernt, vernetzt und ineinander Gberfiihrt werden, soll ein inhaltliches Verstandnis fir funk-
tionale Zusammenhange aufgebaut werden. Dies erfordert eine Charakterisierung der ver-

schiedenen ,Gesichter” sowie die Betrachtung moglicher Darstellungswechsel (vgl. Abbil-

dung 1).
nach Situationen, .

Bilder, Tabelle Graph uﬁrmel,
von S peaciin Gleichung
Situationen,

Bilder, Messen Darstellen Maodellieren
Sprache, ...
Wertepaare
. Ablesen, . , mathematische
Tabelle , im Koordinaten- - )
Interpretieren Muster erkennen
system

. passende

Graph Ablesen, Ablesen Gleichung
Interpretieren , '
finden

Formel

Formel, beschreiber. Rechnen Graphen
Gleichung ' skizzieren
UMsetzen

Abbildung 1: Darstellungen und Tétigkeiten beim Darstellungswechsel (Herget, 2013, S. 48)

Lineare Funktionen finden sich in diversen Alltagserfahrungen wieder, sodass oft die Vor-
gabe einer Situation in Form von Verbalisierungen oder Bildern genligt, um entsprechende
Zusammenhange wiederzugeben und in Tabellen, Graphen oder Funktionsvorschriften zu
Uberfihren. Dies setzt voraus, dass eine qualitative Abhangigkeitsbeziehung zweier GréBen

erfasst wird. Je nach Umfang und Komplexitdt des Kontextes ist das Anforderungsniveau
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bei diesen Prozessen unterschiedlich hoch. Das Formalisieren eines aullermathematischen
Zusammenhangs fordert jedoch das intuitive Verstandnis fir den Funktionsbegriff. Ein ent-
deckender Zugang zu diesem komplexen Lernabschnitt, der einen Aufbau adaquater
Grundvorstellungen beabsichtigt, gelingt vor allem dann, wenn lineare Funktionen als Mo-
delle bestimmter Phdnomene aus der Lebenswelt der Schiiler*innen in Erscheinung treten
(vgl. Blchter, 2008, S. 4). Experimente oder dynamische Modellierungen helfen dabei,
Sachsituationen unter der Perspektive des Funktionsbegriffs aufzufassen und diese zu-
nachst zu beschreiben. Ausgehend von der Verbalisierung kénnen Wertetabellen erstellt
und Graphen erzeugt werden, um anschlieffend ausgewahlte Aspekte linearer Funktionen

genauer zu inspizieren.

Neben einer gegebenen Sachsituation kdnnen Wertepaare in einer waagerechten oder
senkrechten Tabelle dargestellt werden. Dieses Ausdrucksmittel ist den Schiiler*innen be-
reits aus der Grundschule bekannt (vgl. Jansen, 2008, S. 15) und wird mit der Behandlung
proportionaler Zuordnungen weiter vertieft. Je nach Perspektive kdnnen sowohl der Zu-
ordnungs- als auch der Kovariationsaspekt fokussiert werden. Denn einerseits verdeutlicht
die tabellarische Notation, dass jedem Argument ein passender Funktionswert zugeordnet
wird, andererseits kann jedoch auch das Anderungsverhalten der Funktionswerte unterei-
nander analysiert werden. Dies wird bei linearen Funktionen besonders ersichtlich, wenn
die Argumente in der Tabelle stets um eine Einheit vergroRert werden. Dann verdandern
sich die zugeordneten Werte entsprechend um m Einheiten. Haben die Schiler*innen
diese Anderung in der Tabelle erfasst, ist die Basis fiir das Erkennen des Anstiegs m in der
zugehorigen graphischen Darstellung geschaffen. Durch analoge Untersuchungen kann die
konstante Anderung im Funktionsgraphen mit Hilfe von Anstiegsdreiecken identifiziert
werden. Dies verdeutlicht erneut, dass sich die Eigenschaften von Funktionen in unter-
schiedlichen Darstellungen widerspiegeln. Dariiber hinaus fordert diese vernetzende Be-
trachtung ein tiefergehendes Verstandnis fir den Begriff des Anstiegs. Im Umgang mit Ta-
bellen sollte somit neben dem dominanten Zuordnungscharakter auch der Kovariationsas-
pekt berlicksichtigt werden. Durch die Fortsetzung erkannter Muster wird das Ausfillen
bestehender Liicken innerhalb einer Tabelle moglich. Erkennen die Schiiler*innen in dieser
Darstellung den zum Argument x = 0 zugehdrigen Funktionswert als Achsenabschnitt n
oder entdecken sie, dass eine VergrofRerung des x-Wertes um r € R eine Verdanderung des

y-Wertes um m - r zur Folge hat, gelingt ihnen der Blick auf das Ganze (vgl. Laakmann,
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2013, S. 88). Fir ein inhaltliches Verstandnis eignet sich die Verknipfung mit einer geeig-
neten Sachsituation, welche durch entsprechende Wertepaare oder das Anderungsverhal-
ten modelliert wird (vgl. Abbildung 1). Fir das Aufstellen eines zugehdérigen Terms sind gra-

phische sowie rechnerische Zwischenschritte denkbar.

Graphische Darstellungen funktionaler Zusammenhange visualisieren den dynamischen
Kovariationsaspekt ebenso wie den Zuordnungscharakter und die Sicht als Ganzes. Grund-
legend flir das Erfassen der qualitativen Abhdngigkeitsbeziehung ist die Beachtung der Ach-
senbeschriftung. Falls zusatzlich eine Skalierung der Achsen ersichtlich ist, sind die Daten
quantifizierbar (vgl. Humenberger & Schuppar, 2019, S. 7). Die Argumente werden auf der
waagerechten, die Funktionswerte auf der senkrechten Achse dargestellt. Indem einzelne
Wertepaare abgelesen oder in eine Tabelle libertragen werden, findet der Zuordnungsas-
pekt der Darstellung vordergriindige Beachtung. Erst wenn die Menge aller Wertepaare —
also die gesamte Gerade — betrachtet wird, kann eine lineare Zunahme identifiziert wer-
den, welche die Variation und Kovariation der Abhadngigkeitsbeziehung widerspiegelt. Die
konstante Anderungsrate ist ,liber ein Steigungsdreieck als Quotient aus der Differenz
zweier abhangiger Werte und ihrer Argumente” (Laakmann, 2013, S. 87) exakt berechen-
bar. Der Anstieg kann jedoch auch unmittelbar am Graphen abgelesen werden, indem ein
Einheitsschritt in x-Richtung vollzogen wird. Der zugehorige senkrechte Abstand zur Gera-
den entspricht gerade dem Anstieg m (vgl. Laakmann, 2013, S. 93). Alternative Steigungs-
dreiecke sind ahnlich zueinander, sodass das Verhaltnis entsprechender Seitenldangen
ebenfalls die Anderungsrate m ergibt (vgl. Laakmann, 2013, S. 94). Durch das zusitzliche
Ablesen des y-Achsenabschnitts n am Schnittpunkt der senkrechten Koordinatenachse
kann die Funktionsvorschrift letztlich in ihrer Gesamtheit aufgestellt werden. Fiir eine
Uberfiihrung der graphischen Darstellung in einen Sachkontext ist es erforderlich, Anstieg
und Achsenabschnitt geeignet zu interpretieren (vgl. Abbildung 1), wodurch ein inhaltliches

Verstandnis gleichermaBen abverlangt wie gefordert wird.

Wahrend die tabellarische und die graphische Ausdrucksweise lediglich einen bestimmten
Ausschnitt offenbaren, bietet die zugehorige symbolische Notation eine umfassendere
aber kalkiilhafte Perspektive auf funktionale Zusammenhange. Der Zuordnungsaspekt spie-
gelt sich in der Schreibweise x — f(x) wieder, indem die Vorschrift jedem Argument des

Definitionsbereichs einen Funktionswert eindeutig zuweist (vgl. Vollrath & Weigand, 2007,
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S. 140). Die Gleichung y = f(x) hingegen betont besonders ,die Abhangigkeit des y vom
x“ (Vollrath, 1989, S. 12). Der Kovariationsaspekt wird hervorgehoben, wenn die fir das
Anderungsverhalten verantwortlichen Parameter m und n als solche identifiziert und hin-
sichtlich ihrer Auswirkung gedeutet werden. Das Erkennen der Termstruktur ermdglicht
Riickschllsse auf den Funktionstyp und somit auf die Zuordnung als Ganzes, sofern die Ler-
nenden diese mit einer konstanten Anderung in Verbindung setzen. Die Verinnerlichung
der Variablen m und n als gleichmaRige Veranderung bzw. als Startwert kann den Schii-
ler*innen helfen, die abstrakte Formel mit einem geeigneten Zusammenhang aus der Le-
benswelt zu verknlipfen. Das Erzeugen einer Tabelle setzt die kalkllhafte Berechnung ei-
nander zugeordneter Wertepaare voraus und kann wiederum als Grundlage fiir die graphi-
sche Darstellung genutzt werden. Alternativ kann der Funktionsgraph unmittelbar nach der
Identifikation von Anstieg und Achsenabschnitt mithilfe eines angemessenen Steigungs-
dreiecks gezeichnet werden. Mit Termen und linearen Gleichungen wurde dahingehend
bereits in vorangegangenen Lernbereichen operiert. Die f (x)-Schreibweise wird jedoch im
Kontext proportionaler Zuordnungen noch nicht verwendet, sodass diese symbolische Va-
riante bei der Betrachtung linearer Funktionen einzufiihren ist. Es gilt, diese Notation als
eine weitere und in gewissen Situationen zweckmaRigere Darstellungsmoglichkeit in den
Unterrichtsprozess zu integrieren. Eine Untersuchung, wie sich eine Anderung der Parame-
ter m und n auf den Funktionsgraphen auswirkt, kann mithilfe einer dynamischen Geomet-

riesoftware angestellt werden.

Die vorangegangenen Betrachtungen haben gezeigt, dass Funktionen auf vielfaltige Weise
darstellbar sind. Ein inhaltliches Verstdandnis des komplexen Funktionsbegriffs ist eng an
einen flexiblen Umgang mit verschiedenen Reprasentationen geknlipft. Dies setzt das Le-
sen und Interpretieren von Tabellen, Graphen und Funktionstermen sowie das Modellieren
einer Situationsbeschreibung voraus und erfordert die Kompetenz, diese Ausdrucksarten
variabel ineinander Uberfiihren zu konnen (vgl. T. Leuders & Prediger, 2005, S. 4). Im Un-
terrichtskontext gilt es, Aufgaben zu konstruieren, , die eine Darstellungsform als Ausgangs-
punkt wahlen und in verschiedenen Teilaufgaben bestimmte Darstellungswechsel anre-
gen” (Bichter, 2008, S. 9). Zwar ist eine individuelle Praferenz seitens der Schiler*innen
flir eine oder mehrere Visualisierungen nicht auszuschlieBen (vgl. Blichter, 2008, S. 7), den-
noch soll ein ausgewogener Einsatz aller Darstellungen im Unterricht angestrebt werden.

Fiir eine qualitative Funktionsbehandlung reicht es nicht aus, sich auf die Uberfiihrung
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einer Funktionsvorschrift in eine Wertetabelle zu beschranken, die letztlich im Zeichnen
des zugehorigen Funktionsgraphen miindet. Durch vielfaltige Lernumgebungen kann es ge-
lingen, den Kindern die Idee der ZweckmaRigkeit der Darstellungswechsel nachvollziehbar
zu vermitteln und die Potenziale unterschiedlicher Ausdrucksweisen aufzuzeigen (vgl. T.
Leuders & Prediger, 2005, S. 4). Vielmehr kénnen Funktionseigenschaften, die in entspre-
chenden Veranschaulichungen besonders ersichtlich sind, als Werkzeug zur Problemldsung
erfahren werden (vgl. Muller-Philipp, 1994, S. 24). Dadurch soll der Funktionsbegriff mit
Inhalten gefillt und eine Beschrankung auf einzelne Ausdrucksmittel vermieden werden.
Die komplexen Anforderungen an die Schiiler*innen, die im Zusammenhang mit verschie-
denen Darstellungswechseln auftreten, sind vor allem in Bezug auf die Heterogenitat der
Lerngruppen zu bericksichtigen. Eine unterstiitzende Funktion bei der Erzeugung und
Ubersetzung der Darstellungsformen wird dynamischer Geometriesoftware zugewiesen

(vgl. Vollrath & Weigand, 2007, S. 147), welche in Kapitel 5.3.2 dieser Arbeit erldutert wird.

5.2.4 Zuginge und Problemstellungen

Bereits in den Ausfiihrungen zur Entwicklung funktionalen Denkens wurde verdeutlicht,
dass ein intuitiver Zugang zum Funktionsbegriff durch das Aufgreifen adaquater Phano-
mene ermoglicht wird. Dagegen kann ein strikt deduktiver Aufbau des Themenbereichs,
der eine abstrakte Begriffsdefinition an den Anfang stellt, das inhaltliche Verstandnis der
betrachteten Zusammenhange hemmen. Vielmehr gilt es, Vorstellungen der Lernenden zu
aktivieren und ihre eigenen Erfahrungen in den Lernprozess zu integrieren (vgl. T. Leuders
& Prediger, 2005, S. 7). Die Auseinandersetzung mit bestimmten Phdnomenen, die durch
lineare Funktionen modelliert werden kdnnen, tragt nach Vollrath maBgeblich zur Entfal-
tung des Denkens in Zusammenhangen bei (vgl. Vollrath, 1989, S. 39). Indem funktionale
Beziehungen in auBermathematischen Anwendungsbereichen identifiziert und verstanden
werden, konnen die jeweils aufgegriffenen Erscheinungen einen Beitrag zur Umwelter-

schlieBung liefern (vgl. Vollrath & Weigand, 2007, S. 141).

Das Beschreiben einander abhdngiger GroRen setzt voraus, dass die zugrunde liegenden
Zusammenhange erkannt und als solche betrachtet werden (vgl. Vollrath & Weigand, 2007,
S. 142). Von besonderer Bedeutung sind hierbei Beobachtungen von Vorgédngen, die eine

zeitliche Entwicklung durchlaufen, da die Zeit als unabhédngige Variable kontinuierlich
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fortlauft (vgl. Vollrath, 1989, S. 19) und in der Realitat nicht angehalten werden kann. Der
Weg kann hierbei sowohl in Form einer Laufstrecke aber auch als Hohe in Erscheinung tre-
ten. Neben Kontexten mit Weg-Zeit-Relationen eignen sich Ware-Preis-Beziehungen sowie
die Inspektion geometrischer Abhdngigkeiten, denen ein linearer Zusammenhang zu-
grunde liegt. Untersuchungen der Flillhohe in Abhangigkeit vom Volumen in unterschiedli-
chen GefaRen (vgl. Humenberger & Schuppar, 2019, S. 25) oder die Beziehung zwischen
dem Umfang eines Quadrats und seiner Seitenlange (vgl. Vollrath & Weigand, 2007, S. 142)
greifen intuitive Vorstellungen auf und knlipfen an innermathematisches Vorwissen an. An-
dere geometrische Zusammenhange kénnen dahingehend als Gegenbeispiele untersucht
und zur Sensibilisierung herangezogen werden. Nachdem die Lernenden erkannt haben,
dass Anderungen der AusgangsgroRe die Werte der zugeordneten GréRe beeinflussen,
kann die Kovariation sprachlich konkretisiert, quantifiziert und letztlich formal mithilfe ei-
ner Funktionsgleichung ausgedriickt werden (vgl. Vollrath & Weigand, 2007, S. 143). Die
Beschreibung linearer Zusammenhadnge ist dabei eng mit der Eigenschaft der Monotonie
verbunden. Je nach Sachzusammenhang tritt der Anstieg in Form variabler Kosten (Ware-
Preis, Stromrechnung) oder Geschwindigkeiten (Weg-Zeit), der y-Achsenabschnitt durch
Fixkosten oder Grundpreis bzw. schlicht als Start- oder Anfangswert in Erscheinung (vgl.
Humenberger & Schuppar, 2019, S. 40). Gerade zu Beginn der Unterrichtung ist es notwen-
dig, die Bedeutung dieser beiden Parameter in verschiedenen Sachkontexten zu erfahren.
Indem untersucht wird, wie sich eine Variation von Anstieg und y-Achsenabschnitt in den
verschiedenen Darstellungen zeigt sowie auf den zugrunde liegenden Sachkontext aus-
wirkt, konnen entscheidende Kompetenzen erworben werden. Ein geeigneter Zugang hier-

fur bietet durch den Einsatz einer dynamischen Geometriesoftware.

Des Weiteren kdnnen funktionale Beziehungen genutzt werden, um Phdanomene der Um-
welt zu erklaren. Die Gleichung fiir den Umfang eines Quadrates u = 4a kann je nach Dar-
stellungsweise das Verstandnis fordern, weshalb eine Verdopplung der Seitenlange eine
Verdopplung des Umfangs zur Folge hat (vgl. Vollrath & Weigand, 2007, S. 143). Analog
konnen auch Kausalitdten physikalischer Naturgesetze funktional aufgefasst und unter-
sucht werden (vgl. Vollrath, 1989, S. 23), wobei sich diese vermutlich der auBerschulischen

Lebenswelt der Kinder entziehen.
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Haben die Lernenden den linearen Zusammenhang erfasst, beschrieben und quantifiziert,
kénnen die Erkenntnisse zum rationalen Handeln in der Umwelt eingesetzt werden. Durch
neue Problemstellungen wird die mathematische Analyse linearer Funktionen angeregt
(vgl. Blchter, 2008, S. 4). Fir die Zuordnung , Seitenldnge - Umfang eines Quadrats“kann
bei gegebenem Umfang durch das Losen einer Gleichung die Lange der Seite eindeutig be-
stimmt werden (vgl. Vollrath & Weigand, 2007, S. 143). Fir Ware-Preis-Beziehungen kon-
nen ebenfalls prazise Uberlegungen angestellt werden, wodurch Handlungen zielgerichtet
geplant werden kdnnen. Je nach Sachkontext kann untersucht werden, wie viel Geld fir
eine bestimmte Warenanzahl bendétigt wird bzw. welche Menge eines Produktes fiir einen
bestimmten Betrag erworben werden kann. Umkehraufgaben dieser Art regen eine tiefer-
gehende Auseinandersetzung mit der Sachsituation an. Wichtig hierfir ist es, stets eine
gualitative und intuitive Betrachtung an den Anfang zu stellen und diese schrittweise zu
mathematisieren. Gleiches gilt fir die Ermittlung der Nullstelle einer linearen Funktion. An
dieser Stelle ist es erforderlich, zunachst deren Bedeutung im Kontext abzukladren, ehe sich

eine rationale Bestimmung dieses Arguments je nach Darstellungsart anschlieRt.

Im weiteren Verlauf bieten sich Modellierungen an, bei denen beispielsweise systematisch
untersucht wird, ob der Abschluss eines Handy-Vertrags oder die Weiternutzung eines Pre-
paid-Tarifs lohnenswerter ist (vgl. Laakmann, 2013, S. 87). Ahnliche Uberlegungen sind bei
der Betrachtung unterschiedlicher Taschengeld-Vereinbarungen moglich. Diese offenba-
ren, neben dem Lebensweltbezug der Aufgabe, auch individuelle Entscheidungsoptionen
je nach Ausganglage der Kinder und ermoglichen dadurch einen personlichen Zugang zur
Aufgabe. Die Schiiler*innen erfahren durch analoge Aufgabenstellungen, dass (lineare)
Funktionen eingesetzt werden kénnen, um Probleme zu |6sen, Ereignisse vorherzusagen
oder Aussagen Uber Vergangenes zu treffen (vgl. Vollrath, 1989, S. 19). Dies erfordert, die
gegebenen Informationen der Sachsituation zunachst aus der Perspektive funktionaler Zu-

sammenhange zu erkennen und im Anschluss daran geeignet zu modellieren.

Neben der Beschreibung und Erklarung linearer Wachstumsprozesse, welche die Grund-
lage rationalen Handelns in der Umwelt bilden, kénnen funktionale Zusammenhéange auch
genutzt werden, um die Umwelt zu erforschen und kreativ in ihr zu handeln (vgl. Vollrath
& Weigand, 2007, S. 143-144). Entdeckendes Lernen soll die forschende Haltung der em-

pirisch arbeitenden Wissenschaften aufnehmen, um Hypothesen aufzustellen und zu
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Uberprifen (vgl. Vollrath & Weigand, 2007, S. 144). Im Zuge des Selbstlernmaterials ist die
Durchfiihrung eines Experiments jedoch an die individuellen Bedingungen der Lernenden
gebunden und nur mit haushaltsiiblichen Materialien umsetzbar. Alternativ kdénnen Simu-
lationen eingesetzt werden, welche mit Hilfe einer dynamischen Geometriesoftware er-
zeugt und den Lernenden zur Verfligung gestellt werden. Diese unterstiitzen die Kinder bei
der Identifikation des dynamischen Charakters funktionaler Zusammenhange. Kreatives
Handeln hingegen kann in vielen Mustern der Kunst und Architektur wiedergefunden wer-
den (vgl. Vollrath & Weigand, 2007, S. 145). Denkbar sind Aufgaben, in denen die Schi-
ler*innen GesetzmaRigkeiten zur Bildung von Punkte- oder Streichholzmustern erkennen
und in geforderte Darstellungen funktionaler Abhadngigkeiten Gberfiihren. Dies verdeut-
licht, dass lineare Funktionen nicht nur erkannt, sondern vielmehr erzeugt und geeignet
konstruiert werden kénnen (vgl. Vollrath & Weigand, 2007, S. 144). Mithilfe von Bunt- oder
Filzstiften haben die Kinder auch im Fernunterricht die Moglichkeit entsprechende Figuren

zu legen. Dadurch wird ihnen ein Zugang liber die Ebenen des EIS-Prinzips ermoglicht.

Die Betrachtungen zu denkbaren Problemstellungen und Zugangen sind keineswegs abge-
schlossen und stellen lediglich grundlegende Phanomene funktionaler Zusammenhange
dar, die es aufzugreifen gilt. Darliber hinaus finden sich zahlreiche Beispiele, welche dhnli-
che Untersuchungen erlauben. Es wird deutlich, dass lineare Funktionen einen Beitrag leis-
ten, die Umwelt zu beschreiben, zu erklaren sowie rational und kreativ in ihr zu handeln.
Adaquate, problemorientierte Aufgabenstellungen, in denen Schiler*innen erlernte Werk-
zeuge zur Losung einsetzen, sind eng mit verschiedenen Darstellungswechseln verbunden.
Die aufgeschliisselten Betrachtungen zeigen zudem, dass ein hoher Bezug zur Lebenswelt
der Lernenden hergestellt werden muss, um funktionale Zusammenhange erfahrbar zu ma-
chen. Der Einsatz von Sach- und Anwendungsaufgaben, die mathematische Fragestellun-
gen aufgreifen, ist in diesem Kontext unverzichtbar und sollte der kalktilhaften Behandlung

vorangestellt werden.

5.2.5 Vorwissen

Das Kapitel zur Entwicklung funktionalen Denkens zeigt auf, dass die Behandlung funktio-
naler Zusammenhéange im Unterricht weit mehr umfasst, als die kalkiilhafte Betrachtung

unterschiedlicher Funktionstypen. Aufgrund der vielfdltigen Facetten des Begriffs, wird in
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den Bildungsstandards vielmehr von einer Leitidee ,, Funktionaler Zusammenhang” gespro-
chen, welche das Curriculum spiralférmig durchzieht (vgl. Kultusministerkonferenz, 2004,
S. 9). Es wird deutlich, dass ein kompetenzorientierter Umgang mit diesem komplexen ma-
thematischen Konzept nur durch einen sukzessiven Aufbau erfolgen kann. Zwar wird der
Funktionsbegriff erstmals bei der Behandlung der linearen Vertreter explizit im Schulkon-
text aufgegriffen, erste Erfahrungen mit Abhangigkeiten zwischen zwei GréRen sammeln
die Lernenden jedoch bereits im Primarbereich sowie in den unteren Jahrgangsstufen der
weiterfilhrenden Schulen. In diesem Abschnitt wird untersucht, an welches Vorwissen die
Lehrenden bei der Unterrichtung linearer Funktionen anknipfen kénnen. Hierbei werden
sowohl mathematische Fahigkeiten, als auch Erfahrungen aus der Lebenswelt der Schii-
ler*innen bericksichtigt. Zentrale Erkenntnisse ergeben sich diesbeziiglich aus den Bil-
dungsstandards im Fach Mathematik. Zudem wird der sachsische Lehrplan fiir Oberschulen

aufgrund seiner hierarchischen Struktur als erganzendes Medium hinzugezogen.

Ein Blick in die Bildungsstandards im Fach Mathematik fir den Primarbereich verdeutlicht,
dass inhaltliche Kompetenzen bereits im Grundschulalter aufgebaut werden. Unter dem
Aspekt ,,Muster und Strukturen” gilt es, die Fahigkeit zu fordern, bestimmte GesetzmaRig-
keiten zu erkennen, zu beschreiben und darzustellen (vgl. Kultusministerkonferenz, 2005,
S. 10). Hierzu zdhlen geometrische und arithmetische Muster — beispielsweise in Form von
Zahlenfolgen —denen systematische Anderungen zugrunde liegen, sodass der Kovariations-
aspekt an dieser Stelle implizit aufgegriffen wird. Weiterhin sollen die Lernenden friihzeitig
fir das Erkennen, Beschreiben und Darstellen funktionaler Beziehungen geschult werden
(vgl. Kultusministerkonferenz, 2005, S. 11). Analog wird der Einsatz von Sachsituationen
angefiihrt, aus denen funktionale Zusammenhange identifiziert und verbalisiert werden
sollen. Hinsichtlich der Ausdrucksform wird neben der Situationsbeschreibung auf den Ein-
satz tabellarischer Darstellungen verwiesen (vgl. Kultusministerkonferenz, 2005, S. 11). Mit
dem Erstellen einer Tabelle aus einem Sachkontext erfahren die Schiler*innen bereits
friihzeitig eine grundlegende mathematische Kompetenz. Das Erzeugen von Tabellen,
Schaubildern und Diagrammen sowie das Ablesen von Informationen aus diesen Darstel-
lungen wird ebenfalls im Abschnitt ,, Daten, Haufigkeit und Wahrscheinlichkeit” aufgegrif-
fen (vgl. Kultusministerkonferenz, 2005, S. 11). So wird nicht nur ein Ubersetzungsprozess
zwischen zwei Darstellungsarten erprobt, sondern gleichermallen der exakte Einsatz der

Zeichengerate geschult, der wiederum beim Erstellen graphischer Darstellungen in der
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Sekundarstufe vorausgesetzt wird. GleichermaRen fordern die Bildungsstandards bereits
im Primarbereich einfache Sachaufgaben, denen ein proportionaler Zusammenhang zu-
grunde liegt (vgl. Kultusministerkonferenz, 2005, S. 11). Einfache Ware-Preis-Beziehungen
sind den Lernenden somit bereits aus der Grundschule sowie aus Alltagssituationen be-
kannt und kdonnen bei weiterfliihrenden funktionalen Betrachtungen aufgegriffen werden.
Fir die Entwicklung funktionalen Denkens bedeutet dies, dass die Schiiler*innen ausge-
wahlte Zusammenhange bereits frihzeitig intuitiv erfahren. Vordergriindig geht es um das
Erkennen und Beschreiben dieser Abhangigkeiten, das Erzeugen von Tabellen und Dia-
grammen und deren Interpretation sowie das Losen einfacher Rechenaufgaben, wobei

stets ein hoher Bezug zu Sachsituationen angestrebt wird.

In den weiterflihrenden Schulen soll den Lernenden nun unmittelbar die zu Beginn dieses
Kapitels erwdhnte Leitidee ,Funktionaler Zusammenhang” ndahergebracht werden. In Ab-
schnitt 5.2.1 dieser Arbeit wurde verdeutlicht, dass proportionale Funktionen einen Spezi-
alfall linearer Abbildungen darstellen. Vollrath und Weigand schlagen deshalb einen induk-
tiven Unterrichtsaufbau vor, welcher die Kenntnisse zur Proportionalitat aufgreift. In die-
sem Zusammenhang sprechen sie von einem Lernen durch Erweiterung (vgl. Vollrath &
Weigand, 2007, S. 160). Es wird ersichtlich, dass dieser Unterrichtsweg ein fundiertes Wis-
sen zu direkt proportionalen Zuordnungen voraussetzt. Situationen, denen ein indirekt pro-
portionaler Zusammenhang zu Grunde liegt, kénnen bei der Unterrichtung vor allem als
abgrenzende Beispiele aufgegriffen werden. Entsprechende Vorkenntnisse sind im Rahmen

dieser Arbeit jedoch zu vernachlassigen.

Das Thema , Lineare Funktionen” erfordert von den Lernenden einen kompetenten Um-
gang mit sprachlichen, tabellarischen und graphischen Darstellungsformen, die bereits bei
proportionalen Zuordnungen in Klassenstufe 6 eine zentrale Rolle spielen (vgl. Sachsisches
Staatsministerium fiir Kultus, 20193, S. 24). Das Erstellen von Wertetabellen, das Berech-
nen des Proportionalitatsfaktors sowie das Erzeugen von zugehdrigen Zuordnungsgraphen
greift mathematische Tatigkeiten auf, mit denen sich die Lernenden in diesem Zusammen-
hang bereits beschaftigt haben. In der Auseinandersetzung mit Koordinatensystemen wird
sich an dieser Stelle zunachst auf den ersten Quadranten beschrankt. Eine Erweiterung des
Koordinatensystems auf vier Quadranten erfolgt jedoch bereits bei der Einflihrung der ra-

tionalen Zahlen, sodass dahingehend erforderliche Kenntnisse vorausgesetzt werden
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konnen (vgl. Sachsisches Staatsministerium fiir Kultus, 20193, S. 40). Die Interpretation zu-
gehoriger Darstellungen erfolgt in diesem Kontext vorwiegend Uber ,je-desto”- bzw.
»,wenn-dann“-Aussagen (vgl. Sachsisches Staatsministerium fiir Kultus, 2019a, S. 23). Das
bedeutet, dass nicht nur der Zuordnungsaspekt, sondern auch der Kovariationsaspekt be-
reits bei der Proportionalitat bericksichtigt wird. Letzterer wird gleichermaRen bei der An-
wendung der Dreisatz-Rechnung eingefordert, welche einen zentralen Kern bei der Unter-
suchung proportionaler Abhangigkeiten bildet (vgl. Sachsisches Staatsministerium fur
Kultus, 20193, S. 24). Mit der Einflihrung des Dreisatzes werden proportionale Zusammen-
hiange zudem als Grundlage zur Problemlésung erfahren (vgl. Kultusministerkonferenz,
2004, S. 12). Im Kontext der linearen Funktionen gilt es, das Erkennen der Kovariation zu
fordern und die Schiler*innen fir die Erweiterung ihrer kognitiven Konzepte zu sensibili-
sieren. AuRerdem wird an bestehende Problemlosestrategien angeknilpft, um lineare
Funktionen auf diese Weise als praktisches Hilfsmittel zu begreifen. Hierflir sind lebens-
nahe Zugange und Sachsituationen notwendig, wie sie auch in den Bildungsstandards der
weiterfiihrenden Schulen gefordert werden (vgl. Kultusministerkonferenz, 2004, S. 12). Es
bietet sich an, Beispiele auszuwahlen, denen ein proportionaler Zusammenhang zugrunde
liegt, um diesen im spateren Verlauf auf einen linearen Kontext auszuweiten. Weg-Zeit-
Abhangigkeiten werden dahingehend auch im Physik-Unterricht der Jahrgangsstufe 6 auf-
gegriffen und ermoglichen eine facherlbergreifende Vernetzung (vgl. Séachsisches

Staatsministerium fur Kultus, 2019b, S. 19).

Zwar erfahren die Lernenden bei der Unterrichtung proportionaler Zuordnungen bereits
die Bedeutung des Proportionalitatsfaktors, jedoch wird dabei vorerst auf die explizite Ein-
flhrung der Funktionsgleichung in der f(x)-Schreibweise verzichtet. Aufgrund des induk-
tiven Unterrichtszugangs ist es sinnvoll, an die Vorkenntnisse zur direkten Proportionalitat
anzuknlpfen und zunichst die Funktionsgleichung der Form f(x) = m - x einzufiihren.
Vollrath zeigt diesbezliglich verschiedene Moglichkeiten auf (vgl. Vollrath, 1982, S. 7ff.),
wobei fiir die vorliegende Materialreihe der Weg der Verallgemeinerung herangezogen
wird. Die Aufgabe des Lehrenden ist es, die Form des Terms mit der Gestalt des zugehori-
gen Graphens in Verbindung zu setzen, um die Perspektive auf das Ganze zu férdern. Ge-
lingt es, die Zusammenhange zwischen den Darstellungsformen fiir proportionale Zuord-
nungen herzustellen sowie an das vorhandene Vorwissen anzukniipfen, kénnen lineare

Funktionen sinnstiftend eingefiihrt werden.
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Entscheidend fiir eine gelungene Herleitung der Termschreibweise sind Vorkenntnisse im
Umgang mit Variablen, wobei auf die entsprechenden Grundvorstellungen zuriickgegriffen
wird. Wahrend die im Kontext der linearen Funktionen verwendeten Buchstaben m und n
die Funktion eines Parameters Ulbernehmen und unter dem Einzelzahlaspekt zu verstehen
sind, handelt es sich bei x um eine Veranderliche, die als beliebige Zahl ein bestimmtes
Intervall durchlauft. Malle spricht dahingehend vom Bereichsaspekt (vgl. Malle, 1993,
S. 80). Bei der Berechnung von Funktionswerten und Argumenten wird jedoch auch der
Einsetzungsaspekt thematisiert, bei dem Variablen als Platzhalter verstanden werden (vgl.
Malle, 1993, S. 46). Letztere Perspektive setzt wiederum die Fahigkeit zum Losen linearer
Gleichungen voraus. Der Auftrag des Lehrenden ist es, an dieser Stelle den Bezug zwischen
linearen Gleichungen und zugehorigen Funktionen herzustellen sowie die erforderlichen
Losungsverfahren, welche die Lernenden dahingehend besitzen, zu aktivieren (vgl.

Séchsisches Staatsministerium fiir Kultus, 20193, S. 43).

Resimierend zeigen die Ausflihrungen zur Untersuchung des Vorwissens, dass fundamen-
tale Grundlagen bereits im Lernbereich der proportionalen Zuordnungen ausgebildet wer-
den. Den Schiiler*innen sind die Ausdrucksformen Tabelle, Sachsituation und Graph bereits
bekannt, sodass die Funktionsvorschrift unter Beriicksichtigung der Kenntnisse zu Termen
und Gleichungen als weitere Darstellungsmoglichkeit hergeleitet werden kann. Neben den
verschiedenen Visualisierungen sowie den damit verbundenen Ubersetzungsprozessen
kann zudem an inhaltliche Vorstellungen angekniipft werden. Es wird deutlich, dass nicht
nur der Zuordnungsaspekt, sondern auch der Kovariationsaspekt bereits im proportionalen
Kontext betrachtet wird. Durch einen hohen Anwendungsbezug kdnnen aulRerschulische
Erfahrungen der Kinder in den Lernprozess aufgenommen werden. Indem die Inhalte zu
proportionalen Zusammenhangen aktiviert und angemessen erweitert werden, ist es mog-

lich, lineare Funktionen Gber einen induktiven Weg in den Unterricht zu integrieren.

5.2.6 Fehlvorstellungen und Lernschwierigkeiten

Die didaktischen Uberlegungen zur Materialreihe ,Lineare Funktionen” werden mit einem
Uberblick tiber typische Fehler, die im Lernprozess der Schiiler*innen auftreten kdnnen,
fortgesetzt. Den Lehrenden soll somit die Moglichkeit gegeben werden, Schwierigkeiten

und Verstandnisprobleme der Kinder zu antizipieren und entsprechende
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Schlussfolgerungen fiir die eigene Unterrichtsplanung abzuleiten. Einerseits kann irrtimli-
chen Denkprozessen und Annahmen der Lernenden auf diese Weise vorgebeugt werden.
Zum anderen sind Lehrkrafte dadurch in der Lage, verstandnisvoll mit den Fehlvorstellun-
gen umzugehen und die Schiiler*innen aktiv und angemessen bei der Uberwindung von
Unklarheiten zu unterstiitzen. Die nachfolgende Analyse bezieht sich auf Schwierigkeiten
hinsichtlich des Begriffsverstandnisses, der Kenntnis von Beispielen und Gegenbeispielen
sowie benotigter Unterbegriffe und berlicksichtigt ebenfalls Hiirden im Umgang mit unter-
schiedlichen Darstellungsformen. Die Grundlage bilden verschiedene empirische Erhebun-
gen, wobei vor allem jene Erkenntnisse herangezogen werden, welche fiir die Einflihrung

linearer Funktionen bedeutend sind.

a) Begriffsverstandnis und Erkennen von Beispielen und Gegenbeispielen

Zunachst werden Verstandnisprobleme hinsichtlich einer korrekten Begriffsauffassung un-
tersucht, die sich schlieRlich auch auf die Kenntnis zugehoriger Beispiele und Gegenbei-
spiele Ubertragen. Bei verschiedenen Studien fallt auf, dass zahlreiche Teilnehmer*innen
lediglich eine unzureichende oder gar fehlerhafte Definition des Funktionsbegriffs wieder-
geben konnten (vgl. Vinner, 1983; Vinner & Dreyfus, 1989). Mitunter besallen sie sogar
eine falsche Vorstellung von dem, was in der Mathematik unter dem Terminus einer Funk-
tion verstanden wird. Deutlich wurde, dass Funktionen oft auf die Darstellungsform der
Funktionsgleichung reduziert und ausschlief3lich ,als Regel, Rechnung, Gleichung oder For-
mel“ aufgefasst wurden (vgl. Miller-Philipp, 1994, S. 55). Die Beschrdankung der Definition
auf eine Darstellungsweise spiegelt dahingehend eine lediglich unzureichende Begriffsauf-
fassung wider. Gelang den Schiiler*innen die Wiedergabe einer exakten Definition doch,
so ergaben sich mitunter neue Probleme bei deren Anwendung im Aufgabenkontext. Es
wurde festgestellt, dass Schiler*innen auf Grundlage einer angemessenen Definition nicht
entscheiden konnten, ob es sich bei konkreten Beispielen um eine Funktion handelte oder
nicht (vgl. Vinner, 1983, S. 294). Dass die Lernenden ihr Begriffsverstandnis an die Existenz
einer passenden Funktionsgleichung koppelten, setzte sich analog bei der graphischen Aus-
drucksweise fort. Vielen Kinder fiel es schwer, eine unregelmalige Kurve als Funktion zu
akzeptieren, auch wenn es sich definitionsgemaR um eine solche handelte (vgl. Muller-
Philipp, 1994, S. 55). Funktionsgraphen, die Unstetigkeiten in Form von Liicken, Polstellen,

Knicken oder Spriingen aufwiesen, wurden von einigen Studienteilnehmenden ebenfalls
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nicht als Funktion angenommen (vgl. Vinner & Dreyfus, 1989, S. 361). Ahnlich verhielt es
sich bei graphischen Ausdriicken, deren Definitionsmenge auf die natirlichen Zahlen be-
schrankt war (vgl. Markovits, Eylon & Bruckheimer, 1986, S. 22). Darstellungen, die verti-
kale Abschnitte enthielten, wurden zwar richtigerweise verworfen, allerdings wurde diese
Entscheidung vielmehr mit dsthetischen Kriterien anstatt unter Beriicksichtigung einer De-
finition begriindet (vgl. Tall, S. 8). Parallelen zeigten sich bei der Akzeptanz bestimmter al-
gebraischer Ausdriicke. Dies betraf sowohl zusammengesetzte als auch konstante Funktio-
nen (vgl. Markovits et al., 1986, S. 20), wobei Letztere in der graphischen Darstellung von

den Teilnehmenden weniger problematisch gesehen wurden (vgl. Tall, S. 8).

Als Ursache fir diese Missverstandnisse sieht Vinner eine Diskrepanz zwischen dem
concept image, also der gesamten kognitiven Struktur, welche mit einem Begriff verbunden
wird, sowie der concept definition, einer exakten Begriffsdefinition. Er fligt an, dass die Ler-
nenden bei der Anwendung einer Definition vorwiegend ihre personlichen Erfahrungen im
Umgang mit Funktionen aktivieren. Sie nutzen die Ressourcen ihres concept images (vgl.
Vinner, 1983, S. 294). Entsprechende Fehlvorstellungen beruhen auf unzureichend ausge-
pragten Grunderfahrungen, die vor allem aus streng formalen Funktionsbetrachtungen re-
sultieren. So ist es nicht verwunderlich, dass Teilnehmer*innen einer Studie hauptsachlich
lineare Funktionen angaben, als sie nach Beispielen fiir funktionale Zusammenhange ge-
fragt wurden (vgl. Markovits et al., 1986, S. 24). Um Lernhirden effektiv vorzubeugen, miis-

sen concept image und concept definition im Einklang miteinander stehen.

An dieser Stelle ist es die Aufgabe der Lehrperson, den Begriff mit seinen vielfaltigen Facet-
ten lebendig zu erfahren und daran anknipfend mit einer exakten Definition zu vereinen.
Die enge Kopplung des Begriffs an eine Darstellungsform kann dadurch vermieden werden,
dass bereits frihzeitig auch Funktionen betrachtet und beschrieben werden, die im Schul-
kontext nicht durch eine Funktionsgleichung wiedergegeben werden kénnen. Durch die In-
terpretation graphischer Darstellungen unstetiger oder zusammengesetzter Funktionen
kann das inhaltliche Verstandnis fiir zugrunde liegende Abhangigkeiten entscheidend ge-
fordert werden. Es wird ersichtlich, dass eine zu starke Orientierung an stetigen Funktionen
den Lernprozess sogar hemmen kann. Somit sollten qualitative Betrachtungen funktionaler

Zusammenhange fest im Unterrichtsgeschehen verankert sein.

41



b) Kenntnis von Unterbegriffen

Die Voraussetzung fir den Umgang mit Funktionen und ihren Darstellungen bildet die
Kenntnis entsprechender Unterbegriffe. Zu nennen seien an dieser Stelle die Begriffe Urbild
und Bild sowie ihre Synonyme Argument und Funktionswert als Elemente des Definitions-
und Wertebereichs. Zentrale Fachbegriffe wie Anstieg und y-Achsenabschnitt werden
ebenso wie die Begriffe Graph, Wertetabelle und Funktionsgleichung erst im folgenden Un-

terabschnitt beleuchtet.

Thomas stellte in seinen Untersuchungen einst fest, dass ,,das Berechnen von Funktions-
werten oder das Ablesen von Bildern in Tabellen, Graphen und Pfeildiagrammen” (Mller-
Philipp, 1994; zitiert nach Thomas, 1975) Grundfertigkeiten seien, welche die Lernenden
bereits friih erfahren. Allerdings verdeutlichten andere Datenerhebungen, dass hieraus
nicht zwangslaufig geschlussfolgert werden kann, dass die Schiler*innen auch in der Lage
sind, flexibel mit diesen Begriffen zu operieren (vgl. Markovits et al., 1986). Es zeigten sich
vielmehr Schwierigkeiten bei der Verkniipfung der Begriffe Urbild und Bild mit der zugeho-
rigen Achse, um entsprechende Werte im Koordinatensystem abzulesen (vgl. Markovits et
al., 1986, S. 21). Dabei ist das Bestimmen von Punktepaaren weniger problematisch als die
Kenntnis der jeweiligen Begrifflichkeiten. Die Untersuchungen offenbarten diesbezliglich
besonders grofRe Herausforderungen bei Schnittpunkten zwischen dem Funktionsgraphen
und den Koordinatenachsen, welche die Autoren auf die Doppelrolle als Bild bzw. Urbild
und (Urbild, Bild)-Paar zuriickfihrten (vgl. Markovits et al., 1986, S. 21). Wohingegen der
Terminus des y-Achsenabschnitts sprachlich auf die zugehorige Koordinatenachse ver-
weist, wird dies bei analogen Betrachtungen von Nullstellen eigenstandig von den Lernen-
den verlangt. Der Auftrag der Lehrperson ist es, die Begriffe Urbild und Bild sowie deren
Synonyme exakt zu verwenden und diese stets mit den zugehorigen Variablen und Koordi-

natenachsen in Verbindung zu setzen.

AbschlieBend sei zu erwdhnen, dass den Schiler*innen ebenfalls die Bedeutung der Be-
griffe Definitions- und Wertebereich auch in héheren Jahrgangsstufen nicht immer gelaufig
ist. Vielmehr werden Funktionen, welche dieselbe Zuordnungsvorschrift, jedoch unter-
schiedliche Definitionsbereiche besitzen, als identisch aufgefasst (vgl. Markovits et al.,
1986, S. 22). Hinsichtlich der Entscheidung, ob eine Gerade im Koordinatensystem als

durchgangige Linie veranschaulicht werden darf oder nicht, kénnen die Schiler*innen
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bereits bei proportionalen und linearen Funktionen fiir eine Beachtung des Definitionsbe-
reichs sensibilisiert werden. Beide Begriffe werden im vorliegenden Material allerdings

nicht explizit eingeflihrt, sodass sie auch fiir die Fehleranalyse zurilickgestellt werden.

¢) Umgang mit verschiedenen Darstellungen

Die verschiedenen Darstellungsformen, mit denen Funktionen im Unterricht ausgedrickt
werden, erfordern von den Lernenden die Anwendung zahlreicher Ubersetzungsprozesse.
AbschlieBend wird untersucht, welche mathematischen Fahigkeiten im Umgang mit den
vorgestellten Darstellungen gelingen und an welchen Punkten bei den Kindern Schwierig-

keiten zu erwarten sind.

Aufgaben, welche das Lesen von Darstellungen betreffen — bei denen also Argumente,
Funktionswerte oder Punktepaare aus graphischen oder tabellarischen Darstellungen ent-
nommen werden miissen — stellen im Allgemeinen ebenso wenig Probleme dar, wie das
Eintragen von Punkten in ein gegebenes Koordinatensystem (vgl. Kerslake, 1982, S. 123f.).
Die auftretenden Komplikationen bei der Verkniipfung der Begriffe Bild und Urbild mit den
Koordinatenachsen wurden bereits im vorhergehenden Abschnitt erlautert. Andere Stu-
dien zeigten bezlglich der graphischen Darstellung jedoch weitere Schwierigkeiten auf.
Leinhardt et al. stellten in diesem Zusammenhang fest, dass Schiiler*innen lokale Untersu-
chungen auch da anstellten, wo globale Betrachtungen bestimmter Intervalle und Tenden-
zen gefragt waren. Dieses Phanomen bezeichneten sie als interval/point confusion (vgl.
Leinhardt, Zaslavsky & Stein, 1990, S. 37). Auffallig dahingehend war auch, dass zwischen
einzelnen Wertepaaren (iberproportional haufig ein linearer Zusammenhang angenom-
men wurde. Mitunter wurden auch die KenngrofRen des Anstiegs und des Funktionswerts
sowie deren Bedeutung verwechselt, was unter dem Terminus slope/height confusion zu-
sammengefasst wird (vgl. Leinhardt et al., 1990, S. 37). Hierbei ist gemeint, dass Schiler*in-
nen mit dem maximalen Funktionswert argumentierten, obwohl die maximale Wachstums-
rate als Antwort erwartet wurde. Die Probleme bei der Unterscheidung von Bestand und
Anderung resultieren vorwiegend aus Schwierigkeiten beim Erfassen und Beschreiben des
Anderungsverhalten der zugrunde liegenden Zusammenhinge (vgl. Roth & Stiller, 2016,
S. 2). Die grofRten Hiirden bereiten den Lernenden allerdings ganzheitliche Interpretationen
graphischer Darstellungen. Wird ein Graph nicht als Abhdngigkeitsbeziehung zweier Gro-

Ren erfasst, sondern als Bild der Situation verstanden, wird in der Literatur von der iconic
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representation bzw. dem ,,Graph-als-Bild“-Fehler gesprochen (vgl. Leinhardt et al., 1990,
S. 39). Weg-Zeit-Diagramme stellen die Lernenden dahingehend vor enorme Schwierigkei-
ten, da diese ein hohes Potential flr Fehlinterpretationen bieten. Extrempunkte werden in
diesem Kontext haufig als Taler bzw. Berge einer Landschaft missverstanden, wobei das
Monotonieverhalten félschlicherweise als hinauf- bzw. hinabgehen ausgelegt wird (vgl.
Kerslake, 1982, S. 128—-129). Die Schiiler*innen sollten umso mehr mit Weg-Zeit-Zusam-
menhdngen konfrontiert werden, wobei der Einsatz von Computersimulationen zu deren

gelungener Deutung beitragen und ein tiefgreifendes Verstandnis fordern kann.

Nachdem zunachst Herausforderungen in der Interpretation graphischer und tabellarischer
Reprasentationen analysiert wurden, werden nachfolgend Schwierigkeiten bei entspre-
chenden Darstellungswechseln untersucht. Wenig Probleme bereitete den Lernenden das
Aufstellen einer Wertetabelle aus einem Graphen sowie das Eintragen von Punkten in ein
gegebenes Koordinatensystem (vgl. Markovits et al., 1986; Thomas, 1975). Komplikationen
ergaben sich bei einigen Lernenden nur im Umgang mit Dezimalzahlen, sodass dies bei der
Unterrichtung leistungsschwacherer Schiler*innen hinsichtlich der Aufgabenauswahl be-
rlicksichtigt werden sollte (vgl. Kerslake, 1982, S. 121-122). Zwangslaufig werden bei der
Ubersetzung einer Wertetabelle in einen Graphen auch andere Kompetenzen, wie die Kon-
struktion eines geeigneten Koordinatensystems oder die Frage nach dem Definitionsbe-
reich herangezogen. Die Studien geben darliber jedoch keinen Aufschluss. Es ist allerdings
naheliegend, dass das Arbeitstempo beim Zeichnen eines Koordinatensystems gerade in
heterogenen Lerngruppen sehr unterschiedlich ausfallt, sodass diese Kompetenz fiir Leis-
tungsschwachere eine zusatzliche Herausforderung darstellt (vgl. Miller-Philipp, 1994,

S. 89).

Wenig Probleme bereitete den Lernenden das Aufstellen einer Wertetabelle aus einer
Funktionsgleichung. Schwierigkeiten bei der Berechnung von Urbildern aus Funktionswer-
ten bei einer gegebenen Funktionsvorschrift fihren Markovits et al. auf technische Defizite
beim Lésen von Gleichungen zuriick (vgl. Markovits et al., 1986, S. 22). Unklarheiten ent-
standen bei den befragten Schiiler*innen zudem dann, wenn bei der Berechnung von Funk-
tionswerten statt der y- die f(x)-Schreibweise verwendet wurde (vgl. Herscovics, 1982,
S. 72). Offensichtlich ist die funktionale Schreibweise fiir die Lernenden schlicht weniger
greifbar. Im Sinne einer addaquaten Vorbereitung auf hohere Jahrgangsstufen sollte diese

Notation nachhaltig eingefiihrt und mit entsprechenden Ubungsaufgaben manifestiert
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werden. Arbeitsauftrdage, bei denen die Bildungsvorschrift aus gegebenen Datenpaaren
entdeckt werden sollte, zeigten vielmehr, dass die Schiiler*innen durchaus in der Lage wa-
ren, die jeweils vorliegenden GesetzmaRigkeiten zwischen den Paaren zu erkennen und
diese auf andere Wertepaare anzuwenden. Es mangelte ihnen lediglich an der Kompetenz,
die eigenen Denkmuster in eine passende Funktionsgleichung zu uUberfihren (vgl.

Herscovics, 1982, S. 73).

Es bleibt zu untersuchen, welche Lernhiirden bei der Ubersetzung zwischen dem Graphen
und der Funktionsgleichung bestehen. Es wird davon ausgegangen, dass den Lernenden die
Erzeugung einer graphischen Darstellung weniger Probleme bereitet als die entgegenge-
setzte Richtung. Begriindet wird dies damit, dass eine Wertetabelle als Zwischenschritt ge-
nutzt werden kann (vgl. Muller-Philipp, 1994, S. 82). Im Allgemeinen stellen jedoch beide
Darstellungswechsel die Schiler*innen vor erhebliche Herausforderungen und biirgen ein
hohes Fehlerpotenzial. Leinhardt et al. stellten diesbeziglich in einer Testung fest, dass le-
diglich ein Fiinftel der 17-Jahrigen in der Lage waren, den Graphen einer linearen Funktion
unter Vorgabe der Funktionsvorschrift zu zeichnen. Die korrekte Funktionsgleichung konn-
ten im umgekehrten Aufgabenteil nur 5 % der Befragten aufstellen (vgl. Leinhardt et al.,
1990, S. 35). Barr untersuchte ebenfalls, welche Herausforderungen analoge Aufgabenstel-
lungen bereithielten. Die Ergebnisse offenbarten, dass die Schiiler*innen bei linearen Funk-
tionen nur bedingt in der Lage waren, die Parameter des Anstiegs sowie des y-Achsenab-
schnitts im Funktionsgraphen zu identifizieren und mit der korrekten Gleichung zu verkntip-
fen (vgl. Barr, 1981, S. 14ff.). Es kdnnen somit erhebliche Defizite im Zusammenspiel der
beiden Darstellungsformen angenommen werden. Ahnliche Probleme bereitete die Formel
zur Berechnung des Anstiegs (iber ein geeignetes Steigungsdreieck. Barr fihrt dazu an, dass
die Idee, den Anstieg als Verhaltnis aufzufassen, Verwirrungen und neue Hirden bei den
Lernenden hervorrufen wiirde (vgl. Barr, 1981, S. 17). Es ist anzunehmen, dass beide Para-
meter im Unterricht nur bedingt mit inhaltlichen Vorstellungen verkniipft wurden. Viel-
mehr gilt es, nicht nur das mathematische Kalkil von Anstieg und y-Achsenabschnitt zu

lehren, sondern beide Begriffe qualitativ und nachhaltig erfahrbar zu vermitteln.

Die Untersuchungen hinsichtlich méglicher Fehlvorstellungen und Lernschwierigkeiten ha-
ben gezeigt, dass sowohl bei der Begriffsauffassung sowie zentralen Unterbegriffen, als
auch bei entsprechenden Darstellungswechseln vielfdltige Unklarheiten auftreten kénnen.

Es wurde angemerkt, dass die Vorstellungen der Lernenden mit einer exakten Definition in
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Einklang stehen missen, um diese nachhaltig zu verinnerlichen und im Aufgabenkontext
anwenden zu konnen. Hierzu ist es erforderlich, verschiedene Darstellungsformen in den
Unterrichtsprozess einzubeziehen und die Lehre auf allgemeinere funktionale Zusammen-
hange auszuweiten. Es ist nicht ratsam, den Unterricht ausschlielich auf Funktionstypen
zu beschranken, die durch simple Terme beschreibbar sind oder deren Graphen als ,,or-
dentliche” Kurven in Erscheinung treten. Bei der Interpretation gilt es, globale Betrach-
tungsweisen bestimmter Intervalle in den Deutungsprozess einzubeziehen. In diesem Ka-
pitel wurden abschlieBend potentielle Fehler im Umgang mit den Darstellungsformen und
zugehorigen Translationen analysiert. Die grofSten Probleme sind diesbezliglich bei der un-
mittelbaren Ubersetzung zwischen dem Graphen und der zugehérigen Funktionsgleichung
zu erwarten. Nichtsdestotrotz offenbarten auch andere Darstellungswechsel denkbare

Hirden fir die Lernenden, welche bei der Unterrichtung zu bericksichtigen sind.

5.2.7 Differenzierung und didaktische Reduktion

Die Analyse der Rahmenbedingungen der Schiiler*innen in Abschnitt 2.1 verdeutlichte eine
ausgepragte Heterogenitat innerhalb der Lerngruppen. Durch die konzeptionelle Ausrich-
tung der Carl-von-Ossietzky-Schule als Gemeinschaftsschule findet eine duRRere Differen-
zierung der Lernenden nicht statt, weshalb groRe Unterschiede hinsichtlich des Vorwissens,
des Leistungsstands und des Arbeitstempos sowie in Bezug auf die Lernmotivation vorlie-
gen. Diese Ausgangssituation erfordert eine angemessene Aufbereitung der Unterrichtsin-
halte. Hierzu wird im Folgenden untersucht, an welchen Stellen eine didaktische Reduktion
notwendig ist und welche Ansatze zur Binnendifferenzierung in das zu entwickelnde Kon-

zept einflielRen.

Lineare Funktionen ermdoglichen den Schiler*innen den expliziten Einstieg in die Welt funk-
tionaler Zusammenhange, wenngleich erste Erfahrungen bereits zuvor gesammelt wurden.
Trotz der Komplexitat, die dieser Lernbereich aufweist, bedeutet didaktische Reduktion
nicht, die anspruchsvollen Inhalte bei der Unterrichtung schlicht auszulassen. Vielmehr gilt
es, einen geeigneten Zugang zu finden und bedeutsame Aspekte der Thematik zu erfassen
(vgl. Lambert & Herget, 2017). Diesbeziglich missen sowohl lernschwéachere als auch leis-
tungsstarkere Kinder gleichermalien berlicksichtigt werden. Konkret erfordert dies, die In-

halte glinstig zu vereinfachen, ohne dadurch deren fachliche Erweiterbarkeit zu
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beschrdanken (vgl. Hoffkamp & Kaliski, 2017, S. 20). Mathematische Kompetenzen, auf de-
nen in den folgenden Lernbereichen aufgebaut wird, sind dahingehend essentiell bei der
Unterrichtung linearer Funktionen. Gleichwohl bedeutet dieser Reduktionsschritt nicht, die
Inhalte auf das mathematische Kalkil zu reduzieren, wie es in der Praxis gerade bei Lern-
schwacheren aufgrund einer nicht-zutrauenden Einstellung seitens der Lehrperson haufig
geschieht. Im Mittelpunkt sollte das inhaltliche Verstandnis positioniert werden, wobei
diese qualitative Auseinandersetzung mit sinnhaften Ubungsphasen korrespondieren muss
(vgl. Hoffkamp & Kaliski, 2017, S. 20). Eine Vernetzung der mathematischen Darstellungs-
formen mit der vorliegenden Sachsituation ist fiir einen nachhaltigen Wissenserwerb un-

entbehrlich.

Fur die zu entwickelnden Materialien heilRt dies konkret, dass die Lerninhalte durch einfa-
che, exemplarische Beispiele anwendungsbezogen erfahren werden (vgl. Lambert &
Herget, 2017). Die Fiille an funktionalen Zusammenhangen soll auf ein Minimum an typi-
schen Situationen reduziert werden, die einen unmittelbaren Lebensweltbezug herstellen.
In diesem Kontext wird die Komplexitat der Beispiele gerade dadurch verringert, dass aus-
gewahlte Sachverhalte geeignet modelliert werden. So lassen sich Weg-Zeit-Abhangigkei-
ten erst durch die Annahme einer konstanten Geschwindigkeit sowie durch das Vernach-

lassigen der Beschleunigung im Rahmen linearer Funktionen analysieren.

Die Anforderungen hinsichtlich der Lernorganisation, mit denen die Schiler*innen durch
den Distanzunterricht konfrontiert werden, erfordern ebenfalls geeignete Reduktions-
schritte. Hierflr bietet es sich an, die Inhalte und die Komplexitdat der mathematischen Ar-
beitsauftrage durch passende Hilfsangebote zu reduzieren (vgl. Lambert & Herget, 2017).
Gestufte Unterstlitzungsmoglichkeiten konnen ein Gerliist kreieren, welches den Lernen-
den mehr Verantwortung fir den eigenen Lernprozess Ubertragt und parallel den Aneig-
nungsprozess individualisiert. Dabei wird deutlich, dass eine klare fachliche sowie formale
Strukturierung der Materialreihe unerlasslich ist, um vor allem den lernschwacheren Schii-
ler*innen eine addquate Lernplattform zu bieten (vgl. Hoffkamp, 20173, S. 3). Zahlreiche
digitale Arrangements helfen den Schiler*innen bei der Bearbeitung der Arbeitsauftrage.
Lernvideos begleiten die Kinder bei auftretenden Startschwierigkeiten, wahrend ikonisch-
dynamische Computersimulationen einen inhaltlichen Zugang zu funktionalen Zusammen-

hangen gewahrleisten. Gleichzeitig dienen diese Veranschaulichungen dazu, die Lernenden
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bei komplexen Darstellungswechseln zu entlasten (vgl. Lambert & Herget, 2017). Dadurch
soll ein fundiertes Verstandnis fir die verschiedenen Ausdrucksmittel funktionaler Abhan-
gigkeiten erzeugt werden, ohne eine der Darstellungsarten bei der Betrachtung zu vernach-

lassigen.

Binnendifferenzierung soll im Rahmen dieser Materialreihe nicht durch unterschiedliche
Aufgabenstellungen und Lerninhalte erreicht werden, sondern durch unterstiitzende Hilfs-
angebote, die ein individuelles Arbeitstempo sowie einen angemessenen Einstieg ermogli-
chen. Dies bedeutet nicht, dass die gesamten Lernziele dieser Reihe inhaltlich nicht diffe-
renziert werden kénnen. Da die entwickelten Arbeitsblatter zur Einfihrung linearer Funk-
tionen dienen, werden jedoch zunachst grundlegende mathematische Kompetenzen auf-
gebaut, die alle Teilnehmenden erfahren sollen. Die aufgestellten Lernziele sind jedoch da-
hingehend differenzierbar, als dass die zur Verfligung gestellten Hilfsangebote bei Bedarf
in Anspruch genommen werden kénnen (vgl. Bruder & Reibold, 2010). Diese sind in Aufga-
bensets eingebunden, die verschiedene Aufgabentypen zu einem Ulibergeordneten Thema
vereinen. Hier findet ein klar strukturiertes Wechselspiel zwischen analogen und digitalen
Lernumgebungen statt, sodass die Auftrage abwechslungsreich gestaltet sind und verschie-
dene Lerntypen ansprechen (vgl. Bruder & Reibold, 2010). Ziel ist es, dass sich die Schi-
ler*innen im Verlauf der Arbeitsblatter zunehmend von den gegebenen Strukturierungshil-
fen I6sen und an Selbstvertrauen gewinnen. Einzelne Arbeitsblatter bieten zudem gestufte
Schwierigkeitsgrade an, die jeweils mit * bzw. ** gekennzeichnet sind und sich vor allem
an die leistungsstarkeren Lerner*innen richten. Diese Kinder besitzen somit die Moglich-
keit, sich intensiver mit den Inhalten auseinanderzusetzen, wodurch sie wiederum eine

Vorbereitung fir weiterfihrende Aufgaben erhalten.

Die vorgestellten Differenzierungs- und Reduktionsansatze zielen auf ein fundiertes Basis-
wissen zu linearen Funktionen ab, welches an geeigneten Stellen vertieft werden kann. Ma-
thematische Fertigkeiten und lebensnahe Sachsituationen sollten unmittelbar miteinander
verknlpft werden, um einen niedrigschwelligen Zugang zur Thematik zu garantieren. Die
vorliegende Materialreihe besitzt in ihrer konzeptionellen Anlage ein hohes Differenzie-
rungspotential. Dadurch wird allen Schiiler*innen ein addquater und individualisierter
Lernprozess ermoglicht, der zahlreiche unterstiitzende Angebote bereithilt. Die vorgestell-

ten Ansatze erfordern einen klaren fachlichen Aufbau der Lerninhalte, der im Einklang mit
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einer hohen duReren Struktur des Materials stehen muss (vgl. Hoffkamp, 20173, S. 3). Diese

Konzeption wird im folgenden Kapitel erlautert.

5.3 Hinweise zum Aufbau des Materials

5.3.1 Inhaltliche und formale Strukturierung

Nachdem das Themengebiet aus fachlicher und didaktischer Perspektive beleuchtet
wurde, konnte eine Materialreihe zur Einfihrung linearer Funktionen erarbeitet werden.
Diese wurde in Zusammenarbeit mit der Carl-von-Ossietzky-Schule entwickelt, eignet sich
aber gleichzeitig flir den Einsatz in weiteren Lerngruppen mit einer ausgepragten Hetero-
genitat. Neben den didaktisch-methodischen Uberlegungen galt es, die Anforderungen, die
sich aus den Rahmenbedingungen des Homeschoolings ergeben, in das Unterrichtskonzept
einzubeziehen. Im Folgenden wird der strukturelle Aufbau des Materialsets vorgestellt und
um zentrale Hinweise zu dessen Einsatz erganzt. Die zugehorigen Arbeitsbdgen sind im An-

hang dieser Ausarbeitung beigefiigt.

Insgesamt wurden im Rahmen dieser wissenschaftlichen Arbeit neun Lehr-Lern-Arrange-
ments erstellt, die sich in drei Themenbereiche untergliedern. Jeder Unterabschnitt um-
fasst dabei drei Arbeitsbégen. Zunachst werden allgemeine funktionale Zusammenhange
betrachtet, ehe das Vorwissen der Schiiler*innen zu proportionalen Zuordnungen aktiviert
und um neue Inhalte erweitert wird. Abschlielend werden diese Erkenntnisse und Betrach-
tungen genutzt, um lineare Funktionen einzufiihren. Durch diesen fachlichen Aufbau soll
vermieden werden, dass funktionale Zusammenhange auf das mathematische Kalkiil redu-
ziert werden. Vielmehr greift der erste Abschnitt graphische Darstellungen aus zusammen-
gesetzten linearen Funktionen auf und stellt diese in einen Sachzusammenhang. Ein an-
schaulicher und motivierender Einstieg erfolgt tGiber lebensnahe Alltagserfahrungen sowie
Aufgaben, die auf ein inhaltliches Verstdandnis abzielen und die Vorstellungen der Lernen-
den aktivieren. Der Funktionsbegriff wird in den ersten drei Arbeitsblattern durch die Ab-
hangigkeitsbeziehungen von Fiillhéhe und Zeit bzw. Fiillhéhe und Volumen sowie Weg und
Zeit intuitiv in vielfdltigen Situationen erfahren. Die Beschreibung und Interpretation der
Zusammenhange bilden den Schwerpunkt dieses Unterabschnitts. Auf diesen inhaltlichen
Deutungsmustern kann im zweiten Teil aufgebaut werden. Dazu werden

»je-desto“-Aussagen wiederholt und das Wissen zu graphischen und tabellarischen
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Darstellungen im proportionalen Kontext aktiviert. Der zugehorige Funktionsterm dieser
Zuordnungen wird in Arbeitsblatt 04 (AB04) durch ,eine einfache Verallgemeinerung”
(Vollrath, 1982, S. 7ff.) bei der Berechnung von Funktionswerten hergeleitet. Der Proporti-
onalitatsfaktor wird dabei als zentrales Element der Funktionsgleichung identifiziert. Um
lineare Funktionen sinnstiftend im Unterrichtsprozess einzufiihren, wird der Proportionali-
tatsfaktor in ABO5 und ABO6 als Anstieg des Funktionsgraphen Uber geeignete Anstiegs-
dreiecke erfahren. Durch diese Bedeutungserweiterung und die unmittelbare Verkniipfung
zwischen graphischer und symbolischer Ausdrucksweise kann eine erfolgreiche Herleitung
linearer Abhdngigkeiten in verschiedenen Darstellungen gelingen. Als einfiihrendes Bei-
spiel wird in ABO7 die Weg-Zeit-Abhangigkeit des dritten Arbeitsblatts aufgegriffen und
spezifiziert. Nachdem dieser Zusammenhang im proportionalen Rahmen untersucht
wurde, erfolgt die Erweiterung auf den linearen Kontext durch anschauliche Vorstellungen
und entsprechende Darstellungsverkniipfungen. Durch das Hinzufligen eines selbstgewahl-
ten Vorsprungs fiir eine Lauferin ergibt sich die zugehorige lineare Funktion als Verschie-

bung der proportionalen Zuordnung entlang der y-Achse (vgl. Abbildung 2).

M 110TWeg in Metern

ZIEL 100

Zeit in Sekunden

START E
0 5 10 15 20 25

Zeitt=10
START ®
STOPP Vorsprung n = 40

| VON BEGINN | @
Emre (] Hilfslinien

Abbildung 2: Ubergang von der proportionalen zur linearen Funktion (Eigene Darstellung)

Der zugehorige Funktionsterm wird auch an dieser Stelle intuitiv nach dem Prinzip der Ver-
allgemeinerung konstruiert. Die Vorkenntnisse zur Proportionalitdt tragen in Verbindung

mit inhaltlichen Vorstellungen dazu bei, dass die Kompetenzen der Kinder lediglich um
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einzelne Aspekte erganzt werden miissen. Durch analoge Betrachtungen bei Hinzunahme
eines Rlckstandes wird auch ein negativer y-Achsenabschnitt in den Lernprozess integriert.
Eine passgenaue Ubungsaufgabe festigt diese unmittelbare Relation zwischen Sachsitua-
tion, Graph und Funktionsgleichung. In ABO8 werden diese Erkenntnisse innerhalb eines
Ware-Preis-Zusammenhangs gesichert und durch Umkehraufgaben vertieft, ehe im letzten
Arbeitsbogen auch eine negative Steigung in die Untersuchungen einbezogen wird. Dabei
kann an das aufgebaute Vorwissen zum Anstieg in Verbindung mit Anstiegsdreiecken an-
geknlipft werden, sodass die Funktionsgleichung durch das Zusammenspiel aus Sachsitua-
tion und Funktionsgraphen zuganglich wird. Um vor allem den Anforderungen lernschwa-
cherer Kinder gerecht zu werden, unterliegt das Material einer hohen fachlichen Struktu-
rierung, welche die mathematischen Inhalte kleinschrittig aufbaut. Die Grundlage fir die
EinfUhrung linearer Funktionen ergibt sich dabei aus inhaltlichen Voriberlegungen sowie

der funktionalen Auffassung proportionaler Zuordnungen.

Um den eigenstandigen Lernprozess der Kinder im Homeschooling zu unterstiitzen, bedarf
es neben einem gut durchdachten fachlichen Aufbau ebenso eine lernforderliche Aufberei-
tung der Materialien. Das Layout der A4-Bogen orientiert sich an einer Materialreihe, die
im Rahmen einer wissenschaftlichen Arbeit im Jahr 2019 fiir die Carl-von-Ossietzky-Schule
produziert wurde. Die Autorinnen erstellten ein Format, welches durch klar strukturierte
Arbeitsauftrage und einheitliche Farb- und Gestaltungsrichtlinien im Prasenzunterricht
iberzeugen konnte. Fiir Uberlegungen, die das Design und den Aufbau dieser Materialien
betreffen, wird an dieser Stelle auf die angesprochene Staatsexamensarbeit verwiesen (vgl.

Loffler & Rentsch, 2019, S. 49-52).

Gleichzeitig erfordern die veranderten Rahmenbedingungen des Distanzunterrichts eine
adaquate Anpassung des bestehenden Konzepts. Die Arbeitsblatter wurden so erweitert,
dass ein Wechselspiel zwischen analogen und digitalen Lernumgebungen erméglicht wird.
Der Kerngedanke besteht darin, den Schiler*innen weiterhin zunachst die A4-Arbeitsblat-
ter als Ausdruck oder als PDF-Datei zu Gibermitteln. Diese Materialbégen bilden die Grund-
lage und strukturieren den eigenstandigen Lernprozess der Kinder. Jede Aufgabenstellung
ist hierbei mit einem Icon versehen, welches das Aufgabenformat des Abschnitts offenbart
(vgl. Loffler & Rentsch, 2019, S. 50). Im Rahmen dieser Materialreihe werden die urspriing-

lichen Symbole um QR-Codes erganzt, die von den Lernenden angeklickt oder gescannt
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werden konnen (vgl. Abbildung 3). Dadurch wird das analoge Lernangebot um digitale On-
line-Tools erganzt, um den Kompetenzerwerb der Kinder auch im Fernunterricht effektiv
zu fordern. Ziel ist es, durch Visualisierungen und zusatzliche Unterstitzungsmaoglichkeiten
den Distanzunterricht moglichst kleinschrittig zu organisieren und den Schiler*innen so
einen niedrigschwelligen Zugang zum Unterrichtsgegenstand zu ermdglichen. Dazu leiten
die QR-Codes die Schiiler*innen auf GeoGebra-Arbeitsblatter oder Inhalte der Website
Learning-Apps weiter. Dort erhalten die Lernenden klare Instruktionen Uber den weiteren
Unterrichtsablauf und werden an entsprechender Stelle aufgefordert zum klassischen Ar-
beitsblatt zurlickzukehren. Durch die Integration von einfiihrenden und zusammenfassen-
den Sektionen, Uberleitungen, Hilfsangeboten und Feedbackméglichkeiten soll die Struk-
tur einer realen Unterrichtseinheit nachempfunden und die Abwesenheit der Lehrperson
kompensiert werden. Das folgende Kapitel stellt den Aufbau der digitalen Lern-umgebun-

gen vor und untersucht potentielle Chancen dieser Arrangements.

Badewannen-Geschichte Klick mich an

oder scan mich!

Scan den QR-Code. Sieh dir das Video an und bearbeite danach das GeoGebra-
Arbeitsblatt.

Scan den QR-Code. Ordne der Abbildung die richtigen Sprechblasen zu.
Nutze das GeoGebra-Applet aus Aufgabe 1.

Abbildung 3: Arbeitsbldtter mit integrierten QR-Codes (Eigene Darstellung)

5.3.2 Integration digitaler Lernumgebungen

Neben klassischen Arbeitsbldttern, die den Schiiler*innen in analoger oder digitaler Form
zur Verfiigung stehen, wurden Online-Lernangebote geschaffen, um den Anforderungen
des Distanzunterrichts gerecht zu werden. Bei der Integration digitaler Lernarrangements
gilt es, den Nutzen der jeweiligen Tools abzuwédgen und sie an den Stellen im Unterrichts-
prozess einzusetzen, an denen sich ein Mehrwert fiir die Lernenden ergibt. Dadurch soll
eine an den Prasenzunterricht angelehnte, lernforderliche Strukturierung des Themenbe-
reichs auch im Homeschooling eingerichtet werden. Gleichzeitig werden die individuellen

Voraussetzungen der Lernenden in die Vorbereitung einbezogen.
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Bei der Konzeption der Materialien wurde darauf geachtet, dass die Online-Inhalte auf je-
dem Endgerat anschaulich dargestellt werden kénnen. Die verwendeten Websites passen
sich an die zur Verfiigung stehende BildschirmgrofRe an und ermoéglichen dadurch sowohl
am PC als auch auf dem Smartphone oder Tablet eine libersichtliche Benutzeroberflache.
Somit wird zur Bearbeitung der Aufgaben lediglich ein (mobiles) Endgerat mit einer intak-
ten Internetverbindung vorausgesetzt. Auf einen Drucker kann komplett verzichtet wer-
den, da auch die Arbeitsblatter in digitaler Form (ibermittelt werden kénnen. Weiterhin
wurde Wert daraufgelegt, die digitalen Lernumgebungen sinnstiftend in das Konzept zu in-
tegrieren. Die Zahl der Online-Tools wurde dazu auf ein Minimum beschrankt, um die Ler-
nenden nicht zu Uberreizen. Indem einzelne Plattformen immer wieder in den Arbeitspro-
zess integriert werden, sollen die Kinder Sicherheit im Umgang mit den verwendeten Tools
und ihren jeweiligen Funktionen gewinnen. Nichtsdestotrotz schlieRt diese Herangehens-
weise eine abwechslungsreiche Aufgabenkultur nicht aus. Der Fokus der Materialreihe
muss jedoch stets auf den Unterrichtsinhalten liegen, die durch die GbermaRige und un-
strukturierte Verwendung digitaler Werkzeuge nicht an Bedeutung verlieren dirfen. Aller-
dings kann der bewusste Medieneinsatz die Interaktivitat des Unterrichtskonzepts erhéhen
und die Schiler*innen fir die Auseinandersetzung mit den Lerninhalten motivieren. Das
Grundgerdist der digitalen Arrangements bilden interaktive GeoGebra-Arbeitsblatter. Diese
bieten neben der Nutzung eigener Funktionen auch die Mdoglichkeit, externe Inhalte in die
Lernumgebungen zu integrieren. Zusatzlich wurden Lernvideos und LearningApps erstellt,
um den Lernprozess zu unterstiitzen. Zum Grof3teil sind diese unmittelbar in die GeoGebra-
Umgebungen eingebunden, an einigen Stellen werden die LearningApps allerdings auch
direkt durch die QR-Codes angesteuert. Aufgrund des Materialumfangs soll nicht jede im
Rahmen dieser Arbeit geschaffene digitale Lernumgebung einzeln erlautert werden. Viel-
mehr geht es im Folgenden darum, grundlegende Uberlegungen, die einerseits die verwen-

deten Tools und andererseits den strukturellen Gesamtaufbau betreffen, vorzustellen.

Bei GeoGebra handelt es sich um eine dynamische Geometriesoftware, die sich unter an-
derem zur Visualisierung und Simulation geometrischer Konstruktionen sowie funktionaler
Zusammenhange eignet. Diese Aktivitaten kénnen zum einen separat geteilt und anderer-
seits in sogenannte GeoGebra-Arbeitsbldtter eingebunden werden. Dadurch werden die
dynamischen Inhalte nicht nur lose wiedergegeben, sondern in einen direkten Zusammen-

hang gestellt, wodurch interaktive, vernetzende Lernumgebungen geschaffen werden
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konnen. Die Plattform selbst bietet neben der Integration der dynamischen Reprasentati-
onen die Modglichkeit, YouTube-Videos und externe Websites Uber die zugehoérige
URL-Adresse einzubetten. Darliber hinaus konnen Texte, Bilder, Notizen, PDF-Dateien so-
wie Multiple-Choice-Fragen oder offene Fragestellungen in die Lernplattform integriert
werden. Um die einzelnen Visualisierungen lernforderlich in Relation zu setzen, wurde fir
die vorliegende Materialreihe deshalb auf GeoGebra-Arbeitsblatter zurlickgegriffen. Des
Weiteren wurden diese Arbeitsblatter an einigen Stellen zu einem gesamten GeoGebra-
Buch verknlipft. Der Unterschied hierin besteht lediglich im Umfang der verwendeten Ele-
mente sowie in der dauerhaften Begleitung der Lernenden bei der Aufgabenbearbeitung.
Hinsichtlich der logischen Struktur sowie der Vernetzung von analogen und digitalen Ange-

boten bestehen keine Abweichungen zwischen Buch und Arbeitsumgebung.

GeoGebra bietet ein groBes Potenzial, verschiedene Elemente in das Lernangebot einzube-
ziehen sowie digitale Inhalte sinnvoll zu strukturieren. Der Aufbau der interaktiven Arbeits-
blatter folgt einheitlichen Prinzipien und unterscheidet sich nur an ausgewahlten Stellen.
Unter der Uberschrift erhalten die Kinder zunichst stets eine kurze Instruktion in Form klei-
ner Texte, welche die Motivation und Neugier der Schiiler*innen wecken soll. In weiterfih-
renden Arbeitsblattern wird zusatzlich das Vorverstandnis der Lernenden aktiviert. Dazu
werden Erkenntnisse aus vorherigen Arbeitsmaterialien zusammengefasst und Hinweise
fir das aktuelle GeoGebra-Applet angefiihrt. Darliber hinaus wird die Relevanz der jeweili-
gen Einheit fir den Kompetenzerwerb offenbart. Durch einfache und verstandliche Satze

soll allen Lernenden der Zugang zum Material ermoglicht werden.

Im Anschluss daran werden eigens produzierte YouTube-Videos integriert, die den Arbeits-
prozess der Lernenden anleiten und in gewisser Weise steuern konnen. Ergdnzend zum
bestehenden Materialkonzept wurde dazu ein Thumbnail gestaltet, welches optisch vor
dem Abspielen des Videos als Standbild zu sehen ist (vgl. Abbildung 4). Dieses fligt sich in
das Layout der bestehenden Elemente ein und umfasst neben einem pragnanten Bild die
Informationen zu Titel und Untertitel der Aufnahme. Alle Videos wurden in der Nachberei-

tung geschnitten und bearbeitet, um eine optimale Wiedergabe zu ermdéglichen.
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Sieh dir dieses Video an:

wannen-
geschichte

EinfGhrung

Ansehen auf 8 YouTube

Abbildung 4: Beispiel eines Einfiihrungsvideos (Eigene Darstellung)

Das Ziel dieser Einfiihrungsvideos, die im Allgemeinen nicht langer als drei bis finf Minuten
dauern, ist der sichere Umgang mit der dynamischen GeoGebra-Reprasentation. In den Vi-
deos wird den Lernenden die Bedienung und die Funktionsweise der jeweiligen Applets
aufgezeigt und erldutert. Nach dieser einleitenden Instruktion werden Hinweise fiir die Be-
arbeitung der zugehorigen Aufgabenstellungen beigefligt. Dadurch soll das Applet zielge-
richtet zur Losung der Schulaufgaben eingesetzt und von den Lernenden als effektives Hilfs-
mittel verstanden werden. Die Kinder kdnnen die Videos im Vorfeld anschauen und die
Arbeitsauftrage unter Anleitung 16sen. Aber auch wahrend der Bearbeitung kann bei auf-
tretenden Problemen auf die Clips zurilickgegriffen werden. Zusatzlich werden die darge-
stellten Zusammenhange in den Videos zum Teil als reales Experiment vorgefiihrt. Die Lern-
videos dienen vielmehr dazu, die Komplexitdt des Unterrichtsgegenstands zu reduzieren
und potentiellen Schwierigkeiten vorzubeugen. Leistungsstarkeren Schiiler*innen hinge-
gen ist es gestattet, Teile der Videos zu Uberspringen, um allen Partizipierenden einen an-

gemessenen, individuellen Lernfortschritt zu ermdoglichen.

Den Schwerpunkt der kognitiven Unterstiitzungsangebote bilden die einfiihrenden Geo-
Gebra-Applets, welche die funktionalen Zusammenhange der Arbeitsblatter visualisieren.
Die dynamischen Reprasentationen dienen als Basis zur Bearbeitung der Aufgaben auf den
Arbeitsbégen oder als Hilfsmittel fir sich anschlieRende Ubungsphasen. Die Aktivititen
sind dhnlich aufgebaut, sodass im linken Teil stets die Situation modelliert und im rechten

Abschnitt die zugehdrige graphische Darstellung wiedergegeben wird (vgl. Abbildung 5).
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Abbildung 5: Beispiel eines dynamischen GeoGebra-Applets (Eigene Darstellung)

Durch diese Vernetzung sollen die Lernenden bei der Interpretation des Funktionsgraphen
hinsichtlich der Bedeutung des Monotonieverhaltens sowie ausgewahlter Punkte unter-
stltzt werden. Typische Fehlvorstellungen wie beispielsweise der ,Graph-als-Bild“-Fehler
werden durch diese zweiteilige Abbildung minimiert. In den Arbeitsumgebungen zur Ein-
fihrung funktionaler Zusammenhange wurden dazu Animationen erstellt, die zusammen-
gesetzte lineare Abhangigkeiten veranschaulichen. Spater werden die Darstellungen auf
den proportionalen und linearen Kontext beschrankt. Aufgrund ihres dynamischen Charak-
ters betonen die Reprasentationen vor allem den Kovariationsaspekt funktionaler Zusam-
menhinge. Um das Anderungsverhalten hervorzuheben, wird der Funktionsgraph in aus-
gewadhlten Beispielen nicht von Beginn an statisch prasentiert, sondern als Spur eines
dynamischen Punktes parallel zur ablaufenden Situation erzeugt (vgl. Hohenwarter, 0.A.,
S. 1). Uber Start-Stopp-Buttons wird den Kindern die Gelegenheit gegeben, die Animation
jederzeit anzuhalten und fortzusetzen sowie den Vorgang erneut von Beginn zu starten.
Durch diese fortlaufende Entwicklung der graphischen Darstellung wird die Interpretation
des fertigen Funktionsgraphen erleichtert (vgl. Winkelmann, 1988, S. 225) und das Ver-
standnis des zugrunde liegenden Zusammenhangs vertieft. Gleichzeitig wird den Kindern
durch die aufbereiteten Schaltflachen ein individuelles Lerntempo gestattet. Schieberegler
konnen darliber hinaus ebenfalls zur Geschwindigkeitsregulierung der Animation genutzt
werden. Sie bieten aber ebenso wie Auswahlboxen die Moglichkeit, das Applet anderweitig

aktiv zu beeinflussen. Durch erstellte Parameter, die mit Variablen verknlipft sind, kann die
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Sachsituation verandert und deren Auswirkung auf die graphische Darstellung untersucht
werden. Beispielsweise kdnnen die Lernenden durch die Auswahl anderer GefaRe und die
Verdanderung der Glasbreite mit der Grafik interagieren, um den Zusammenhang zwischen
der graphischen Darstellung und der Situation zu erfassen. Ahnliche Variationen der Sach-
kontexte sind auch in anderen Applikationen zu finden. Die dynamischen Lernumgebungen
ersetzen experimentelle Untersuchungen funktionaler Zusammenhange und ermdglichen
durch die Interaktionsmoglichkeiten einen unmittelbaren Zugang (iber die Ebenen des
EIS-Prinzips. Weiterhin kdnnen Anstieg und y-Achsenabschnitt durch den Einsatz von Schie-
bereglern direkt beeinflusst werden. Manipulationen dieser Parameter lassen sich durch
die Verknlpfung der Darstellungsarten simultan im Funktionsterm, im Graph und in der
Situation beobachten (vgl. Miller-Philipp, 1994, S. 94). Der Einsatz von Schiebereglern eig-
net sich somit auch fiir globale Betrachtungen der Funktion als Ganzes. Diese Vorgehens-
weise soll nicht nur die Begriffsbildung fordern, sondern die Schiler*innen gleichzeitig in
Bezug auf Routineaufgaben entlasten und den Fokus auf die eigentlich zu |I6senden Prob-
leme lenken (vgl. Miller-Philipp, 1994, S. 94). Die Applets reduzieren die Komplexitat auch
dadurch, dass mogliche Unterstiitzungsangebote, wie beispielsweise Anstiegsdreiecke

oder Hilfslinien bei Bedarf eingeblendet werden kénnen.

Jene Unterrichtsinhalte, die mithilfe der Applets sowie der analogen Arbeitsauftrage zu er-
arbeiten sind, werden im Anschluss daran gesichert und an ausgewahlten Stellen vertieft.
Die einfachste Moglichkeit bilden hierfliir unmittelbar in GeoGebra erzeugte Multiple-

Choice-Aufgaben sowie offene Fragestellungen (vgl. Abbildung 6).

Wer gewinnt das Rennen?
Kreuze alle richtigen Antworten an
[ Anton

O geny
D Clara

+/ ANTWORTEN UBERPRUFEN

Wie oft wurde im Rennen jemand tberholt?

Gib die Anzahl der Uberholungen ein.

+/ ANTWORTEN UBERPRUFEN

Abbildung 6: Beispiel der Nutzung des Frage-Tools in GeoGebra (Eigene Darstellung)
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Dadurch kann das Verstandnis fiir den funktionalen Zusammenhang tiberprift werden, wo-
bei die Lernenden eine unmittelbare Riickmeldung tber ihren Fortschritt erhalten. Auftre-
tende Defizite kdnnen im Anschluss durch die Wiederholung einzelner Abschnitte ausgegli-
chen werden. Zum anderen bietet GeoGebra die Chance, interaktive Ubungen zu program-
mieren. Abbildung 7 zeigt diesbeziiglich ein Applet, welches die Schiiler*innen auffordert,
den Anstieg sowie den y-Achsenabschnitt einer linearen Funktion aus dem Graphen abzu-
lesen und in die dafiir vorgesehenen Kastchen einzutragen. Die Lernenden sind in der Ver-
antwortung, ihre Kompetenzen selbststandig einzuschatzen und die angebotenen Hilfestel-
lungen bei Bedarf zu aktivieren. Das Programm beurteilt die eingegebenen Werte und gibt
den Kindern eine kurze Riickmeldung zu deren Korrektheit. Uber eine Schaltfliche kann
eine neue Darstellung generiert werden, sodass die Aufgabenformate beliebig oft wieder-
holt werden kdénnen. Je nach Bedarf wird der zu bearbeitende Aufgabenumfang von den
Kindern eigenstandig festgelegt, wodurch eine weitere Individualisierung des Lernprozes-
ses stattfindet. Weitere Ubungsapplets in GeoGebra sind dhnlich konzipiert und werden fiir

die Teilnehmenden in den zugehdrigen Einflihrungsvideos erlautert.

» [Fahrtkosten in €

Die Funktionsgleichung lautet:
8 m +n

Fahrtweg in kKm
5 8 7 8 9 0 1 12

0 1 2 3 4
y-Achsenabschnitt n =D Falsch :( (] Verschiebungspfeil
Anstieg m =D Falsch ( (] Anstiegsdreieck

NEUE AUFGABE

Abbildung 7: Beispiel einer interaktiven GeoGebra-Ubung (Eigene Darstellung)
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Da GeoGebra die Einbettung externer Inhalte erlaubt, wurden LearningApps in die digitalen
Arbeitsblatter integriert. Teilweise werden diese auch separat tiber die QR-Codes verlinkt,
in jedem Fall erfolgt jedoch eine nahtlose Integration in das Gesamtkonzept. Dabei handelt
es sich um eine Website, die vielfaltige interaktive Aufgabenformate bereithalt. Die Bedie-
nung der einzelnen Apps ist leicht verstandlich, wird jedoch zusatzlich in den Einfihrungs-
videos angerissen. Die Angebote fligen sich unmittelbar in den Lernprozess ein, sodass die
bereitgestellten GeoGebra-Applets zur Bearbeitung der Online-Ubungen herangezogen
werden konnen. Liickentexte, bei denen Rechenwege oder Erklarungen erganzt werden,
stellen einen Weg zur Festigung der Lerninhalte dar. Der Vorteil besteht hierbei darin, dass
mehrere richtige Losungen in die App integriert werden kénnen, was die Hinterlegung sy-
nonymer Antwortoptionen ermoglicht. Des Weiteren wurden die LearningApps
»,Paare zuordnen”, ,Gruppenzuordnung” und ,Zuordnung auf Bild“ eingebettet. Erstere
wird etwa genutzt, um Zuordnungsaufgaben zwischen dem Funktionsterm und der passen-
den graphischen Darstellung zu erzeugen (vgl. Abbildung 8). Die einzelnen Bilder kdnnen
per Klick in einer vergroRerten Ansicht inspiziert werden. Zudem sind die Zuordnungen

wahrend der Bearbeitung beliebig oft veranderbar.

=9

f(x) = 4% + 65 . L J

x) = dx + 45 il
f(x)=4x+5

f(x) = 4x + 10 f(x) = 4x + 20 fx) = 4x + 32
‘ = i ‘ 7 e ‘

-

Abbildung 8: Beispiel der LearningApp "Paare zuordnen" (Eigene Darstellung)

Bei der zweitgenannten Applikation erscheinen nacheinander kleine Karten, die Grafiken,
Formeln oder Situationsbeschreibungen enthalten. Die Kinder miissen entscheiden, zu wel-
cher Kategorie die jeweilige Aussage passt, um das Objekt im Anschluss per Maus- oder
Touchbefehl zu verschieben. Verwendet wurde in diesem Rahmen haufig eine Einteilung
zwischen wahren und falschen Aussagen (vgl. Abbildung 9), wobei auch alternative Grup-

penkonstellationen programmiert werden kénnen.
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-

Zum Proportionali-
tatsfaktor m=4.7 ge-
hért die Funktion
f(x)=4.7x.

L
Der Graph der Funkti-
on f(x)=5x ist flacher,
als der Graph der
Funktion f(x)=9x.

Der Graph der Funkti-

?

Zum Propc

on f(x)=8x ist flacher,
als der Graph der
Funktion f(x)=4x.

L
Der Graph der Funkti-
on f(x)=3x ist steiler,
als der Graph der
Funktion f(x)=3.5x.

tatsfaktor M=o yermr

Wahr die Funktion f(x)=3x.

Der Graph gehirt zu einer Der Graph gehort 2u einer
proportianalen Funktian propartianalen Funktian

Abbildung 9: Beispiel der LearningApp ,,Gruppenzuordnung” (Eigene Darstellung)

Das zuletzt aufgezihlte Ubungsformat offenbart eine Grafik, auf der verschiedene Stellen
mit einer Markierung versehen sind. Die Lernenden wahlen eine Pinnnadel aus und ordnen
der gekennzeichneten Stelle die passende Beschreibung zu. Genutzt wurde dieses Pro-
gramm im Rahmen des vorliegenden Materials, um die graphische Darstellung einer ab-

schnittsweise definierten Funktion zu interpretieren (vgl. Abbildung 10).

Fulihéhe in cm

/ ‘.

.I—t\ ,/ \j/ i I'\

7'// N zetwmg

Abbildung 10: Beispiel der LearningApp "Paare zuordnen" (Eigene Darstellung)
Durch die vorgestellten Aufgabenvariationen soll eine spielerische Auseinandersetzung mit
den mathematischen Inhalten angeregt werden. Uber den blauen Haken besitzen die Kin-
der diesbezliglich die Moglichkeit, ihre Ergebnisse der einzelnen LearningApps selbststan-
dig zu Gberpriifen. Die Schiiler*innen erhalten somit auch in dieser Ubungsform eine un-

mittelbare Riickmeldung tiber den eigenen Lernfortschritt.

Den Abschluss der digitalen Lernumgebungen bilden erneut kurze Lernvideos, die eine Si-
cherungsfunktion im Unterrichtsprozess einnehmen. Diese greifen das GeoGebra-Applet

auf und schildern die Beobachtungen und Erkenntnisse, welche die Schiiler*innen aus der
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Anwendung gewonnen haben sollten. Neben den Applets werden zum Teil auch Abschnitte
der analogen Arbeitsblatter aufgezeichnet. Die erneute Videoaufnahme dient der Beseiti-
gung aufgetretener Unklarheiten sowie der Dokumentation des Wissens- und Kompe-
tenzerwerbs der Lernenden. Auf diese Weise werden neue Inhalte durch die Wiederholung
wesentlicher Informationen pragnant zusammengefasst. Sofern die Videos zwischen den
GeoGebra-Applets und den Ubungen eingebettet sind, werden die Schiiler*innen auch zur
selbstandigen Bearbeitung der Online-Aufgaben angeregt. Im Anschluss an den Kurzfilm

folgt ein Hinweis dariiber, wie der Lernprozess fortzusetzen ist.

Die Vorstellung der digitalen Arrangements zielt darauf ab, fundamentale Uberlegungen
bei der Umsetzung des Materialsets nachvollziehbar darzulegen. Kleinere Variationen in-
nerhalb der konzeptionellen Anlage der einzelnen Arbeitsmaterialien ergeben sich auf-
grund der unterschiedlichen Komplexitat der jeweiligen Lernziele. Vielmehr verdeutlichen
die Ausfiihrungen jedoch die Kernidee der vorliegenden Materialreihe, die darin besteht,
eine hohe Vernetzung zwischen analogen und digitalen Angeboten zu gewahrleisten. Ein-
zelne multimediale Tools diirfen nicht zusammenhanglos unter dem Vorwand der Digitali-
sierung gebraucht werden, sondern missen letztlich ein aufeinander aufbauendes, ganz-
heitliches Geriist ergeben. Erst dadurch sind die vorliegenden Lehr-Lern-Arrangements in
der Lage, die Kinder bei der Auseinandersetzung mit funktionalen Zusammenhangen zu
unterstitzen. Insbesondere die kleinschrittige Abfolge der fachlichen Inhalte sowie die In-
tegration dynamischer Reprasentationen ermdoglichen allen Schiler*innen einen angemes-

senen und individuellen Lernprozess.
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6 Fazit

Die Herausforderungen, mit denen die Lernenden durch die SchulschlieBungen der vergan-
genen Monate konfrontiert wurden, sind immens. Bundesweit sind gegenwartig noch im-
mer viele Schiiler*innen gezwungen, sich den Unterrichtsstoff im eigenen Kinderzimmer
selbststandig zu erarbeiten. Mit welcher Qualitat der Distanzunterricht in der Praxis orga-
nisiert und umgesetzt wird, hangt sowohl von der Bildungseinrichtung als auch von der je-
weiligen Lehrperson ab. Pandemiebedingte Wissens- und Kompetenzdefizite werden erst
in den folgenden Schuljahren offenbart und dennoch lassen sich erste Auswirkungen des
Homeschoolings bereits zum jetzigen Zeitpunkt abschatzen. Oft gelingt es den digitalen Un-
terrichtsmaterialien nicht, die Abstinenz der Lehrperson durch alternative MaRnahmen zu
kompensieren. Tausende Schiler*innen zahlen damit zu den Leidtragenden der Pandemie,
indem ihnen durch unzureichende Bildungsangebote echte Zukunftschancen genommen
werden. Besonders in heterogenen Klassenverbanden, in denen die Lernmotivation, das
Lernverhalten und das Leistungsvermogen der Teilnehmenden stark variiert, sind an die
Situation des Homeschoolings angepasste Lehr-Lern-Arrangements essentiell, um die Ver-
starkung bestehender Unterschiede zu vermeiden. Die vorliegende Ausarbeitung hat sich
der aktuellen Situation des Fernunterrichts angenommen und untersucht, wie der Themen-
bereich , Lineare Funktionen” erfolgreich gelehrt werden kann. Es wurde verdeutlicht, dass
entsprechende Arbeitsmaterialien autonomes Lernen effektiv férdern miissen. Dies ver-
langt neben einer hohen fachlichen und formalen Struktur innovative Lernumgebungen,

die einen lebendigen Kompetenzerwerb ermoglichen.

Hierzu wurden zentrale Aspekte, welche der Lehre der Leitidee ,Funktionaler Zusammen-
hang” zugrunde liegen, zusammengetragen und um didaktische Uberlegungen zu linearen
Abhadngigkeitsbeziehungen erganzt. Der geschichtliche Exkurs machte deutlich, dass der
Funktionsbegriff in seiner Fille nicht als fertiges Objekt, sondern als Resultat einer aktiven
Auseinandersetzung mit der Mathematik verstanden werden muss. Die statische Prasen-
tation einer fertigen Definition wiirde nicht nur die historische Entwicklung auf den Kopf
stellen, sondern auch die Ausbildung vielfaltiger Kompetenzen erschweren. Vielmehr muss
den Lernenden ein angemessener Zugang zur abstrakten Welt funktionaler Betrachtungen
gestattet werden. Lebensnahe Alltagskontexte bieten eine Mdglichkeit, ein inhaltliches

Verstandnis fir Abhangigkeitsbeziehungen zwischen GroéRen aufzubauen. Es gilt, einen
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speziellen gedanklichen Umgang mit funktionalen Zusammenhéangen zu férdern, der nicht
durch strikt kalkiilhafte Untersuchungen erreicht werden kann. Vielmehr sollen die Schii-
ler*innen dazu befdhigt werden, Funktionen in unterschiedlichen Situationen erfassen, be-
schreiben und analysieren zu kénnen. Neben dem statischen Zuordnungscharakter muss
diesbeziglich auch der dynamische Kovariations- sowie der Objektaspekt funktionaler Zu-
sammenhange aufgegriffen werden. Neben diesen unterschiedlichen Perspektiven, die es
aufzuzeigen gilt, verlangt der Lernbereich von den Kindern eine sichere Handhabung der
Ausdrucksmittel Situationsbeschreibung, Tabelle, Graph und Funktionsgleichung. Aufga-
benstellungen, die unterschiedliche Darstellungswechsel zur Loésung auBer- und
innermathematischer Probleme einfordern, sind fir einen kompetenzorientierten Unter-
richt unerlasslich. Fir ein inhaltliches Verstandnis der vorliegenden Relationen ist die Ver-
bindung zur Sachsituation ein elementarer Bestandteil der erteilten Arbeitsauftrage. Der
Lernprozess wurde dahingehend so strukturiert, dass bei der Bearbeitung zunachst allge-
meine funktionale Zusammenhange untersucht werden. Erst im Anschluss daran wird das
Vorwissen zur Proportionalitat aktiviert und um den zugehorigen Funktionsterm erweitert.
Im Sinne des Lernens durch Erweiterung konnen lineare Funktionen daran anknipfend in-
tuitiv in verschiedenen Darstellungsformen eingefiihrt werden. Dieser fachliche Aufbau
folgt den Uberlegungen, dem mathematischen Kalkiil eine propadeutische Phase vorzu-
schalten. Gleichwohl kénnen bestehende Konzepte im Sinne des Spiralprinzips sinnhaft um

neue Inhalte erganzt werden.

SchliefRlich wurde untersucht, wie die umfangreichen Aspekte, die es bei der Aufbereitung
des Themenbereichs zu beachten gilt, in einem lernforderlichen Unterrichtsszenario ver-
eint werden kénnen. Es wurde versucht, den didaktischen Aufbau einer Prasenzunterrichts-
einheit zu adaptieren und durch eine geeignete Aneinanderreihung analoger und digitaler
Angebote zu strukturieren. Einerseits kann der sinnstiftende Einsatz multimedialer Anwen-
dungen den Wissens- und Kompetenzerwerb der Kinder nachhaltig unterstitzen. Zum an-
deren bietet sich durch die Integration interaktiver Lernumgebungen jedoch auch die
Chance, die Lernbereitschaft der Kinder positiv zu beeinflussen. Mithilfe von GeoGebra-
Applets, LearningApps und Lernvideos erhalten die Schiiler*innen bei der Erarbeitung ma-

thematischer Inhalte passgenaue Hilfestellungen.
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Indem die Sachsituationen in GeoGebra-Modellierungen unmittelbar mit den graphischen
Darstellungen vernetzt werden, kann potentiellen Lernschwierigkeiten entscheidend vor-
gebeugt werden. Durch die dargebotenen Computersimulationen setzen sich die Lernen-
den aktiv mit dem dynamischen Aspekt funktionaler Zusammenhange auseinander. Die
Lernvideos stellen diesbeziiglich zusatzliche Hilfsangebote dar, auf die bei der Bearbeitung
der Aufgaben fortlaufend zurlickgegriffen werden kann. LearningApps und interaktive
Ubungen in GeoGebra verdeutlichen dariiber hinaus, dass digitale Lehr-Lern-Arrangements
genutzt werden kdnnen, um abwechslungsreiche Ubungsformate mit unmittelbarer Feed-
backfunktion zu kreieren. Durch die Vernetzung der einzelnen Bausteine, die um einfiih-
rende Instruktionen, gedankliche Uberleitungen und prignante Zusammenfassungen er-
ganzt wurden, ergibt sich letztlich ein ganzheitliches Selbstlernangebot. Auch wenn es na-
hezu unmaoglich ist, die vielfaltigen Facetten des Prasenzunterrichts vollstandig zu kompen-
sieren, wurde mit dieser Materialreihe ein tragfahiges Konzept entwickelt, welches sich an
den Anforderungen des Distanzunterrichts orientiert. Differenzierende MaBnahmen sollen
die Komplexitat im Umgang mit Funktionen reduzieren und dadurch allen Schiler*innen
einen individuellen Lernprozess ermoglichen. Aufgrund des niedrigschwelligen Zugangs zur
Mathematik, der durch einen direkten Lebensweltbezug ermdglicht wird, eignen sich Aus-
schnitte der Arbeitsumgebungen auch dazu, die Lehrqualitdt des Prasenzunterrichts zu er-

héhen.
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Anhang

Unterrichtsmaterial , Lineare Funktionen”

Auf den folgenden Seiten wird das Selbstlernmaterial, welches im Rahmen dieser wissen-
schaftlichen Arbeit als praktische Leistung erarbeitet wurde, zusammengestellt. Die Ar-
beitsblatter aktivieren das Vorwissen der Lernenden und fiihren anschliefend in den Lern-
bereich , Lineare Funktionen” ein. Aus dem theoriebasierten Teil dieser Arbeit ergibt sich

folgender struktureller Aufbau:

Teil 1: Einfiihrung funktionaler Zusammenhange
e ABO1: Badewannen-Geschichte
e ABO02: GefdRe haben viele Gesichter
e ABO03: 400-Meter-Lauf

Teil 2: Proportionale Zuordnungen
e ABO04: Verschiedene Trinkglaser
e ABO5: Verschiedene Quadrate
e ABO06: Ubung Anstiegsdreieck

Teil 3: Lineare Funktionen
e ABO07: 100-Meter-Lauf
e ABO8: Taxifahrt
e ABO09: Wir ziehen den Stopsel
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C O ' Carl-von-Ossietzky-Schule Einfuhrung Funktionen
\'% - (Gemeinschaftsschule) Mathematik

NAM: oo Klasse: .......cccoevvvvereerennn. Datum: ......ovvveeeeeeeeeeeeenne,

Klick mich an
oder scan mich!

Badewannen-Geschichte

n Scan den QR-Code. Sieh dir das Video an und bearbeite danach das GeoGebra- E%%
Arbeitsblatt. [
E Scan den QR-Code. Ordne der Abbildung die richtigen Sprechblasen zu. %ﬁ.{ﬂ
Nutze das GeoGebra-Applet aus Aufgabe 1. Eﬁ%

*
E Schreibe nun selbst eine kurze Badewannen-Geschichte zum unten ﬁ

abgebildeten Graphen. Was kdnnte passiert sein?

A Fillhéhe incm

it in Minuten

[
»
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https://learningapps.org/watch?v=pmp343dsa20
https://www.geogebra.org/m/bap4erne

C O Carl-von-Ossietzky-Schule Einfihrung Funktionen
\'% - (Gemeinschaftsschule) Mathematik

NAM: oo Klasse: .......cccoevvvvereerennn. Datum: ......ovvveeeeeeeeeeeeenne,

GefalRe haben viele Gesichter

u Scan den QR-Code. Sieh dir das Video an und bearbeite danach die Aufgaben
des GeoGebra-Arbeitsblattes.

[=]' e
i
L
[=

o]

a Ordne den GefalRen ihren passenden Fiillgraphen zu. Du kannst dazu die
GeoGebra-Seite aus Aufgabe 1 verwenden.

e
i
.- ?iﬁ

=
4
K
b

%
n Skizziere den Fillgraphen zum gegebenen Gefal? in das Koordinatensystem.
Du brauchst keine exakten Werte.

MY

GefiR: 4 Fillhdhe incm

Wassermenge in ml

»

%k 3k
n Wie konnte das Gefal} zu diesem Graphen aussehen? Skizziere ein mogliches /ﬂ

Gefald.

GefaR: A Fullhdhe in cm

Wassermenge in ml

»
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https://www.geogebra.org/m/hyqhkced
https://learningapps.org/watch?v=pn5jg9qnc20

C O ~ A Carl-von-Ossietzky-Schule Einflhrung Funktionen
Vv . (Gemeinschaftsschule) Mathematik

NAM: oo Klasse: .......cccoevvvvereerennn. Datum: ......ovvveeeeeeeeeeeeenne,

400-Meter-Lauf

Zum Sportfest deiner Schule hat ein Wettrennen stattgefunden. Dabei gewinnt das Kind, das die

400-Meter-Marke zuerst erreicht. Hilf der Schulzeitung den Bericht fertig zu schreiben.

Scan den QR-Code. Sieh dir das Video an und bearbeite danach die Aufgaben
des GeoGebra-Arbeitsblattes.

Erganze den Zeitungsbericht. Nutze das GeoGebra-Arbeitsblatt.

400-Meter-Lauf findet verdienten Sieger
Den besten Start erwischte . Allerdings blieb er nach Metern

plotzlich stehen, weil

Nach Sekunden wurde er dadurch von Clara Uberholt. Die dritte Lauferin des

Rennens war Betty. Sie lief zu Beginn ziemlich los, wurde aber immer

Sekunden nach dem Start wurde Anton nun von Betty Uberholt. Es war ein

spannendes Rennen fiir alle Zuschauer. Durch ein Uberholmanéver ___ Meter vor
der Ziellinie rannte am Ende auf Platz 1. Fiur die 400 Meter brauchte sie
nur Sekunden. Auf Platz 2 landete mit einer Zeit von Sekunden.

Angenommen du warst bei dem Wettrennen mitgelaufen.
Skizziere deinen Graphen so in das Koordinatensystem, dass du...

a) * am Ende gewinnst. b) ** unterwegs stolperst und Dritter wirst.

400 |Weg in Metern o 200 |Weg in Metern

375 / 375 /
350 350

325 325
300 300
275 275
250 250
225 225
200 200
175 175
150 150
125 125
100 100
75
50 50

25 25

4

Hier kannst du
den Text online
ausfiillen:

Easy

Profi

Zeit in Sekunden Zeit in Sekunden

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 85 90 95 100105110115120 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 85 90 95 100105110115120
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https://www.geogebra.org/m/actfmddh
https://learningapps.org/watch?v=pzzm9vs4k20
https://learningapps.org/watch?v=pmr83rnp320

C O Carl-von-Ossietzky-Schule Wiederholung Proportionalitat
\'% " 4P (Gemeinschafisschule) Mathematik

NAM: oo Klasse: .......cccoevvvvereerennn. Datum: ......ovvveeeeeeeeeeeeenne,

Verschiedene Trinkglaser

R

Scan den QR-Code. Folge den Anweisungen des GeoGebra-Buchs.

3

(=]

pert
[=1y¥

Ergdanze die Wertetabelle fiir das 5cm breite Trinkglas.
Beschrifte dann die Multiplikationspfeile.

D

@@

Gehe nach jeder @ @
Aufgabe zuriick zum @
GeoGebra-Buch. @
7

r.
w

a Berechne den Proportionalitétsfaktor m fir jedes Wertepaar aus Aufgabe 1. f

Teile dazu die Fullhéhe durch die Wassermenge.

Flillhohe in mm

Wassermenge in ml

Eine proportionale Zuordnung erkenne ich daran: der Proportionalititsfaktor m ist fir alle

Wertepaare

In unserem Beispiel ergibt sich flir den Proportionalitatsfaktor folgende Zahl:

Das bedeutet: Wenn ich 1 ml Wasser in das Trinkglas schitte, steigt die Fiillhohe um mm.
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https://www.geogebra.org/m/cazsujh5

C O Carl-von-Ossietzky-Schule Wiederholung Proportionalitét
VU " @ (Gemeinschafisschule) Mathematik

[\ 12 1 L= TR Klasse: .......cccoevvvvereerennn. Datum: ..................

a Deniz behauptet, dass er die Flllhohen nun auch anders berechnen kann.
Erganze den Rechenweg.

Fillhéhe fur 20 ml Wasser: 2 - 20 = 40 mm Vergleiche die

Fillhohe fur 40 ml Wasser: 2 - 40 = mm Ergebnisse mit denen
aus Aufgabe 1.

Fillhohe fur 60 ml Wasser: 2 - = mm

Fillhohe fur 80 ml Wasser: - = mm

Fillhohe fur 100 ml Wasser: - = mm

Kannst du nun auch die Fillhéhen fur 200 ml und 300 ml Wasser berechnen?

Fillhohe fur 200 ml Wasser: - = mm

Fillhohe fur 300 ml Wasser: - = mm

4

Deniz erkennt nun, wie er die Flllhdhe fiir eine beliebige Wassermenge (,,x“) berechnen kann:

Fillhohe fur x ml Wasser:

Fillhohe fir eine beliebige Wassermenge = - Wassermenge

n Betrachte nun das 20cm breite Trinkglas. Lose die Aufgaben.

a) Ergadnze die Wertetabelle.

b) Berechne den Proportionalitatsfaktor.

Fullhéhe in mm

Wassermenge in ml

c) Berechne die Fiillhdhen fir 200 ml, 300 ml und x ml Wasser wie in Aufgabe 3.

Fallhéhe fur 200 ml Wasser: - = mm Jede proportionale

Fullhéhe fir 300 ml Wasser:  __ - = = mm PAUGITE [T [ I

Gleichung: f(x) =m - x
Fullhohe fur x ml Wasser:
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C O Carl-von-Ossietzky-Schule Proportionale Zuordnung — Anstieg
\'% (Gemeinschaftsschule) Mathematik

NAM: oo Klasse: .......cccoevvvvereerennn. Datum: ......ovvveeeeeeeeeeeeenne,

Verschiedene Quadrate

Wir wollen uns Quadrate mit verschiedenen Seitenlangen ansehen und den Umfang berechnen.

Scan den QR-Code. Bearbeite mithilfe des GeoGebra-Applets die Aufgaben.

?1"3?
a) Deniz hat vergessen, wie er den Umfang eines Quadrats berechnen kann. Hilf ihm.
a
Die Formel fiir den Umfang eines Quadrats lautet:
a a
. us=
e d

b) Nutze das Applet um den Umfang zu berechnen.

- PONY O NP DN DN BN

-8 Seitenldnge in cm

DA DR DI DERDERD

c) Deniz schaut sich das Ganze noch einmal an. Ergdnze die Liicken.

Jeder Seitenlange eines Quadrats wird der zugehorige Umfang zugeordnet.
Es geht also um die Zuordnung ,, Seitenldnge eines Quadrats - Umfang“. Wenn
ich mir die Formel fir den Umfang anschaue, stelle ich fest: diese Zuordnung ist

. Den Proportionalitatsfaktor muss ich dabei gar nicht

berechnen. Ich kann ihn einfach aus der Gleichung ablesen. Er betragt:

d) Beschrifte nun die Additionspfeile in der Tabelle.

e) Ergdnze mithilfe der Pfeile die beiden Liicken.

Wenn man die Seitenlange um O cm erhoht, erhoht sich der Umfang um O cm
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https://www.geogebra.org/m/jcf3aygg

~ A Carl-von-Ossietzky-Schule
CVO 7 (Gemeinschaftsschule)

Klasse: .......cccoevvvvereerennn.

Proportionale Zuordnung — Anstieg
Mathematik

Datum: ........coovvvviiiiienn,

Scan den QR-Code und sieh dir das Video an. Bearbeite danach die Aufgaben.

a) Stelle die Zuordnung im Koordinatensystem dar.

b) Zeichne mindestens 3 Anstiegsdreiecke (Steigungsdreiecke) ein und erganze dann die

Licken in der Sprechblase.

TUmfang in cm
30
25
20
15
10
5
Seitenlange in cm,
0 1 2 3 4 5 6 7 .
Der Anstieg m
Fiir eine proportionale Funktion mit der Gleichung gilt:

Wenn man x um 1 erhoht, dann erhéht sich der Funktionswert um
den Proportionalitatsfaktor

Den Proportionalitatsfaktor m kénnen wir Gber

(oder: ) im Graphen erkennen.

) der Geraden.

Wir nennen m deshalb auch (oder:

Je grolBer m, desto steiler verlauft der Graph.
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In jedem
Anstiegsdreieck
sehe ich:

Ich gehe
OEinheiten
nach rechts
und

Einheiten
nach oben.



https://www.geogebra.org/m/wkjxappr

“A\ Carl-von-Ossietzky-Schule
CVO 3 (Gemeinschaftsschule)

Klasse: .

Ubung Anstiegsdreieck (Steigungsdreieck)

Mathematik

Datum: ........coovvvviiiiienn,

Ubung Anstiegsdreieck

u Scan den QR-Code. Ordne dem Graphen mithilfe des Anstiegsdreiecks die

richtige Funktionsgleichung zu.

a Scan den QR-Code und sieh dir das Video an.

Bestimme den Anstieg m mithilfe des Anstiegsdreiecks.

n Zeichne jeweils ein geeignetes Anstiegsdreieck ein. Bestimme dann die

Gleichung der Geraden.

Vi

y y y
5 5 { 5 !
f6) (%) f(x)

4 4 4
3 3 3
2 2 2
1 1 1

X X X
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 a4 5

f(x) = ... X f(x) = ...... X f(x) = ... X

* %k
n Zeichne die Gerade zur proportionalen Funktion. Nutze jeweils ein geeignetes

Anstiegsdreieck.

Vi

f(x)=4-x f(x) =2,5-x f(x)=1,7-x
Y Y Y
5 5 5
4 4 4
3 3 3
2 2 2
1 1 1
X X X
Q 1 2 3 4 5 Q 1 2 3 4 5 Q 1 2 3 4 5
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https://www.geogebra.org/m/vqaabzzd
https://www.geogebra.org/m/tsj9nfn6

C O Carl-von-Ossietzky-Schule Einfihrung Lineare Funktionen
\'% " 4P (Gemeinschafisschule) Mathematik

NAM: oo Klasse: .......cccoevvvvereerennn. Datum: ......ovvveeeeeeeeeeeeenne,

100-Meter-Lauf

Dana und Emre haben sich zu einem Wettrennen verabredet. Es gewinnt das Kind, welches die
100-Meter-Marke zuerst erreicht.

Scan den QR-Code und bearbeite die Aufgaben auf dem GeoGebra- Eift@
Arbeitsblatt. Erganze dann den zurlickgelegten Weg mithilfe des Applets. Eﬁ

Emre:
X 0 5 10 15 20 25
0 wesinm
0 5 10 15 20 25

u Berechne den Anstieg m. Stelle dann die Funktionsgleichung der beiden f

proportionalen Zuordnungen auf.

Emre Dana
Es reicht, wenn dum
Der Anstieg m wird berechnet: jeweils fur ein Der Anstieg m wird berechnet:
Y weg Wertepaar 5’ weg
m == = > berechnest. m == = p
.......................... XZth Beachte, dass du nicht ngtt

durch 0 teilen darfst!

Die Funktionsgleichung lautet: Q'} Die Funktionsgleichung lautet:
O ol LOET

Scan den QR-Code und bearbeite die Aufgaben.
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https://www.geogebra.org/m/yzmwmyyg
https://www.geogebra.org/m/bpxpbz99

Carl-von-Ossietzky-Schule
CVO a (Gemeinschaftsschule)

Klasse: ..

Einflhrung Lineare Funktionen
Mathematik

Datum: ........coovvvviiiiienn,

n Du entscheidest, wie das Rennen ausgeht. Gib Dana einen Vorsprung deiner
Wahl und bearbeite damit die Aufgaben. Nutze das Applet aus Aufgabe 3.

Fiir das nachste Rennen gebe ich Dana

a) Wie geht das neue Rennen aus?

O Emre gewinnt

O Dana gewinnt

b) Fille die neue Wertetabelle aus.

ohne
Vorsprung

0

5

10

15

20

25

X

“ Tipp: Ubernimm
g diese Werte aus
u Aufgabe 1.

OPPEPEPE

mit
Vorsprung 100

90

80

70

60

50

40

30

20

10

TWeg in Metern

Meter Vorsprung.

[0 Beide gewinnen

Zeit in Sekunden,

15

rd

20 25

c) Wie hat sich der zuriickgelegte Weg verandert? Erganze die Additionspfeile zwischen

den beiden Tabellenspalten.

d) Zeichne die Gerade von Dana ohne und die Gerade mit deinem Vorsprung in das

Koordinatensystem ein.

e) Zeichne den Vorsprung als Pfeil in das Koordinatensystem ein.

H Sieh dir zum Abschluss dieses GeoGebra-Arbeitsblatt an, folge den

Anweisungen und bearbeite die Aufgaben.
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https://www.geogebra.org/m/qqju9egh

C O : Carl-von-Ossietzky-Schule Einflihrung Lineare Funktionen
\'% - (Gemeinschaftsschule) Mathematik

NAM: oo Klasse: .......cccoevvvvereerennn. Datum: ......ovvveeeeeeeeeeeeenne,

Taxifahrt

Das Taxiunternehmen , Taxi Flitzer” in Berlin hat folgende Preise. Pro gefahrenen Kilometer
berechnet Herr Flitzer 0,50 €. Hinzu kommt eine Grundgebihr von 3,00 € fiir die gesamte Fahrt.

Das Taxiunternehmen ,Taxi Flitzer” berechnet seinen Gasten pro gefahrenem
Kilometer 0,50 €. Hinzu kommt eine Grundgebihr von 3,00 € pro Fahrt.

a) Berechne die Fahrtkosten. b) Zeichne die Wertepaare in das Koordinatensystem ein.

Fahrtwegin | Fahrtkosten 'Fahrtkosten in €
km in €

0

1 5

Fahrtweg in km
0 1 2 3 4 5 6 7

a Scan den QR-Code und folge den Anweisungen. Bearbeite dann die Aufgaben

e
a) und b). E—?giq}f
b) Zeichne den Verschiebungspfeil auf der y-Achse und ein Anstiegsdreieck in Tipp: Nutze
dein Koordinatensystem aus Aufgabe 1 ein. dazu zwei
verschiedene
a) Lies nun den Anstieg m und den y-Achsenabschnitt n deiner Geraden ab A Farben!
und gib die Funktionsgleichung an. Y
ol
Anstieg m: y-Achsenabschnitt n: Funktionsgleichung: f(x) =

Scan den QR-Code und bearbeite die Aufgaben.

=g al=
e
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https://www.geogebra.org/m/nqrapffb
https://www.geogebra.org/m/fvnasvs3

C O - Carl-von-Ossietzky-Schule Einflihrung Lineare Funktionen
\'% - (Gemeinschaftsschule) Mathematik

NAM: oo Klasse: .......cccoevvvvereerennn. Datum: ......ovvveeeeeeeeeeeeenne,

Wir ziehen den Stopsel

Erinnerst du dich an die Badewannen-Geschichte zu Beginn? Wir wollen uns den Teil der
Geschichte anschauen, als der Stopsel der Badewanne gezogen wird und das Wasser herauslauft.

n Eine 40cm hohe Badewanne ist bis zum Rand mit Wasser gefillt. Frau Amiri zieht
den Stopsel. Pro Minute sinkt die Flllhohe der Badewanne um 5cm.

a) Berechne die Fullhohen und erganze die Licken.
-

Nach Minuten ist die Badewanne noch halb voll. Nach Minuten ist sie komplett leer.

b) Beschrifte die Additions- und Subtraktionspfeile in der Tabelle.

c) Zeichne die Wertepaare in das Koordinatensystem ein und verbinde zu einer Geraden.

]

'Fiillhohe in cm

40 Der Graph im
Koordinatensystem ist
35 eine Gerade, deshalb
handelt es sich auch
30 bei dieser Zuordnung

,Zeit = Flillhéhe” um
25

eine
20 ]
Funktion.
15
10
5
Zeit in min,
F
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
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C O - Carl-von-Ossietzky-Schule Einflihrung Lineare Funktionen
Vv . (Gemeinschaftsschule) Mathematik

NAM: oo Klasse: .......cccoevvvvereerennn. Datum: ......ovvveeeeeeeeeeeeenne,

Wir haben eine Wertetabelle und den Graphen unserer linearen Funktion bestimmt. Wir wissen,
dass wir eine lineare Funktion auch Uber eine Funktionsgleichung ausdriicken kénnen.

Scan den QR-Code. Bearbeite mithilfe des GeoGebra-Applets die Aufgaben.

a) Erganze die Liicken.

Jede lineare Funktion besitzt eine Funktionsgleichung der Form

Um die Funktionsgleichung fiir die Zuordnung ,,Zeit = Fiillhéhe” aufzustellen, missen wir also

den und den aus unserem Graphen bestimmen.
b) Zeichne den Verschiebungspfeil auf der y-Achse und drei Anstiegsdreiecke Tipp: Nutze
d
in dein Koordinatensystem aus Aufgabe 1 ein. GeoGa:bra_
“ Applet!
c) Erganze den Lickentext, um den Anstieg, den y-Achsenabschnitt und die =
Funktionsgleichung zu bestimmen. v
: Zuerst bestimme ich den y-Achsenabschnitt . Ich schaue mir an, wo der Graph
die schneidet. Dazu zeichne ich einen Pfeil ein. In unserem Beispiel geht der
Pfeil um Einheiten nach ,alsoistn=
: Jetzt bestimmen wir den Anstieg . Ich zeichne hierfiir ein Anstiegsdreieck ein.

Dazu muss ich vom y-Achsenabschnitt um 1 nach rechts gehen. Um wieder auf die Gerade
zu treffen, muss ich diesmal um nach . Daich nach unten gehe, ist mein
Anstieg negativ. Ich schreibe ein vor die Zahl, alsom =

: Die fertige Funktionsgleichung lautet damit also

Scan den QR-Code und sieh dir das Lernvideo und das Applet an.

84



https://www.geogebra.org/m/x6ygv47m
https://www.geogebra.org/m/fjx6fmxs
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