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1 Einleitung

Die rechnergestiitzte Simulation physikalischer Prozesse ist ein fester Bestandteil im Alltag von
Wissenschaftlern aus den unterschiedlichsten Wissensbereichen. Unabhéngig davon, ob das Ziel
die Vorhersage des Wetters von morgen, die Konzentrationsbestimmung von Fluidteilchen in
Mischprozessen oder die Erschaffung von Werkstoffen mit optimalen Materialeigenschaften ist,
ohne den Einsatz von leistungsfahigen Rechnern ist dieses Ziel nicht zu erreichen. Aus dieser
inhdrenten Kopplung lésst sich eine grundlegende Aussage bzgl. der Laufzeit durchzufiihrender
Simulationen ableiten. Schnellere Rechentechnik reduziert automatisch die Laufzeit einer bereits
bestehenden Simulation und somit auch die Wartezeit auf die potentiell zu erwartenden Erkennt-
nisse. Zeitgleich ist die so erreichte Reduktion der Berechnungszeit auch ein Maf fiir die mogliche
Erhohung des Detailgrades einer bestehenden Simulation und somit auch ein Indikator fiir den
zusétzlich zu erwartenden Erkenntnisgewinn.

Ein Blick auf die seit 1993 herausgegebene Top500-Liste der schnellsten Supercomputer [144]
zeigt ein anndhernd gleichbleibend exponentielles Wachstum der Rechenleistung. Dieser durch
eine Interpretation von ,Moores-Law" beschriebene Sachverhalt wird laut aktuellen Prognosen
[145] auch in den néchsten Jahren bestehen bleiben. Fiir die im Bereich der Simulation tétigen
Wissenschaftler gleicht dies einem Versprechen, dass ohne deren Zutun auch in Zukunft mit ste-
tig kiirzeren Simulationszeiten zu rechnen ist. Immer vorausgesetzt, es konnen genug finanzielle
Mittel fiir die neue Hardware akquiriert werden. Doch dieser Schein triigt. Eine genauere Analy-
se der Entwicklung der Rechentechnik der letzten Jahre zeigt zwei mafgebliche Verdnderungen.
Zum einen stagniert die maximale Taktrate einer einzelnen CPU seit Erreichen der 4 GHz Gren-
ze im Jahr 2004 [76] und zum anderen wird, insbesondere seit der Einfiihrung der ersten Dual
Core CPU’s 2005 [4, 77], gesteigerte Rechenleistung fast génzlich durch die Verwendung einer
Vielzahl von Rechenkernen erreicht. Das aktuell mit mehr als zehn Millionen Rechenkernen an
Position 1 der Top500-Liste gefiihrte System TaihuLight (deu. Licht der Gottlichkeit) verdeut-
licht die Dimensionen dieser Entwicklung. Die fiir dieses System in Aussicht gestellte maximale
Rechenleistung von circa 125 Billiarden Gleitkommaoperationen pro Sekunde, kann dabei nur
von einer perfekt parallelisierten Simulationsrechnung erreicht werden. ,Amdahls-Law* [5] zeigt
jedoch, dass dieser perfekte Zustand, aufgrund von unvermeidlichen sequentiellen Abschnitten
in den einzelnen im Programm verwendeten Algorithmen, nicht zu erreichen ist. Die genaue
Abweichung vom vollparallelisierten Idealzustand wird dabei durch die sogenannte parallele Ef-
fizienz quantifiziert. Deren Wert muss hierbei per Definition zwischen Null und Eins liegen. Dem
Paradigma ,eine hohe parallele Effizienz ergibt eine hohe Rechenleistung und dies fiihrt zur kiir-
zestmoglichen Simulationslaufzeit folgend, wurden in den letzten Jahren die unterschiedlichsten
Simulationsprogramme auf eben diese Effizienz getrimmt. In den meisten Féllen wurden hierfiir
Codes verwendet, die auf eine sehr lange Historie zuriickgreifen [18, 21, 66, 70, 137], so dass alte
bestehende Strukturen und Algorithmen unabhéngig von deren wirklicher Eignung parallelisiert
wurden. Diese Entwicklung fiihrt jedoch mehr und mehr dazu, dass die Entwickler den Blick
fiir die Vielseitigkeit der Faktoren, die zu einer akzeptablen Simulationslaufzeit fithren, verlie-
ren. Werden zum Beispiel Methoden niederer Ordnung, wie dies etwa bei den Standard Finite-
Differenzen-Verfahren [63| der Fall ist, zur Diskretisierung des Simulationsgebietes eingesetzt,
steigt die Zahl der fiir kleine Losungsfehler bendtigten Gitterpunkte so schnell an, dass jedweder
Arbeitsspeicher vor Erreichen der bendtigten Genauigkeit aufgebraucht ist. Im Gegensatz dazu
sind Methoden hoherer Ordnung, wie dies etwa bei den Standard Finite-Elemente-Verfahren [63]
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der Fall ist, aufgrund ihrer suboptimalen numerischen Komplexitit [12] kaum besser geeignet.
Ein dhnliches Bild ergibt sich bei den Algorithmen, mit denen die Gleichungssysteme in den
einzelnen Simulationsschritten gelst werden. Stellvertretend sei hier das Jacobi-Verfahren [104]
genannt, welches sich zwar durch eine parallele Effizienz nahe Eins auszeichnet, jedoch zum einen
eine nicht optimale quadratische numerische Komplexitdt und zum anderen eine von der Auf-
16sung des Simulationsgitters abhéngige maximale Iterationszahl besitzt. Sofern die Anwender
der etablierten Simulationsprogramme keine Kosten fiir den Zugang zu Hochleistungsrechnern zu
erwarten haben und diese Rechner immer wieder massiv ausgebaut werden, stellen die genannten
Einschrankungen fiirs Erste nur bedingt ein Problem dar. Denn, eine Simulation die nach Hin-
zunahme einer bestimmten Zahl von Rechenkernen um anndhernd diesen Faktor beschleunigt
wird ist etwas Ausgezeichnetes. Werden den Anwendern jedoch, wie bereits von immer mehr
Universitéatsrechenzentren diskutiert und in der Industrie bereits géingige Praxis, die Kosten fiir
den Energieverbrauch in Rechnung gestellt, ergibt sich ein génzlich anderes Bild. Ein Bild, in
dem der Effizienz, die die angewandten Methoden bzw. die eingesetzten Algorithmen erreichen,
die grofste Bedeutung zuféllt.

Die Effizienz einer Methode wird hierbei ungenauerweise oft nur anhand deren Implementierung
als Algorithmus bestimmt. Jedoch kann eine effizient implementierte Methode mit numerisch un-
gunstigen Eigenschaften einer nicht effizient implementierten Methode mit numerisch optimalen
Eigenschaften deutlich unterlegen sein. Demnach ist es offensichtlich, dass nur fiir eine effizient
implementierte Methode mit optimalen numerischen Eigenschaften die kiirzestmdogliche Simula-
tionslaufzeit erreicht werden kann. Der Fokus der vorliegenden Arbeit liegt deshalb zu allererst
auf dem Nachweis der optimalen numerisch /mathematischen Eigenschaften der entwickelten Me-
thode. Diese Eigenschaften sind: lineare numerische Komplexitét, Robustheit des Verfahrens ge-
geniiber Gitterverfeinerungen im Simulationsgebiet und eine bisher unerreichte Konvergenzrate.
Abschliefsend wird zusétzlich die Eignung der Methoden bzgl. deren Verwendung auf aktuellen
Hochleistungsrechnern unter Verwendung von Zehntausenden von Rechenkernen belegt und auch
deren effiziente Implementierung bzw. Umsetzung dargelegt.

Ziel dieser Arbeit ist die Entwicklung effizienter mathematischer Methoden zur numerischen
Simulation von physikalischen Prozessen und deren hochskalierende Implementierung auf Hoch-
leistungsrechnern. Unter allen denkbaren Aufgabenstellungen zéhlen hierbei insbesondere die-
jenigen zu den herausforderndsten, die der Stromungsmechanik zugeordnet sind. Besonders die
direkte numerische Simulation (DNS), welche zur Analyse von turbulenten Stréomungsphénome-
nen eingesetzt wird, stellt hierbei héchste Anspriiche an die eingesetzten numerischen Verfahren.
Die Entwicklung und Umsetzung der im Rahmen dieser Arbeit vorgestellten Methoden ist des-
halb auf die Anwendung im Rahmen der turbulenten Stromungssimulation ausgerichtet. Diese
Fokussierung dient jedoch allein dem Beleg der Leistungsfahigkeit und stellt keine prinzipielle
Einschréinkung der Methode dar.

Die Arbeit ist wie folgt aufgebaut: In Kapitel 2 wird die grundlegende Herangehensweise bzgl.
der numerischen Simulation physikalischer Prozesse erldutert. Hierfiir wird am Beispiel der tur-
bulenten Strémungssimulation der Weg vom mathematischen Modell bis hin zu den tatséchlich
zu l6senden Grundgleichungen skizziert. Daran anschliefend werden die Faktoren dargelegt, die
dafiir verantwortlich sind, dass die Simulation turbulenter Strémungen extrem schnell extrem
hohe Anforderungen an die genutzte Rechentechnik stellt. Kapitel 3 gibt einen kurzen Uber-
blick tiber die Grundpfeiler bzw. Basiskomponenten des entwickelten Verfahrens. Diese sind die
Spektralelemente-Methode, die Statische Kondensation und das geometrische Mehrgitterverfah-
ren. Im Anschluss daran wird in Kapitel 4 zunéchst der Stand der Forschung auf dem Gebiet der
Spektralelemente basierten Mehrgitterverfahren rekapituliert. Dabei liegt der Fokus zunéchst auf
den numerischen Eigenschaften der einzelnen Verfahren. Hauptséchlich werden hierbei die nume-
rische Komplexitét, die Konvergenzgeschwindigkeit und die Robustheit betrachtet. Im Anschluss
daran wird im Hauptteil des vierten Kapitels das im Rahmen dieser Dissertation entwickelte
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Spektalelemente basierte Mehrgitterverfahren auf kondensierten Gittern* im Detail vorgestellt
und erldutert. Abschliefsend werden dessen numerische Eigenschaften mit denen bestehender An-
sitze verglichen und so der Nachweis von dessen optimalen numerischen Eigenschaften erbracht.
Diese sind: eine lineare numerische Komplexitédt und eine bisher unerreichte, um eine Gréfen-
ordnung verbesserte Konvergenzgeschwindigkeit. In Kapitel 5 wird die Realisierung der paralle-
len Variante des Losungsverfahrens erldutert sowie deren Effizienz bzgl. der Parallelisierung auf
Hochleistungsrechnern untersucht und bewertet. Hierfiir werden zu Beginn des Kapitels zunédchst
das Konzept heutiger Parallelrechner erortert und im Anschluss daran geeignete Leistungsbewer-
tungskriterien in Form von Kennzahlen (Speedup, Scaleup etc.) eingefiihrt. Im néchsten Schritt
werden der Stand der Forschung im Bereich der, auf Elementen hoherer Ordnung basierenden,
parallelen Mehrgitterverfahren dargelegt und die effizientesten Verfahren, anhand der zuvor ein-
gefiihrten Kennzahlen, identifiziert. Im letzten Teil des Kapitels wird die grundlegende Struktur
der parallelen Implementierung des Verfahrens vorgestellt und diese hinsichtlich Speicherbedarf,
Lastbalance und Kommunikationsaufwand bewertet. Die vorgenommenen Bewertungen basieren
hierbei zum einen auf tatsichlich vorgenommenen Messungen und zum anderen auf theoretischen
Abschétzungen, die am Ende des Kapitels in einer validen Abschéatzung des Potentials bzgl. der
Eignung des Verfahrens im hochskaligen Bereich (> 10¢ CPU’s) miinden. Hierbei wird gezeigt,
dass im dreidimensionalen Anwendungsfall ausreichend Potential fiir eine hinreichend effiziente
Anwendung des Verfahrens im hochskaligen Bereich vorhanden ist. Zum Abschluss der Arbeit
werden in Kapitel 6 die generelle Implementierung des Verfahrens, das heifit die Umsetzung als
Loser, erldutert und die auf dem Testsystem Taurus [159] erzielten Ergebnisse diskutiert. Dabei
wird gezeigt, dass der entwickelte Ansatz hinsichtlich der erzielten, parallelen Effizienz dem Stand
der Forschung entspricht. Genau gesagt, die starke Skalierung betrigt bis zu 70% (Skalierung
von 512 bis 27.000 Prozesse) und die schwache Skalierung entspricht nahezu dem erreichbaren
Optimum. Damit liefert diese Dissertation ein Verfahren zur effizienten numerischen Simulation
physikalischer Prozesse, dass durch seine optimale numerische Komplexitat sowie seine herausra-
gende Konvergenzgeschwindigkeit neue Grenzen setzt und zugleich im massiv parallelen Bereich
dem Stand der Forschung entspricht.
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In diesem Kapitel, insbesondere im ersten Abschnitt, wird der grundlegende Bedarf bzgl. neuer,
hoch effizienter Methoden zur numerischen Simulation von physikalischen Prozessen am Bei-
spiel der direkten turbulenten Strémungssimulation motiviert. Hierfiir werden in Abschnitt 2.1
zunéchst die entsprechenden Modellgleichungen (Navier-Stokes-Gleichungen) eingefiihrt. Im An-
schluss daran werden die wesentlichen Arbeitsschritte, die zu deren numerischer Losung not-
wendig sind, aufgezeigt und in Abschnitt 2.2.1 insbesondere deren Diskretisierung im Detail
analysiert. Abschnitt 2.2.2 dient der Generalisierung des numerischen Problems. Hierfiir werden
die stromungsspezifischen Grundgleichungen auf die Poisson- bzw. Helmholtz-Gleichung redu-
ziert und darauf aufbauend die generelle Eignung des in Abschnitt 4 vorgestellten Verfahrens fiir
eine grofse Klasse physikalischer Problemstellungen verdeutlicht. Der letzte Abschnitt dient allein
der Erorterung der Grundvoraussetzungen, die an effiziente Verfahren zur direkten numerischen
Simulation der inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen im Speziellen und bzgl. der Simulati-
on physikalischer Prozesse im Allgemeinen gestellt werden. Die im gesamten Kapitel vorhandene
Fokussierung auf inkompressible turbulente Strémungen ist hauptséchlich durch deren hohe An-
forderung an die Numerik und die damit verbundenen Hardwareanforderungen motiviert, dies
stellt jedoch keine grundlegende Einschrankung des eigens entwickelten Verfahrens dar.

2.1 Konigsdisziplin - Turbulente Stromungssimulation

Die immer weiter fortschreitende, von Gréfenordnung zu Gréfsenordnung eilende, Entwicklung
im Bereich der Hoch- bzw. Hochstleistungsrechner wird seit jeher von Anwendungen getrie-
ben, die diese Systeme immer wieder aufs Neue an ihre Leistungsgrenzen bringen. Dabei zeigt
sich, dass insbesondere, die Anwendungen die dem Bereich der turbulenten Strémungssimulation
(Abbildung 2.1 zeigt eine turbulente Stromung am Beispiel der Kelvin-Helmholtz-Instabilitét)
zuzuordnen sind, regelméfig zur Klasse der Leistungsgrenzen iiberschreitenden Anwendungen
gehoren. So ist es auch nicht verwunderlich, dass zu den ersten Anwendungstests auf neuen
HPC-Systemen so gut wie immer eine Stromungssimulation (z.B. eine turbulente Kanalstro-
mung) gehort. Dies galt zu Zeiten des Earth-Simulator’s (Platz 1. Top500-Liste, 2002 - 2004
[144]) genauso wie in der heutigen Zeit. Die Motivation, recht schnell eine Stromungssimulation
auf neuen HPC-Systemen durchzufiihren, resultiert hierbei aus zwei unterschiedlichen Uberlegun-
gen. Zum einen ermdoglicht eine detaillierte Stromungssimulation die Auslastung des gesamten
HPC-Systems (Benchmarking) und zum anderen konnen auch in der heutigen Zeit, trotz der
Verfiigbarkeit von HPC-Systemen mit mehr als 10 Millionen Rechenkernen, noch immer nicht
alle Stromunsphénomene, wie sie in der realen Welt vorkommen, hinreichend genau aufgelost
bzw. nachgebildet werden. Beispielsweise existieren in der planetaren Grenzschicht (Peplosphé-
re) turbulente Strukturen, deren Gréfenordnung einerseits im Kilometer- und andererseits im
Millimeterbereich angesiedelt ist [108|. Eine Simulation, die diese sechs Gréfsenordnungen umfas-
sende, raumliche Skala direkt und vollstandig auflost, wiirde demnach auf einem Gitter beruhen,
das mindestens aus einer Trillionen (10°-10°-10° = 10'®) Gitterpunkten besteht. Diese Gro-
flenordnung ist auch in der heutigen Zeit noch nicht einmal ansatzweise erreichbar (aktuelle
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Abbildung 2.1: Darstellung der Rotation in einer turbulenten Stromung am Beispiel einer
Kelvin-Helmholtz-Instabilitdt (Anwachsende Storungen in der Scherschicht zweier aneinander
vorbeistromender Fluide) im zweidimensionalen Anwendungsfall. Die Stromung entwickelt sich
vom Zeitpunkt ¢, bis hin zum Zeitpunkt tg4, es gilt t, < t; < t. < tq. Weile Wirbel drehen links-
und schwarze rechtsherum.

Simulationen kommen annihernd auf 10'? Gitterpunkte [97]). Demnach ist bzgl. der zweiten
Uberlegung immer auch die Moglichkeit gegeben, dass das neue HPC-System zugleich einen neu-
en Weltrekord (z.B. 2013 [97] auf Mira [6], 2006 [74] auf MareNostrum [16], 2003 [89] auf dem
EarthSimulator [82]) bzgl. der Durchfithrung von besonders genauen, hochaufgelosten, turbu-
lenten Stromungssimulationen erzielt und somit fundamental zum grundlegenden Verstdndnis
turbulenter Stromungsvorgénge beitragt. Wobei dieses gewonnene Verstédndnis einen direkten
Einfluss auf die Entwicklung realer Produkte und Techniken in unserer Gesellschaft (Luft- und
Raumfahrt, Energietechnik, Automobilbau, Medizin etc.) besitzt.

Die grundlegende Komplexitidt der numerischen Stromungssimulation resultiert hierbei daraus,
dass bisher keine analytische Losung fiir die den Stromungsvorgang eines Fluides beschreiben-
den Modellgleichungen existiert. Diese unter dem Namen Navier-Stokes-Gleichungen bekannten
Modellgleichungen beschreiben dabei ein System von partiellen Differentialgleichungen, dessen
Herleitung ausfiihrlich in [83] dargelegt wird. Zum besseren Verstédndnis sind im Folgenden die
Navier-Stokes-Gleichungen in ihrer vereinfachten, fiir inkompressible, newtonsche Fluide gelten-
den Form aufgefiihrt

P (@+u-Vu):—Vp+,uAu+f

ot mit u(z,t) e R? und p € R. (2.1)

Vu=0

Hierbei bezeichnet p die Dichte, p die dynamische Viskositdt und u die Geschwindigkeit des
Fluides. Des Weiteren repréasentiert p den physikalischen Druck und der Vektor f die zeit- bzw.
ortsveranderlichen Volumenkréafte. Die Gleichung in der oberen Zeile stellt die Impulsgleichung
und die in der unteren Zeile die Masseerhaltungsgleichung (Divergenzfreiheit) dar. Nach Divisi-
on durch p ergibt sich die auf der kinematischen Viskositdt v = #/p basierende Form der Gleichung
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(@+U-Vu):—@+uAu+f
ot P . (2.2)

Vu=0

Aus dieser Form lésst sich direkt die dimensionslose Form der Navier-Stokes-Gleichungen

* 1
(aal; +u*-Vu*) =—Vp*+EAu*+f*

(2.3)
vu* =0

ableiten. Die mit * gekennzeichneten Grofsen wurden alle durch Verwendung charakteristischer
Kenngrofen (Lo fir die Lénge, ug fiir die Geschwindigkeit, pg fiir den Druck und ¢ fiir die Zeit)
entdimensionalisiert. Aus Griinden der Ubersicht wurde die Dichte mit p = 1 angenommen und
es wird im Folgenden auf die Angabe des Sterns (*) verzichtet. Die Grofe Re = uoLo/y steht fiir
die Reynoldszahl [3] und ist eine von Osborne Reynolds (1883) eingefiihrte Ahnlichkeitskenn-
zahl. Diese erlaubt es, das Verhalten grofsdimensionierter Stromungskonfigurationen auf &hnlich
wirkende Konfigurationen deutlich kleinerer Dimension (z.B. realitdtsnahe Modellversuche im
Stromungskanal) zurtickzufiihren. Zusétzlich ist die Reynoldszahl ein Mafs fiir das Verhéltnis von
Tréagheits- zu Zahigkeitskréften und erlaubt somit eine Aussage iiber die Charakteristik einer
vorliegenden Stromung. Fiir Rohrstromungen (Lg entspricht hierbei dem Rohrinnendurchmesser
und ug der tiber dem Rohrquerschnitt gemittelten Geschwindigkeit) kennzeichnet beispielsweise
die kritische Reynoldszahl Rey, it » 2300 den Ubergang von laminarer zu turbulenter Stromung.
Allgemein kann gesagt werden, je hoher die Reynoldszahl, desto turbulenter die Strémung. Des
Weiteren fiihrt die Erhohung der Reynoldszahl, wie in Abschnitt 2.3 noch genauer dargelegt
wird, direkt zu einer deutlich héheren Komplexitdt und Rechenlast. Somit lasst sich allein iiber
die Steuerung der Reynoldszahl jedes aktuell bestehende HPC-System an seine Grenzen bringen.

Um trotz hoher Reynoldszahlen dennoch aussagekréftige, nah an der Realitdt angelehnte Stro-
mungssimulationen durchfithren zu kénnen, wurden iiber die Jahre diverse Vereinfachungen bei
der Modellierung der Navier-Stokes-Gleichungen entwickelt. Die dabei eingesetzten Strategien
fiihren zu Verfahren, die sich heute allgemein in zwei Klassen einteilen lassen. Die erste Klas-
se stellen dabei die Reynolds-gemittelten Navier-Stokes-Gleichungen (engl. Reynolds-averaged
Navier-Stokes equations - RANS [43]) dar. Der hierbei verwendete Ansatz der Aufteilung der
turbulenten Gréfsen in einen Mittel- und einen Schwankungswert stellt eine starke Vereinfachung
dar, bei der zugleich auch der Berechungsaufwand um mehrere Gréfsenordnungen sinkt. Die zwei-
te Klasse stellen die von Jim Deardorff in den 60er Jahren entwickelten Large-Eddy-Simulationen
(LES) dar. Innerhalb dieser Klasse werden nur die groferen Wirbelstrukturen tatséchlich aufge-
16st. Kleinere Wirbelstrukturen werden dementgegen nur modelliert bzw. approximiert. Die Frage
nach der bzw. einer geeigneten Modellierung repréasentiert hierbei ein eigenes Forschungsfeld, so
dass an dieser Stelle nur auf die entsprechende Literatur [43, 56, 128] verwiesen sei.

Das Problem des RANS- und LES-Ansatzes ist jedoch, dass die verwendeten Modellierungsan-
sétze ohne entsprechende Kontrolle und Validierung weit weg von der Realitét fithren kénnen und
somit ist es, trotz des unbestreitbaren Bedarfs bzgl. einer allgemeinen Reduzierung des Berech-
nungsaufwandes, unabdingbar, die Navier-Stokes-Gleichungen direkt zu 16sen. Alle Ansédtze zur
direkten Losung der Navier-Stokes-Gleichungen werden hierbei der Klasse der direkten numeri-
schen Simulationen (DNS) zugeordnet. Die erste DNS wurde bereits in den frithen 70er Jahren
von Orszag & Patterson [116] durchgefiihrt. Trotz der enormen Anforderungen an Soft- und
Hardware hat sich die DNS iiber die Jahre als niitzliches und vor allem notwendiges Werkzeug
zur tiefgriindigen Analyse der Turbulenz etabliert. Ohne die Fortschritte im Bereich der direkten
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numerischen Simulation waren die vereinfachten Ansatze im Bereich der RANS und LES nur von
fraglicher Validitét (siche auch [109]).

Ein Ziel dieser Dissertation ist es, einen weiteren Beitrag zur Weiterentwicklung der direkten
numerischen Simulation, mit Fokus auf der Reduktion der Komplexitit bzw. Rechenlast insbe-
sondere im Bereich der ortlichen Diskretisierung, zu leisten. Der Ansatz ist hierbei so generisch,
dass die im Rahmen der vorliegenden Arbeit entwickelte Losung, unabhéngig von der numeri-
schen Stromungssimulation, auf die numerische Losung aller physikalischen Prozesse angewandt
werden kann, die dem im Folgenden beschriebenen Losungsansatz zuganglich sind.

2.2 Vom mathematischen Modell zur numerischen Lésung

Nachdem fiir einen beliebigen physikalischen Prozess ein passendes mathematisches Modell ge-
funden bzw. formuliert wurde, beispielsweise die vereinfachten Navier-Stokes-Gleichungen (Glei-
chung 2.3) fiir inkompressible, newtonsche Fluide, bedarf es zwei weiterer Schritte [51], um zur
numerischen Losung des Modells zu gelangen. Schritt eins: Diskretisierung des Systems von par-
tiellen Differentialgleichungen in Raum und Zeit (siehe Abschnitt 2.2.1), das wiederum fiihrt
direkt zu einem algebraischen Gleichungssystem und somit zu Schritt zwei: Numerische Losung
des resultierenden Gleichungssystems (siehe Abschnitt 3.3). Die direkte Losung dieses Systems
ist hierbei nur bei moderater Grofse und einfacher Struktur in Betracht zu ziehen, so das ins-
besondere auch bei der in dieser Arbeit beispielhaft diskutierten DNS, die iterative Losung als
das Mittel der Wahl anzusehen ist. Am Ende des hier skizzierten Losungsprozesses steht eine
numerische Losung der Modellgleichungen, die zumeist aus einer Menge von diskreten Werten
bzgl. der gesuchten Grofen (im Fall der DNS sind dies u und p) besteht. Hierbei spiegelt jeder
Wert einen eineindeutigen Zustand der jeweiligen physikalischen Gréfse in Raum und Zeit wider.

2.2.1 Raumliche und zeitliche Diskretisierung

Fiir die Diskretisierung von zeit- und ortsabhéngigen Systemen von partiellen Differentialglei-
chungen gibt es drei grundsétzliche Losungsansétze (siehe [125]). Wobei die tatséchliche Eignung
des jeweiligen Ansatzes, insbesondere hinsichtlich des numerischen Aufwandes, stark von dem
tatséchlich zu diskretisierenden System abhéngt. Die Navier-Stokes-Gleichungen (Gleichung 2.3)
bilden hierbei zweifelsohne mit eines der anspruchsvollsten Systeme.

Der offensichtlichste Ansatz ist eine globale Orts-Zeit-Diskretisierung, bei der Ort und Zeit si-
multan diskretisiert werden. Auf Grund der globalen Kopplung aller Unbekannten wird dieser
Ansatz jedoch &duferst schnell sehr rechenzeitaufwendig und spielt somit bei praxisrelevanten,
parabolischen Problemen, insbesondere bei den Navier-Stokes-Gleichungen, keine Rolle. Dem
entgegen motivieren sich die beiden anderen Losungsansétze, die vertikale und die horizontale
Linienmethode, genau aus dem Sachverhalt den zu erwartenden Berechnungsaufwand prakti-
scher Probleme von vornherein zu minimieren. Bei beiden Ansétzen erfolgt eine getrennte Dis-
kretisierung (auch Semidiskretisierung genannt) von Ort und Zeit. Im Rahmen der vertikalen
Linienmethode, diese wird allgemein und im Folgenden nur als Linienmethode bezeichnet, wird
hierbei zuerst bzgl. des Ortes und danach in der Zeit diskretisiert. Bei der horizontalen Linien-
methode, diese wird allgemein und im Folgenden nur als Rothe-Methode bezeichnet, erfolgt die
Diskretisierung genau in der umgekehrten Reihenfolge. Demnach reduziert die Linienmethode
das Ausgangsproblem auf eine Folge von Anfangswert- und die Rothe-Methode dieses auf eine
Folge von speziellen, elliptischen Randwertproblemen, welche alle im Anschluss an die Diskreti-
sierung gelost werden miissen. Fiir die Diskretisierung in der Zeit konnen bei beiden Varianten
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der Linienmethode prinzipiell alle Standardverfahren zur Losung von parabolischen Differenti-
algleichungen eingesetzt werden [150]. Es gilt dabei jedoch, diverse Rahmenbedingungen zu be-
achten (Ansatzordnung des Verfahrens, Schrittweitenbedingung, Stabilitét - sieche [126]), so dass
in der Praxis nur implizite Zeitschrittverfahren von zumeist hoherer Ordnung eingesetzt werden.
Hierbei sind das Crank-Nicholsen-, die Klassen der Runge-Kutta- und der Adams-Verfahren als
die gebrauchlichsten zu nennen. Da der Fokus der vorliegenden Arbeit hauptsdchlich auf der
rdumlichen Diskretisierung liegt, wird hier auf die detaillierte Beschreibung der eben genannten
Verfahren verzichtet.

In der Praxis, insbesondere bzgl. der Losung der Navier-Stokes-Gleichungen, wird hauptséch-
lich die Rothe-Methode, besser gesagt eine spezielle Abwandlung dieser, angewendet. Der naive
Ansatz, die Impulsgleichung (Gleichung 2.3 - oben) direkt zu diskretisieren, fithrt zu einem al-
gebraischen Gleichungssystem, in welchem der Druck und gleichzeitig auch die Geschwindigkeit
direkt gekoppelt sind und somit auch die Anzahl der zu l6senden Unbekannten entsprechend hoch
ausfallt. Zusétzlich muss auflerdem noch die Einhaltung der Nebenbedingung, die Divergenzfrei-
heit (Gleichung 2.3 - unten), erzwungen werden. Um den angedeuteten Berechnungsaufwand
abermals zu reduzieren, haben sich in der Vergangenheit die sogenannten Projektionsverfah-
ren [64, 123, 151| etabliert. Dieser in der Literatur auch als Splitting- bzw. Druck-Korrektur-
Verfahren bezeichnete Ansatz wurde von A. Chorin [34] entwickelt. Dementsprechend wird die
damals veroffentlichte, klassische Variante auch als ,Chorinsches Projektionsverfahren® bezeich-
net. Es sei hier jedoch darauf hingewiesen, dass die klassische Variante insbesondere an den
Réndern des Simulationsgebietes Probleme aufweist [123] und deshalb prinzipiell andere Vari-
anten eingesetzt werden sollten. Unabhéngig davon, orientiert sich die im Folgenden dargelegte
Herleitung, aus Griinden der Ubersichtlichkeit an der klassischen Variante.

Bei den Projektionsverfahren wird zunéchst in einem ersten Teilschritt (Konvektions-Diffusions-
Schritt) die Impulsgleichung (2.3) unter Vernachlédssigung des Drucktermes in der Zeit diskreti-
siert

- 1
4 At“ = ~(u" - V)u" A £ (2.4)

Erst in einem zweiten Teilschritt wird auch der Druckterm berticksichtigt (Gleichung 2.5 - links)

un+1 =u' - Athn+1 - = = _Vpn+1‘ (25)

Nach entsprechender Umformung (siehe Gleichung 2.5 - rechts) wird deutlich, dass die beiden
Teilschritte (2.4 und 2.5) zusammengefasst einem herkémmlichen Zeitschritt entsprechen. Da in
Gleichung (2.5) weder die Geschwindigkeit noch der Druck zum Zeitpunkt ("*!) bekannt sind,
muss zunéchst eine der beiden Grofen eliminiert werden. Hierbei spielt die Nebenbedingung der
Divergenzfreiheit eine entscheidende und hilfreiche Rolle. Nach Anwendung des Nabla-Operators
(V) auf Gleichung (2.5 - links) und unter Ausnutzung von Vu™"! =0 ergibt sich

1
n+l _ -
Ap""t = _Atv u. (2.6)

In der sogenannten Druck-Poisson-Gleichung héingt der Druck p™*! nur noch von der alten Ge-
schwindigkeit u* aus dem Zwischenzeitschritt ab und kann entsprechend berechnet werden. Wird
im Anschluss der berechnete Druck in die Gleichung (2.5 - links) eingesetzt, fithrt dies direkt zur
Geschwindigkeit im neuen Zeitschritt u™*!. Dieser Schritt wird hierbei allgemein als Druck- und
Geschwindigkeitskorrektur bezeichnet.

10
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Zusammenfassend ldsst sich sagen, dass sich die von der klassischen Variante abweichenden Pro-
jektionsmethoden hauptsédchlich im Konvektions-Diffusions-Schritt und dem Druck- bzw. Ge-
schwindigkeitskorrekturschritt unterscheiden [123|. Insbesondere beim Konvektions-Diffusions-
Schritt gibt es eine Vielzahl von variablen Herangehensweisen, welche sich insbesondere bzgl.
der eingesetzten Methode zur zeitlichen Approximation und der Behandlung des nichtlinearen
Konvektionsterms (u-V)u unterscheiden. Aus Griinden der Ubersicht wird an dieser Stelle auf
die vollstandige raumliche Diskretisierung aller gezeigten Teilschritte verzichtet und diese erst
im néchsten Abschnitt, anhand einzelner generalisierter Modellgleichungen erldutert. Der inter-
essierte Leser findet jedoch in [35, 47| ausfiithrliche Erlauterungen zur, auf Finite-Differenzen-
und Finite-Elemente-basierten, rdumlichen Diskretisierung aller Komponenten der inkompressi-
blen Navier-Stokes-Gleichungen. Dariiber hinaus bieten [125, 126 einen umfassenden Uberblick
iiber die rdumliche Diskretisierung partieller Differentialgleichung und deren Verwendung zur
numerischen Simulation von einer Vielzahl von physikalischen Problemen.

2.2.2 Allgemeine Reduktion auf Poisson- und Helmholtz-Gleichungen

Die im vorangegangenen Abschnitt eingefithrte Projektionsmethode, welche einen Standardan-
satz zur Losung der inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen darstellt, fiihrt unabhéngig von
der gewdhlten Projektionsvariante am Ende immer auf ein System von elliptischen, partiellen
Differentialgleichungen. Konkret bedeutet das, dass bei Verwendung einer impliziten Methode
zur Zeitdiskretisierung im Konvektions-Diffusionsschritt (Gleichung 2.4) d-verschiedene (dimen-
sionsabhéngig) Gleichungen der Art

-Au+du=f (2.7)
und bzgl. der Druck- bzw. Geschwindigkeitskorrektur (Gleichung 2.4) eine Gleichung der Art
“Au=f (2.8)

im Raum zu diskretisieren und zu lésen sind. Die erste Gleichung wird hierbei allgemein als
Helmholtz-Gleichung [90] mit Helmholtz-Parameter A und die zweite als Poisson-Gleichung be-
zeichnet. Es gilt zu beachten, dass die Poisson-Gleichung eine spezielle Variation der Helmholtz-
Gleichung mit Helmholtz-Parameter A = 0 darstellt. Des Weiteren seien im Folgenden alle Varia-
tionen mit A < 0 von der Betrachtung ausgeschlossen, da die Helmholtz-Gleichung in diesem Fall
eine statische Form der Wellengleichung mit gidnzlich anderen Eigenschaften représentiert. Durch
die Fokussierung auf die generelle Struktur der im Rahmen der Projektionsmethode erzeugten
elliptischen partiellen Differentialgleichungen (2.6) reduziert sich die eigentliche Losungsaufgabe
auf die Diskretisierung und Loésung von maximal vier Helmholtz-Gleichungen mit A > 0. Das
bedeutet auch, dass ein effizienter Losungsansatz bzgl. der numerischen Simulationen fiir stro-
mende Fluide immer auch eine effiziente Methode zur Behandlung der auftretenden Helmholtz-
Gleichungen beinhalten muss.

Die Entwicklung solch einer hoch effizienten Methode ist das Ziel der vorliegenden Dissertation.
Dabei bietet die Fokussierung auf die Helmholtz-Gleichung zusétzlich den Vorteil, dass der im
Rahmen dieser Arbeit entwickelte Losungsansatz auf eine Vielzahl von physikalischen Problemen
und nicht nur auf die numerische Stromungssimulation anwendbar ist. Im folgenden Abschnitt
wird abschliefend dargelegt, welche Anforderungen eine Methode erfiillen muss, um korrekter-
weise zur Klasse der hocheffizienten Methoden zugeordnet zu werden. Auf Grund der bereits
ausfiihrlich verdeutlichten Ausnahmestellung der direkten numerischen Stromungssimulation er-
folgt die Herleitung der Eigenschaften mit direktem Bezug zur direkten numerischen Simulation
der inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen.

11
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2.3 Anforderungen an effiziente Losungsverfahren

Die grundlegendste Anforderung, die ein Losungsverfahren zur numerischen Abbildung eines
physikalischen Prozesses zu erfiillen hat, ist eine hinreichend grofse Genauigkeit, das heift, die
erzeugte, approximierte Losung sollte so wenig wie moglich von der tatséchlichen Losung ab-
weichen. Die tatsdchliche Abweichung zwischen einer real gemessenen und einer approximierten
Losung beliebiger Modellgleichungen wird hierbei als Gesamtfehler (¢) bezeichnet. Dieser setzt
sich im Allgemeinen aus vier grundverschiedenen Komponenten (siehe [122]|) zusammen, es gilt

€ = EMessung T EModell T € Randbedingung T € Numerik (29)

Hierbei ist offensichtlich, dass ein Fehler nahe Null (¢ — 0) das Mafs der Dinge darstellt und
dass dies fiir den Gesamtfehler nur dann erreicht werden kann, wenn alle Fehlerkomponenten
ebenfalls gegen Null streben. Da die Erfassung der realen Messwerte in der Regel getrennt von
der numerischen Simulation erfolgt, wird der Messfehler €p/essung zumeist und auch im Rahmen
dieser Dissertation nicht weiter beriicksichtigt. Ebenfalls in dieser Arbeit unberiicksichtigt bleibt
der durch die Behandlung moglicher Randbedingungen implizierte Fehler € ranavedingung- Der in-
teressierte Leser sei an dieser Stelle auf [122]| verwiesen. Der Fehler €ps,4c1; sSpiegelt den Grad der
Abstraktion des Modellierungsansatzes wider. Hierbei gilt, je grofer der Grad der Abstraktion,
desto grofer ist auch der Modellfehler. Beziiglich der Simulation der inkompressiblen Navier-
Stokes-Gleichungen weist der RANS Ansatz den groften Grad der Approximation auf und fiihrt
im Vergleich mit der LES und DNS zum gréfsten Modellfehler. Der DNS Ansatz ist dement-
gegen als optimal anzusehen. Die letzte Komponente des Gesamtfehlers, der numerische Fehler
€ Numerik, umfasst hauptséchlich Rundungs- und Abschneidefehler. Der dominanteste und somit
relevanteste Teil dieses Fehlers resultiert hierbei zumeist aus dem lokalen bzw. globalen Abschnei-
defehler, der bei der rdumlichen Diskretisierung entsteht. Dieser Fehler hangt dabei mafigeblich
von der gewéahlten Gitterweite h ab und skaliert in Abhangigkeit des gewahlten Losungsansat-
zes mit € ~ h¢. Je hoher die methodenabhingige Konstante ¢ ausfillt, desto schneller wird die
gesuchte Losung in der jeweils gewiinschten Genauigkeit erreicht. Wobei schneller in diesem Fall
bedeutet, dass weniger Losungsiterationen durchgefiihrt werden miissen und somit der gesamte
Losungsprozess beschleunigt wird. Fiir Finite-Differenzen-Methoden liegt die Konstante ¢ ibli-
cherweise im sehr kleinen einstelligen Bereich. Fiir moderne Finite-Elemente-Methoden hoherer
Ordnung, insbesondere fiir die Spektralelemente-Verfahren, gilt dementgegen ¢ ~ h”. Hierbei ent-
spricht p der gewéhlten Ansatzordnung, wobei fiir p Werte im hohen einstelligen Bereich durchaus
iiblich und im niedrigen zweistelligen Bereich ohne Weiteres realisierbar sind. Diese exponentielle
Abhéngigkeit des Fehlers birgt dabei den Vorteil, dass eine vorgegebene Genauigkeit bei Verwen-
dung von deutlich weniger Gitterpunkten bzw. Freiheitsgraden als bei Verwendung von Methoden
niederer Ordnung (z.B. die Finite-Differenzen-Methode) erreicht wird. Die Zahl der tatsdchlich
bendtigten Gitterpunkte ist dabei problemspezifisch und kann somit nicht generell angegeben
werden. Im Folgenden wird jedoch am Beispiel der direkten numerischen Strémungssimulation
dargelegt, welche Grofenordnungen aktuell und in Zukunft zu erwarten sind.

Ausgehend von der dimensionslosen Formulierung der inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen
(2.3) lasst sich die bendtigte Anzahl an Gitterpunkten und damit auch der zu erwartende Be-
rechnungsaufwand sehr gut anhand der gewédhlten Reynoldszahl abschétzen. Hierfiir bedarf es
jedoch zuerst des Verstdndnisses, welche Langen- und Zeitskalen bzgl. der angedachten Simu-
lation tatsdchlich relevant sind und demnach auch numerisch abgebildet bzw. erfasst werden
miissen. Die grofite Langenskala, die beriicksichtigt werden muss, ist die sogenannte Integrale-
Léangenskala (L), diese korreliert hierbei direkt mit der charakteristischen Lénge und betrigt
zumeist ein einfaches Vielfaches L = C'Ly dieser. Die kleinste Langenskala, die beriicksichtigt
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werden muss, ist die sogenannte Kolmogorov-Langenskala (7). Diese Skala resultiert direkt aus
der von Richardson (1922) postulierten Energiekaskade. Die Kaskadentheorie besagt hierbei, dass
eine beliebige turbulente Stromung aus raumlichen Strukturen verschiedener Grofenordnung zu-
sammengesetzt ist. Diese Wirbelstrukturen sind dabei sehr instabil und zerbrechen jeweils in
immer kleinere Wirbelstrukturen (Eddies) bis zu dem Punkt, an dem sémtliche kinetische Ener-
gie (Bewegung) in thermische Energie (Warme) umgewandelt wurde. Ab diesem Punkt entfallt
jedwede raumliche Korrelation der jeweils betrachteten Wirbelstruktur, so dass eine noch fei-
nere rdumliche Auflésung keine zusétzliche Information mehr generieren wiirde. Somit ist an
diesem Punkt der vollstindigen Umwandlung von kinetischer in thermische Energie die kleinste
Langenskala, die Kolmogorov-Skala, erreicht. Die Kolmogorovskala ist hierbei fiir jede turbulente

Stromung identisch und héngt allein von den Eigenschaften des stromenden Fluids ab. Es gilt:

3\1
0= (V_) (2.10)

Die Grofse v bezeichnet hierbei analog zu den Navier-Stokes-Gleichungen die kinematische Vis-
kositit und e die Dissipationsrate. Hierbei kann die Dissipationsrate mit e ~ u3/L, abgeschiitzt
werden. Auch wenn einzelne Studien [156] gezeigt haben, dass die Annahme O(n) fiir die kleins-
te Langenskala als ausreichend angenommen werden kann, sollte die kleinste Gitterweite Az fiir
hochauflésende DNS der Bedingung Ax < n geniigen [3]. Werden beide betrachteten Langenska-
len in Relation gesetzt, zeigt sich folgende_Abhéingigkeit

W

3
L LO uOLO 4
= = =(R . 2.11
n (V3L0/ug)1/4 ( v ) ( eL) ( )

Rejp, bezeichnet hierbei die auf die charakteristische Lange Ly bezogene Reynoldszahl. Eine erste,
grobe Ubersicht zu alternativen Ausprigungen der Reynoldszahl, wie diese zum Beispiel im
Fall von Rey (auf die Tylor-Skala bezogen) gegeben ist, findet sich beispielsweise in dem Werk
von Pope [122]|. Die Gleichung (2.11) zeigt deutlich, je hoher die Reynoldszahl gewédhlt wird,
desto grofer féllt auch das Verhéltnis der Skalen untereinander aus. Dementsprechend miissen
bei héheren Reynoldszahlen auch deutlich mehr Gitterpunkte fiir die rdumliche Diskretisierung
verwendet werden, was wiederum direkt zu einer Erh6hung des Berechnungsaufwandes fiihrt. Im
zweidimensionalen Anwendungsfall skaliert die Gesamtanzahl der benétigten Gitterpunkte mit

O(ReGL/4) und im dreidimensionalen Fall mit O(R69L4).

Ahnliche Abschiitzungen existieren auch fiir die zeitliche Diskretisierung, hierbei beeinflussen vor
allem die Kolmogorov-Zeitskala (siehe [33]) mit

Ty = (5)2 mit 7o ~ (Lo/uo) = (UOLO)2 = (ReL)

N

. (2.12)

€ o (vEofu)? v

und die Courant-Zahl bzw. die CFL-Bedingung (siehe [122])
vEAL 1 A (2.13)

— = t =
Az 20 20V
den, auf die zeitliche Diskretisierung zuriickzufithrenden, Berechnungsaufwand. Die bisher nicht

verwendete Grofe k in Gleichung (2.13) bezeichnet die von der Geschwindigkeit abhéingige tur-
bulente kinetische Energie der Stromung. Den Ausfithrungen von Pope [122] folgend, l4sst sich
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R, Re;, N N3 M N3M CPU Zeit

200 6.000 1.260 2,0 -10° 2,6 -10% 5,2-1013 52 Sekunden

400 24.000 3.360 3,8 -1010 7.4 -10* 2,8-10'° 47 Minuten

800 96.000 9.218 7,8 -10'! 2.1-10° 1,6-10'7 2 Tage
1600 192.000 25.600 1,6 -103 5,9 -10° 9,4-10'8 108 Tage

Tabelle 2.1: Aus Pope [122] (Abschnitt 9.1.2) {ibernommene Ubersicht zur Korrelation bzgl. der
Reynoldszahl, der Anzahl der Unbekannten N,N?3, der Anzahl der Zeitschritte M, der Anzahl
der Berechnungspunkte N3M und der benétigten Berechnungszeit bei Annahme eines Petaflop-
Systems (10° Gleitkommaberechnungen pro Sekunde) und 1000 benétigten Gleitkommaberech-
nungen pro Berechnungspunkt.

daraufhin die Anzahl der Zeitschritte M mit M ~ (Re)*? abschitzen. Die auszugsweise aus [122]
iibernommene Tabelle 2.1 basiert auf den im Vorangegangenen hergeleiteten Abschétzungen und
zeigt beispielhaft anhand ausgewéhlter Reynoldszahlen, welche Gréfsenordnungen hinsichtlich der
Gitterpunkt-und Zeitschrittanzahl als auch fiir die Berechnungszeit zu erwarten sind. Die Ab-
schétzung fiir die Berechnungszeit beruht hierbei auf der Annahme, dass fiir jeden Berechnungs-
punkt N3M jeweils 10° Berechnungen pro Zeitschritt benétigt werden. Anders als im Original
wurde die Peakperformance von einem Giga- auf ein Petaflop erhéht und somit an die Fahigkeiten
heutiger HPC-Systeme angepasst. Auch wenn die Berechnungszeit im Vergleich zur Originalta-
belle heute im Bereich des tatsidchlich Machbaren liegt, zeigt sich dennoch, dass fiir praktisch
relevante Reynoldszahlen die Zahl der benétigten Gitterpunkte und damit auch die Zahl der zu
16senden Unbekannten im Billionenbereich liegt. Das heiftt, fiir die direkte numerische Simulati-
on der inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen bzgl. praktisch relevanter Problemstellungen,
werden Losungsansitze benotigt, die sehr effizient die aus der Helmholtz- und Poisson-Gleichung
abgeleiteten Gleichungssysteme mit mehr als einer Billionen Unbekannten 16sen kénnen.

Die direkte numerische Simulation praktisch relevanter Problemstellungen erfordert jedoch weit
mehr als nur die hinreichend genaue Auflésung aller Skalen. Insbesondere die detaillierte Frfas-
sung und Abbildung komplexer Geometrien und auch die variable Anpassung der Gitterstruktur
(Adaption) an réaumliche und zeitliche Besonderheiten spielen eine ebenso grofse Rolle bei der
Losungsfindung. Da jedoch jeder dieser Teilaspekte ein Forschungsfeld fiir sich darstellt, werden
diese im Rahmen der vorliegenden Arbeit nicht weiter ausgefiihrt. Dennoch sei darauf hingewie-
sen, dass wihrend der Konzeption des in dieser Arbeit vorgestellten Losungsansatzes immer auch
die Eignung hinsichtlich der flexiblen Handhabung komplexer Geometrien und der raumlichen
Adaption beriicksichtigt wurde. Beleg dafiir ist zum einen die verwendete, im folgenden Kapi-
tel ndher erlduterte, rdumliche Diskretisierung (Sprektralelemente-Methode - flexible Geometrie)
und die in Kombination mit den Octree-Verfahren [136] andiskutierte, native Erweiterung des
verwendeten Mehrgitteransatzes 3.3 (rdumliche Adaption).

Der vorangegangene Teil des Abschnitts erweckt den Eindruck, dass Methoden héherer Ordnung
auf Grund des deutlich besseren, exponentiellen Konvergenzverhaltens per se den effizienteren
Losungsansatz im Rahmen numerischer Simulationen darstellen. Dieser Eindruck tduscht, denn
auch wenn die Gesamtanzahl der Losungsiterationen im Vergleich deutlich kleiner ausfillt, ist
der Berechnungsaufwand innerhalb einer dieser Iteration zumeist deutlich grofser als bei den
Methoden niederer Ordnung, was wiederum in einer deutlich ldngeren Gesamtlaufzeit miindet.
Um hier einen fairen Vergleich durchfiithren zu kénnen, bedarf es einer validen Metrik, welche im
Folgenden kurz erlautert wird.

Um unterschiedliche Algorithmen miteinander vergleichen zu kénnen, ist es hilfreich, deren Res-
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2 Numerische Simulation physikalischer Prozesse

sourcenbedarf zu ermitteln. Je nach Anforderung werden hierfiir in der Praxis meist nur deren
Speicherbedarf oder die zur Losung spezifischer Probleme bendtigte Rechenzeit gemessen. Die
Messung dieser Werte ist dabei jedoch stark von der Giite der jeweiligen Implementierung ab-
héngig und fiir allgemeingiiltige Vergleiche ungeeignet. Deshalb wird in der vorliegenden Arbeit
zusétzlich die Anzahl der theoretisch bendtigten Rechenschritte abgeschétzt. Diese, auch als Zeit-
komplexitét bezeichnete Metrik, ist ein Mafs fiir das Zeitverhalten eines beliebigen Algorithmus
unter Verwendung einer beliebig grofsen Eingabemenge und wird mit Hilfe des Landau-Symbols
O() |13] angegeben. Um Verwechslungen mit anderen Interpretationen zu vermeiden, wird diese
Art der Komplexitét fiir den Rest der Arbeit als numerische Komplexitat bezeichnet.

Im vorliegenden Anwendungsfall hdngt die Eingabemenge des Algorithmus direkt von der Fein-
heit des zur Diskretisierung der Helmholtz-Gleichung [162] verwendeten Gitters und damit von
der Anzahl der Gitterpunkte N ab. Die bestmoglich erreichbare und damit optimale numerische
Komplexitét ist die lineare Komplexitét, das heifft, der Berechnungsaufwand wachst proportio-
nal zur Anzahl der Gitterpunkte und betriagt O(N). Um den tatsichlichen Berechnungsaufwand
zu bestimmen, miissen alle anfallenden Rechenoperationen, das heifst alle Additionen, Subtrak-
tionen, Multiplikationen und Divisionen, gezdhlt werden. Da heutzutage die, seit Beginn der
neunziger Jahre [110] weiterentwickelte, Technik der kombinierten Addition und Multiplikation
(Fused-Multiply-Add) nahezu in jeder CPU verwirklicht ist [124], reduziert sich die Menge der
zu betrachtenden Operationen auf die Anzahl der Multiplikationen und Divisionen.

Ist die numerische Komplexitét eines konkreten Algorithmus initial bestimmt, bietet diese zum
einen die Moglichkeit des Vergleichs mit anderen Algorithmen und zusétzlich die Moglichkeit, die
Giite der jeweils vorliegenden Implementierung zu testen. Wird zum Beispiel die Eingabemenge
eines O(N) Algorithmus verdoppelt, darf sich die Laufzeit von dessen Implementierung ebenfalls
nur verdoppeln. Fillt die Anderung deutlich gréfer aus, ohne dass dabei die genutzte Speicher-
hierarchie iiberlastet wurde, ist dies ein eindeutiges Zeichen dafiir, die getestete Implementierung
zu optimieren oder gar zu verwerfen.

Abschliefsend ldsst sich sagen, dass ein Losungsansatz nur dann wirklich effizient ist, wenn dieser
die in diesem Abschnitt diskutierten Eigenschaften besitzt: hohe Konvergenzgeschwindigkeit,
optimale numerische Komplexitit, minimaler Speicherbedarf und eine hohe parallele Effizienz.
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In diesem Kapitel werden die grundlegenden Komponenten des in dieser Dissertation vorgestell-
ten Losungsansatzes erortert. Aufgrund der bereits sehr zahlreich zu den einzelnen Komponenten
vorhandenen Literatur beschrénkt sich deren Darstellung auf den, fiir das eigentliche Versténd-
nis, wesentlichen Teil. Der folgende Abschnitt erldutert die zur rdumlichen Diskretisierung der in
Kapitel 2 identifizierten Differentialgleichungen eingesetzte Spektralelemente-Methode. Danach
wird in Abschnitt 3.2 die, im Rahmen spektraler Methoden einsetzbare, statische Kondensation
vorgestellt. Abschliefsend wird in Abschnitt 3.3 das sogenannte geometrische Mehrgitterverfah-
ren, welches eines der effizientesten Verfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme darstellt,
eingefiihrt. Der Fokus liegt hierbei insbesondere auf dessen p-Version, da diese insbesondere fiir
die Anwendung von Spektralelemente-Methoden im Mehrgitterkontext geeignet ist.

3.1 Spektralelemente-Methode

Die in Kapitel 2 motivierten Anforderungen bzgl. der rdumlichen Diskretisierung der stromungs-
mechanischen Gleichungen werden nicht von den etablierten Standardverfahren abgedeckt. We-
der die Finite-Differenzen-Methode (FDM) [63| noch die Finite-Elemente-Methode (FEM) [161]
erlauben eine hochgenaue Losung der Modellgleichungen unter zeitgleicher Verwendung kom-
plexer Geometrien. Dieser Aspekt bildet die grundlegende Motivation fiir die Entwicklung der
Spektralelemente-Methode (SEM), in der sich die geometrische Flexibilitit der FEM und die
Genauigkeit von Spektral-Methoden [25] vereinen.

Die Verwendung von orthogonalen Ansatzfunktionen (Spektral-Methode) in Kombination mit
einer auf finiten Elementen (FEM) basierenden Gebietszerlegung erméglicht eine simultane h-
und p-Konvergenz. Das bedeutet, dass die Giite der numerischen Néaherungslosung zeitgleich
durch Variation der Gitterfeinheit A und der Ansatzordnung p verbessert werden kann. Abge-
sehen von der spezifischen Wahl der Ansatzfunktionen entspricht dieser Ansatz exakt dem der
sogenannten, von Babuska et al. [10, 11, 12] entwickelten, hp-FEM-Methode. Aufbauend auf
dieser Analogie fiihrten Karniadakis & Sherwin [90]| die prazisere Bezeichnung der Spektral/hp-
Elemente-Methode ein. Dementsprechend handelt es sich bei der im Rahmen dieser Dissertation
verwendeten SEM um eine hp—FEM mit speziell gewédhlten Ansatz- und Testfunktionen.

Aufgrund der Vielzahl detaillierter Schilderungen der Funktionsweise der SEM wird in dieser
Arbeit auf eine wiederholte Darstellung aller Details verzichtet und stattdessen auf die Arbei-
ten von Karniadakis & Sherwin [90] als auch Fladrich [51] verwiesen. Erstere dient hierbei als
Kompendium sémtlicher theoretischer Grundlagen. Letztere liefert einen kompakten theoreti-
schen Uberblick der Methode und belegt anhand eines umfassenden Uberblicks (Abschnitt 1.4)
bestehender, weltweit eingesetzter Implementierungen (Deal II [8], UG-Toolbox [18], SEMTEX
[21], NEK5000 [49], Dune [22], SEAM [66], PRISM [70], NEKTAR [137]) deren Eignung in der
praktischen Nutzung.

Der NEK5000 Code ist hierbei von besonderem Interesse, da dessen Anwendung auf Systeme
mit hunderttausenden Prozessen ausgerichtet ist. Am konkreten Beispiel [91] einer Berechnung
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mit 7,1 Milliarden Gitterpunkten, konnte auf einem Blue Gene/P System [84] des Jiilich Super-
computing Centers [85] eine starke Skalierung (engl. strong scaling) mit einer parallelen Effizienz
von ca. 71% erzielt werden. Die Berechnung wurde hierfiir ausgehend von 32.786 auf 262.144
Rechenkerne skaliert. Dabei wurde die Problemgrofe, anders als bei der schwachen Skalierung
(engl. weak scaling), nicht variiert. Fiir dieses beachtliche Ergebnis sind insbesondere die verwen-
dete, auf Hexaeder-Elementen basierende, Spektralelemente-Methode und das zur Lésung der in
jedem Zeitschritt auftretenden Poisson- bzw. Helmholtz-Gleichungen eingesetzte Losungsverfah-
ren verantwortlich. Fiir letzteres wird ein vorkonditioniertes Konjugierte-Gradienten-Verfahren
[138] eingesetzt, wobei ein hocheffizientes Mehrgitterverfahren mit ,overlapping Schwarz‘ Glatter
zur Vorkondensation verwendet wird. Dieser von Lottes & Fischer [101] entwickelte Ansatz dient
der vorliegenden Arbeit als Referenz und wird im Kapitel 4 und in der Zusammenfassung der
Ergebnisse (Abschnitt 6.3.3) mit dem eigens entwickelten Ansatz verglichen.

Im folgenden Abschnitt werden die fiir das allgemeine Verstédndnis notwendigen Grundlagen als
auch die Anwendung der SEM auf die Helmholtz- bzw. Poisson-Gleichung erlédutert. Die Herlei-
tung erfolgt hierbei so weit nicht anders angegeben im eindimensionalen Raum. Im Anschluss
werden in Abschnitt 3.1.2 die bei der Diskretisierung dieser Gleichungen eingesetzten Test- und
Ansatzfunktionen spezifiziert und abschlieffend die Struktur des somit erzeugten linearen Glei-
chungssystems analysiert.

3.1.1 Grundlagen

Die Grundidee der Spektralelemente-Methode beruht auf dem Ansatz, die exakte Losung u einer
linearen Differentialgleichung, beispielsweise

ou  Ou % _
E(U)ZE-FOZ%—V@ZOHIEI‘GQ, (3.1)

durch eine hinreichend genaue Approximation der Form

N
u’ (1) = uo(w, ) + ;ﬁi(t)cbi(ar) (3.2)

zu ersetzen. Hierbei bezeichnet ¢;(z) die sogenannten Ansatzfunktionen und 4;(t) die N un-
bekannten, auch Freiheitsgrade genannten Ansatzkoeffizienten. Der Term wug(x,t) erlaubt die
Behandlung méglicher bestehender Anfangs- bzw. Randbedingungen. Da bereits in Abschnitt
2 darauf hingewiesen wurde, dass die Zeitdiskretisierung der Modellgleichungen keinen Schwer-
punkt dieser Arbeit darstellt, wird das bisher geschilderte Modellproblem als zeitunabhéngig
bzw. stationdr angesehen. Somit ergibt sich fiir die Gleichung (3.2) die folgende Darstellung

N
wd(x) = up(z) + Y i (). (3.3)
i=1
Eingesetzt in Gleichung (3.1), die Abhéngigkeit von x sei hier vernachléssigt, ergibt dies

L(ud) # 0, (3.4)
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Testfunktion Methodenbezeichnung

vi(x) =0(x - x;) Kollokation [4g)
1 inside €2

vj(z) = {0 i)rlllstlsiile 0 Finite-Volumen-Methode (FVM) 4¢)
vi(x) = gTZ Methode der kleinsten Quadrate |23
vj(x) =27 Momentenmethode |45
vj(z) = ¢, Galerkin (Bubnov-Galerkin) (52, oq]
vi(x) =i (# @) Petrov-Galerkin [52, gq]

Tabelle 3.1: Aus Karniadakis & Sherwin [90] (Abschnitt 2.1) {ibernommene Ubersicht der in
der Methode der gewichteten Residuen verwendeten Testfunktionen und deren Benennung.

so dass
L’) £ R(P). (3.5)

‘R bezeichnet hierbei das von Null verschiedene Residuum. Da es nicht moglich ist, die Koeffizien-
ten 4; in Gleichung (3.3) eindeutig zu bestimmen, bedarf es eines Ansatzes, welcher ein Optimum
unter den bestehenden Moglichkeiten identifiziert. Hierbei kommt die sogenannte ,Methode der
gewichteten Residuen® [48] zum Einsatz. Das Ziel dieser Methode ist es, anstatt des Residuums
selbst, einen gewichteten Mittelwert des Residuums

[vj(a:)R A= (v;,R)=0 ¥j=1,.. N (3.6)
Q

auf Null zu setzen. Die Verwendung der Gewichts- bzw. Testfunktionen v;(z) ermdglicht die
Uberfithrung der Gleichung (3.6) in ein lineares Gleichungssystem der Art

Hu-=f (3.7)

und ermoglicht somit die Berechnung der Koeffizienten u;. Abhéngig von der geeigneten Wahl
der Test- und der in Abschnitt (3.2) néher beschriebenen Ansatzfunktionen konvergiert das Re-
siduum gegen Null und damit u® gegen die exakte Losung. In der einschlégigen Literatur werden
mehrere Varianten dieser Methode aufgefiihrt, diese werden dabei anhand der jeweils eingesetz-
ten Testfunktion v; unterschieden. Die von Karniadakis & Sherwin [90] ibernommene Tabelle
3.1 bietet eine kompakte Ubersicht bzgl. der am hiufigsten verwendeten Variationen. Im Rah-
men dieser Dissertation wird einzig das Galerkin-Verfahren angewendet, d.h. die Testfunktionen
werden mit den verwendeten Ansatzfunktionen v;(z) = ¢; gleichgesetzt

f¢j(m)R(u5) aN=0 Vj=1,...,N. (3.8)
Q

In der bisherigen Darstellung (3.8) sind die approximierte Losung und die zu wéhlenden Ansatz-
funktionen global in €2 definiert. Das verhindert jedoch die Behandlung komplexer Geometrien
oder aber die Verwendung einer lokal variierenden Approximationsgenauigkeit, wie diese etwa
bei der Simulation von Erstarrungsfronten sinnvoll ist. Um dem entgegenzuwirken, wird das
Rechengebiet 2 analog zur Finite-Elemente-Methode in kleinere Elemente (2. unterteilt, es gilt
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(a) 2D Gitterelemente (b) 3D Gitterelemente

Abbildung 3.1: Darstellung der verwendeten Gitterelemente. Im zweidimensionalen Anwen-
dungsfall werden Rechtecke und im dreidimensionalen Fall Hexaeder eingesetzt.

Ne Ne
Q=Y mit [Q=2 und N,= ng (3.9)
e=1 e=1

Hierbei bezeichnet N, die Gesamtanzahl der verwendeten Elemente und n. die Elemente die
jeweils pro Raumrichtung im d-dimensionalen Raum verwendet werden. Die tatsichliche Anzahl
N, und Form der Teilelemente €2, wird hierbei {iber ein sogenanntes Gitter, dessen Gitterpunkte
die Rénder der einzelnen Elemente begrenzen, definiert. Dabei besitzt die Verteilung der Gitter-
punkte einen grofen Einfluss auf die Giite der Approximation selbst. Die Wahl eines effizienten
und effektiven Gitters beruht auf einer Vielzahl von Abwégungen, die etwa dessen Dimensio-
nalitdt, Topologie oder Verdnderlichkeit betreffen, und stellt somit bereits fiir sich allein eine
duberst komplexe Aufgabe dar, welche im Rahmen dieser Arbeit nicht im Detail erldutert wird.
Der interessierte Leser findet jedoch in [134] einen allgemeinen Uberblick zur Thematik. Abbil-
dung 3.1 skizziert die in dieser Arbeit im zwei- (links) bzw. dreidimensionalen Anwendungsfall
(rechts) verwendeten Gitter. Es handelt sich jeweils um ein strukturiertes, nicht adaptives, kar-
tesisches Gitter, dessen Elemente Rechtecke (2D) oder Hexaeder (3D) sind. Ausschlaggebend
fiir die Wahl dieses Gittertyps ist die hohe zu erwartende Performance der zugrunde liegenden
Berechnungen (Kompaktheit der Operatoren), deren native Parallelisierbarkeit und deren ein-
fache Handhabbarkeit, welche besonders bei der Entwicklung einer neuen Methode eine grofie
Relevanz besitzt. Die Einschrinkung auf einen nicht adaptiven Gitteransatz resultiert hierbei
allein aus der begrenzt zur Verfiigung stehenden Bearbeitungszeit und nicht aus der Methode
selbst. Insbesondere durch die Verwendung des spéter in Abschnitt 3.3 beschriebenen Mehrgit-
teransatzes ist die in dieser Arbeit entwickelte Losungsmethode bereits auf die Erweiterung bzgl.
adaptiver Anséitze ausgelegt. Fiir die tatsédchliche Realisierung der Adaption eignet sich besonders
das Octree-Verfahren [136], da dieses bereits sehr effizient in Verbindung mit Spektralelemente
basierten Mehrgittermethoden eingesetzt wird.

Unter Vernachléssigung des Terms ug(z) in Gleichung (3.2), welcher die Einhaltung bestehender
Dirichlet-Randbedingungen sicherstellt, ergibt sich die auf den lokalen Beitrdgen der Elemente
Q. beruhende Darstellung der approximierten Losung

N Ne pe
wt(e) = Yiabi(@) = 35 33 0561(2), (3.10)
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Hierbei bezeichnet ¢¢ die im jeweiligen Element verwendeten Ansatzfunktionen und p. deren
Ansatzordnung. Durch die Einfiihrung des Standardelementes

Qo ={¢]-1<¢<1} (3.11)

und der Forderung, dass alle Ansatzfunktionen unabhéingig vom gewéhlten Element die gleiche
Ansatzordnung p verwenden, vereinfacht sich Gleichung (3.10) zu

Ne p T = To_1/y
()= 3 S o () mit se<x>=2(—/)—1. (312

e=1r=0 $€+1/2 - 336_1/2

Die Abbildung &.(x) entspricht hierbei einer linearen Koordinatentransformation der lokalen
Elementkoordinate x auf die Standardelementkoordinate £. Somit hat diese Darstellung den
Vorteil, dass alle verwendeten Ansatzfunktionen allein auf dem Standardintervall beschrieben
werden miissen. Anwendung von Gleichung (3.12) auf Gleichung (3.8) liefert die Standardelement-
bezogene Darstellung des Ausgangsproblems

N, Ne
[ os@Rr@y a0= ) [ 6aRw) a0, = ) /1 G (OR() Ay =0, (313)
Q e=]1-1

e=1Q

Dieses Problem kann unter Verwendung des sogenannten Assemblierungsoperators A, analog
zum Vorgehen auf dem globalen Gitter, in ein lineares Gleichungssystem der Art

AH.u, = AL, (3.14)

iiberfithrt werden. Fine Auswertung des auf lokalen Elementbeitragen basierenden Gleichungs-
systems (3.14) benétigt hierbei im d-dimensionalen Anwendungsfall O(N,.p??) Rechenoperatio-
nen. Die Auswertung auf Basis der globalen Formulierung (3.7) benotigt hingegen O(ngm)
Operationen. Damit ergibt sich eine deutliche Reduktion des Rechenaufwandes, welche mehrere
Grofenordnungen umfasst.

3.1.2 Gewahlte Ansatzfunktionen und Stiitzstellen

Typischerweise werden im Rahmen der Galerkin-Approximation polynomiale Ansatzfunktionen
verwendet. Die verbreitetsten Ansdtze sind Monome, Legendre- und Lagrange-Polynome de-
ren Eigenschaften bereits hinreichend oft in der einschlégigen Literatur beschrieben sind [1]. Es
sei darauf hingewiesen, dass bei identischer Ansatzordnung p, unabhéngig vom gewihlten Po-
lynomsatz, immer die gleiche Approximationslésung u°(z) erzeugt wird. Dies folgt direkt aus
der Eindeutigkeit der Galerkin-Approximation (siehe [90], Abschnitt 2.2.4). Einzig die den un-
terschiedlichen Basen zugehérigen Eigenschaften, wie etwa Othogonalitdt, Handhabbarkeit und
Kondition des resultierenden algebraischen Systems, rechtfertigen den bevorzugten Einsatz be-
stimmter Polynombasen.

In der vorliegenden Arbeit werden ausschlieflich Lagrange-Polynome als Ansatzfunktionen ver-
wendet. Im Folgenden werden zunéchst deren grundlegende Eigenschaften im eindimensionalen
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(a) Lagrange-Polynome, konstruiert auf (b) Lagrange-Polynome, konstruiert auf
dquidistanten Stiitzstellen Gauss-Legendre-Lobatto Quadraturpunkten

Abbildung 3.2: Darstellung verschiedener Lagrange-Polynome (7.) vom Grad p = 4 iiber dem
Standardintervall Z = [-1, 1]. Einzig die GLL-basierten Lagrange-Polynome (rechts) werden zur
Erzeugung der benétigten Ansatzfunktion (¢.) eingesetzt.

Anwendungsfall beschrieben. Die dimensionsunabhéngige Giiltigkeit dieser Eigenschaften wird
spater am Ende dieses Abschnitts in Verbindung mit dem dort beschriebenen Tensorproduktan-
satz verdeutlicht. Fiir beliebige Lagrange-Polynome gilt

ot omo o= ] (ﬁ_x) (3.15)

s=0, szr \Lr — Ts

Gemaf dieser Definition wird jede Lagrange-Basis durch die Wahl von p + 1 beliebigen Stiitz-
stellen eindeutig definiert. Jede Basis besteht somit aus (p + 1) Polynomen, deren Ansatzord-
nung bzw. Polynomgrad p ist. Abbildung 3.2 zeigt zwei Beispiele fiir auf dem Standardintervall
Z =[-1,1] definierte Lagrange-Polynome vom Grad p = 4. Die Gestalt und damit einhergehend
die numerische Qualitdt der einzelnen Polynome héngen hierbei mafsgeblich von den bei deren
Konstruktion verwendeten Stiitzstellen x, ab. Die Stiitzstellen der links abgebildeten Polynome
entsprechen einer dquidistanten und die der rechts abgebildeten Polynome einer zu den Gauss-
Legendre-Lobatto-Quadraturpunkten (GLL) identischen Verteilung. Die erstgenannte Verteilung
fiihrt hierbei zu Polynomen, die am Rand des Gebietes zum Uberschwingen neigen. Dieser Effekt
verstarkt sich mit steigendem Polynomgrad erheblich, was sich wiederum nachteilig auf die Ap-
proximationseigenschaften bei der Verwendung als Ansatzfunktion auswirkt. Im Gegensatz dazu,
sind die in 3.2b gezeigten Lagrange-GLL-Polynome, unabhingig vom gewéhlten Polynomgrad,
tiber dem Standardintervall beschrankt [45]. Das wiederum garantiert eine hinreichend gute Kon-
dition des aus deren Anwendung resultierenden algebraischen Systems (Gleichung 3.7 bzw. 3.14).
Eine weitere niitzliche Eigenschaft der Lagrange-Polynome ldsst sich direkt aus deren Definition
(3.15) ableiten. Werden die Stiitzstellen selbst in die Definition eingesetzt,

P x
7'(‘,,.('%'7,) = H (/77%) = 1
5=0, s#r Lp="T5
, (3.16)
s — X3 T5— X
me) = 2] ( : ) -0
Tr = Ts 520, ser,s \Lr ~ Ts
folgt daraus direkt die sogenannte Interpolationseigenschaft der Lagrange-Basis
m(xs) = Ors. (3.17)
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Wird diese Eigenschaft auf Gleichung (3.12) angewendet

p p P
Ua(xs) = Z(:)ar¢r(§($s)) = Z(:)ar¢r(§s) = Z(:)ﬂrérs = s, (3'18)

ergibt sich die Aquivalenz der Ansatzkoeffizienten @ und der approximierten Losung u’ an den
Stiitzstellen (engl. nodes) zs. Ansatzfunktionen, die die Interpolationseigenschaft besitzen, wer-
den, der englischen Bezeichnung folgend, allgemein als nodale, und Funktionen, denen diese
Eigenschaft fehlt, als modale Basis bezeichnet. Sofern Funktionswerte der Ndherungslosung an
bestimmten Stellen im Element ben&tigt werden (siehe Gleichung (3.27)), besitzen nodale Basen
gegeniiber den modalen Basen einen deutlichen, teilweise mehrere Grofsenordnungen umfassenden
Vorteil bzgl. der bendtigten Anzahl an Rechenoperationen.

Ein weiteres Resultat der Interpolationseigenschaft ist die optimale Rand-/Innentrennung der
Lagrange-Polynome. Das heifit, es existiert am Rand des Standardelementes jeweils nur eine
Lagrange-Funktion, die nicht den Wert Null besitzt (sieche Abbildung 3.2 bei £ = -1 bzw. £ = 1).
Somit sind benachbarte Elemente untereinander nur iiber einen, den direkt auf dem Rand de-
finierten, Ansatzkoeffizienten gekoppelt. Abhéngig von der betrachteten Raumdimension erhéht
sich dessen Vielfachheit auf maximal 2¢ Koeffizienten. Dieser Wert hingt dabei von der betrach-
teten Kontaktregion (Ecke, Kante, Flache) ab. Aufgrund dieser minimalen Verschrankung ist
die Assemblierung der Elementoperatoren in Gleichung (3.14) mit minimalem Aufwand bzgl.
Logistik und Berechnung durchfiihrbar.

Trotz der vielen Vorteile der gewéhlten Lagrange-GLL-Polynome sei hier auch deren offensicht-
licher Nachteil erwéhnt. Anders als dies bei den Monomen bzw. Legendre-Polynomen der Fall
ist, gehoren die Lagrange-Polynome nicht zu den hierarchischen Polynombasen. Das bedeutet,
sobald sich der bendétigte Polynomgrad &dndert, miissen alle Polynome und somit auch die auf
diesen aufbauenden Operatoren (H,) neu berechnet werden. Da das im Rahmen dieser Arbeit be-
schriebene Verfahren nur eine sehr begrenzte Anzahl unterschiedlicher Ansatzordnungen bendtigt
(siehe Abschnitt 4.2), reduziert sich der beschriebene Mehraufwand jedoch auf ein Minimum. Zu-
satzlich ist festzustellen, dass alle notwendigen Berechnungen im Préprozessing stattfinden und
diese somit auf die Dauer der eigentlichen Berechnung keinen Einfluss haben.

Beziiglich der Anwendung der bisher beschriebenen Lagrange-Polynome auf zwei bzw. drei Raum-
dimensionen wird der sogenannte Tensorproduktansatz [102] verwendet. Es sei {m;(§)}}", eine
GLL-Lagrange-Polynombasis der Ordnung p; auf dem Standardintervall Z. Dann ist

{vq(&;m)} = {mi(§)m;(n)} (3.19)

eine daraus generierte Tensorproduktbasis im Standardviereck Z? bzw.

{t0q(&m, O} = {mi(E)m;(m)mr(€) } (3.20)

eine Tensorproduktbasis im Standardhexaeder Z3. Ohne Bedingung der Allgemeinheit wird im
Folgenden fiir alle Polynome die gleiche Ansatzordnung p vorausgesetzt. Abbildung 3.3 (rechts)
zeigt jeweils ein zweidimensionales Tensorprodukt der Form 1) = o (), () fiir die Ansatzord-
nung p = 4 (Abbildung 3.3b) und p = 8 (Abbildung 3.3d). Die farbig markierten Pfade entspre-

chen dabei exakt der Form der jeweils links dargestellten eindimensionalen Polynome 7 (rot)
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Abbildung 3.3: Gegeniiberstellung eindimensionaler GLL-Polynombasen (links) der Ansatz-
ordnung p = 4 (a) bzw. p = 8 (¢) mit einer jeweils aus diesen gebildeten zweidimensionalen
Tensorproduktbasis (rechts). Aus Griinden der Ubersicht ist jeweils nur das Polynom v = TOTpfo
dargestellt. Die farbig markierten Pfade entsprechen exakt der eindimensionalen Darstellung. Die
Konstruktion dreidimensionaler Polynome erfolgt analog zum zweidimensionalen Fall.

und 7, (blau). Wird die Tensorprodukt-Darstellung aus Gleichung (3.19) bzw. (3.20) auf Glei-
chung (3.12) angewendet, ergibt dies die approximierte Losung u®(x,y) fiir den zwei-

Ne p p
u(@,y) = >33 i ()i (ne(y))

e=1i=05=0

bzw. u®(x,y,z) fiir den dreidimensionalen Anwendungsfall

p

M=

w’(2,y,2) =

i{:}kng)ﬂfjkﬂ'i(ge(iﬂ))ﬂ‘j(ne(y))ﬂ-k(ge(z)).

e=1i=0
Diese Art der mehrdimensionalen Approximation besitzt zwei entscheidende Vorteile. Zum einen
reduziert sich die Anzahl der fiir die Bereitstellung der Approximation benétigten Rechenopera-
tionen im zweidimensionalen von p* auf p? bzw. von p® auf p* im dreidimensionalen Anwendungs-
fall. Zum anderen besteht so die Moglichkeit, den Helmholtz-Operator, allein unter Zuhilfenahme
von eindimensionalen Komponenten, effizient zu faktorisieren. Die hierbei eingesetzte Technik der
Summenfaktorisierung wurde erstmals von Orszag [115] angewandt und ist mafgeblich fiir die
hohe Effizienz der SEM verantwortlich [90].
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3.1.3 Struktur des linearen Operators

Die Anwendung der SEM auf die im Kapitel 2 als essentiell dargestellte Helmholtz-Gleichung
~Viu+u=f (3.21)

mit A > 0 (der Fall A <0 sei explizit ausgeschlossen) fithrt unter Verwendung von Rechteck- (2D)
bzw. Hexaeder-Elementen (3D) zu folgendem linearen Gleichungssystem [41, 90|

Hu-=f. (3.22)

In dieser Gleichung représentiert u die gesuchte Losung und f die rechte Seite. Der sogenannte
Helmholtz-Operator H entspricht der Summe aus Steifigkeitsmatrix L und der mit A multipli-
zierten Massenmatrix M,

H=L+\M. (3.23)

Da die Steifigkeits- und die Massenmatrix jeweils aus einzelnen Elementmatrizen zusammenge-
setzt (assembliert) sind, lasst sich Gleichung (3.23) wie folgt umformen

H = AH, = A(L. + \M,). (3.24)

Hierbei bezeichnet A den sogenannten Assemblierungsoperator. Wird zusétzlich die Tensorpro-
duktstruktur der verwendeten Basisfunktionen (Abschnitt 3.1.1) ausgenutzt, kénnen die ein-
zelnen Elementmatrizen faktorisiert und somit in deren eindimensionale Komponenten zerlegt
werden. Gleichung (3.25) zeigt das Ergebnis fiir den zweidimensionalen

L?’=rL,e M, +M,®L,, M2 =M, M,, (3.25)
und Gleichung (3.26) das Ergebnis fiir den dreidimensionalen Anwendungsfall
L =L.eMy®@M,+M.,®L,® M, + M, ® M,®L,, M>®=M,®M,®M,. (3.26)

Die Matrizen L., . sowie M, , . reprasentieren in beiden Gleichungen die jeweils eindimen-
sionalen Steifigkeits- und Massematrizen, welche iiber einzelne Tensorprodukte ® miteinander
verkniipft sind. Der Inhalt und die Struktur der Masse- als auch Steifigkeitsmatrix hangt hierbei
direkt von den tatsdchlich eingesetzten Ansatzfunktionen (Abschnitt 3.1.2) ab. Sofern Ansatz-
ordnung und Elementgrofe (A.) fir alle Raumrichtungen identisch gewéhlt werden, gilt

1
p
Lyy.=Ls(§) mit Ly (§)=Ca, f mny A€ = Ca, ) wemi(Eg)m) (&)
=0
- ! (3.27)
wlél]

Ca,

Mo = My(€) mit Mio(6)= 5 [ mim dé=

e_
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Die Konstante Ca_ représentiert hierbei eine von der jeweiligen Elementgrofe abhéngige In-
tegrationskonstante und w; , die von der eingesetzten numerischen Quadratur abhéngigen In-
tegrationsgewichte. Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wird die sogenannte ,Gauss-Lobatto“-
Quadratur [44] eingesetzt. Bei dieser Art der Quadratur entsprechen die Quadraturpunkte exakt
den bei der Konstruktion der Ansatzfunktionen verwendeten Stiitzstellen.

Werden die Gleichungen (3.25, 3.26) jeweils in Gleichung (3.24) eingesetzt, ergibt sich fiir den
elementaren Helmholtz-Operator H, die folgende dimensionsabhéngige Gestalt:

H?’ =L, M, + M, ® L, + \M,, ® M,
(3.28)
HY=L,eM,eM,+M,®L,® M, + M,® M, ® L, + M, ® M, ® M,

Erst diese, bzgl. der im Rahmen dieser Arbeit gewahlten SEM, inhérente Struktur des Helmholtz-
Operators, ermoglicht eine effiziente Anwendung der statischen Kondensation, welche im folgen-
den Abschnitt ndher beschrieben wird.

3.2 Statische Kondensation

Das lineare Gleichungssystem in Gleichung (3.22) kann mit einer Vielzahl von Standardmetho-
den [104], wie etwa dem Konjugierte-Gradienten-Verfahren, gelost werden. Es lassen sich jedoch
deutlich robustere Losungsmethoden konstruieren, wenn vorher die spezifische Struktur des Sys-
tems ausgenutzt wird. Aufgrund des elliptischen Charakters dieses Gleichungssystems ist die
Losung im Inneren bereits durch Kenntnis der Losung auf den Elementrandern eindeutig de-
finiert. Durch den Einsatz nodaler Basen besteht somit die Moglichkeit, die mit den inneren
Knoten korrespondierenden Koeffizienten und damit die Losung selbst, lokal, anhand der Losung
auf dem umgrenzenden Elementrand zu berechnen. Diese Isolation (Rand-Innen-Trennung) der
inneren Koeffizienten eines jeden Elementes ebnet den Weg fiir die Anwendung der statischen
Kondensation (SC), welche eine spezielle Variante des Schurkomplementes darstellt [90].

Der vorausgehenden Uberlegung folgend, lisst sich der globale Losungsvektor u in die Mengen
up (Unbekannte auf den Elementrandern) und uy (Unbekannte im Inneren der Elemente) zerle-
gen (siehe Abbildung 3.4). Dementsprechend ergibt sich fiir die Gleichung (3.22) folgende Form

Hpp Hpr\(us fp
= . 3.29
(HIB HH)(UI) (ff (3.29)

Umformung der zweiten Zeile dieses Systems nach uy ergibt
u; = Hy} (fi - Hipup), (3.30)

wobei HI_I1 eine aus individuellen Elementbeitragen zusammengesetzte blockdiagonale Matrix
mit folgender Gestalt ist

H;} = H;}, . (3.31)
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Abbildung 3.4: Illustration der Rand-Innen-Trennung fiir eine Gauss-Lobatto-Legendre-Basis
der Ordnung 4 im zweidimensionalen Anwendungsfall (dreidimensionaler Fall analog). Volle Krei-
se reprasentieren die Knoten auf den Elementrandern und leere Kreise die inneren Knoten.

Einsetzen von Gleichung (3.30) in Gleichung (3.29) ergibt das, von allen inneren Koeffizienten
entkoppelte, auf die Randlésung reduzierte System

(HBB—HB[HI_IIH[B)UB ZfB—HB]HI_IIfI. (332)

Die oben aufgefiihrte Gleichung (3.32) wird im weiteren Verlauf der Arbeit als das kondensierte
System bezeichnet und der Vereinfachung halber in folgender Form verwendet

Hua-=f. (3.33)

Hierbei bezeichnen H den kondensierten Helmholtz-Operator bzw. das Schurkomplement, f die
kondensierte rechte Seite und i entspricht den Unbekannten auf den Elementrindern. Der direkte
Vorteil der statischen Kondensation beruht auf der Reduktion der Unbekannten um den Faktor p.
Auflerdem kann gezeigt werden, dass die Konditionszahl des kondensierten Helmholtz-Operators
H nicht grofer als die des vollen Systems sein kann [139]. Dariiber hinaus belegen theoretische
Abschiitzungen [31] und numerische Experimente [90], dass die Konditionszahl von H nur linear
mit p wichst. Im Gegensatz dazu skaliert die Kondition von H mit p3.

Der konkrete Nutzen der statischen Kondensation héngt davon ab, ob eine effiziente Methode
zur Berechnung des Schurkomplementes eingesetzt werden kann. Eine detaillierte Analyse der
Gleichungen (3.31, 3.32) offenbart, dass der inverse Elementoperator HA,_I1 die am aufwendigs-
ten zu berechnende Komponente des reduzierten Systems darstellt. Fiir die im vorliegenden Fall
betrachteten reguléren Gitter ist dieser Operator jedoch fiir jedes Element identisch und muss
somit nur ein einziges Mal berechnet werden. Des Weiteren erlaubt die Struktur des Hf} Opera-
tors wiederum die Anwendung der schnellen Diagonalisierung nach Couzy & Deville [39]. Diese
Technik ermdglicht die Berechnung der Inversen in O(p*) bzw. O(p®) Rechenschritten, wenn
zwei bzw. drei Raumdimensionen beriicksichtigt werden.

3.3 Geometrisches Mehrgitterverfahren

Unabhéngig davon, ob strukturausnutzende Ansétze, wie etwa die im vorherigen Kapitel be-
schriebene statische Kondensation, genutzt werden oder nicht, wird fiir die Lésung der, nach
Anwendung der SEM auf die Helmholtz-Gleichung erzeugten, linearen Gleichungssysteme (3.22,
3.33) ein effizientes Verfahren benétigt. Die Effizienz des hierbei eingesetzten Losungsverfahrens
wird dabei mafsgeblich durch dessen numerische Komplexitat und die jeweils zur Losungsfindung
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Losungsverfahren Komplexitit #Iterationen
Gauss Elimination |gy) O(N?) 1
Jacobi Iteration |04 O(N?) > 1
Gauss-Seidel Iteration [1g4) O(N?) > 1
Gauss Elimination (Bandmatrizen) [o4 O(N?) 1
Konjugierte-Gradienten (CG) 79 O(N %) > 1
Schnelle Fourier-Transformation (FFT) (s O(NlogN) 1
Mehrgitterverfahren (MG) (23, 65] O(N) >1
Vollsténdige-Reduktion [;3g) O(N) 1

Tabelle 3.2: An Trottenberg et al. [146] orientierte Gegeniiberstellung der numerischen Kom-
plexitit bzw. der zur Losungsfindung benétigten Iterationszahl gebrauchlicher Gleichungsloser.
Hierbei bezeichnet N die Anzahl der Unbekannten im Gleichungssystem. Alle Verfahren mit
Iterationszahl gleich Eins sind den direkten und alle anderen den iterativen Losungsverfahren
zugehorig. Es ist zu beachten, dass insbesondere die schnelle Fourier-Transformation und die
totale Reduktion nur fiir eine sehr spezielle und somit sehr eingeschriankte Menge von Problemen
eingesetzt werden kénnen.

benoétigte Iterationszahl bestimmt. Tabelle (3.2) listet diese beiden Eigenschaften fiir die ge-
brauchlichsten Losungsverfahren auf. Es zeigt sich, dass allein die zwei letztgenannten Verfahren
eine optimale Komplexitét erreichen. Dabei bendtigt die Vollstdndige-Reduktion im Gegensatz
zum Mehrgitterverfahren nur eine Iteration zur Losungsfindung, ist jedoch zusammen mit der
schnellen Fourier-Transformation nur fiir eine sehr spezielle und somit sehr eingeschrankte Menge
von Problemen einsetzbar. Somit bietet allein das Mehrgitterverfahren (MG) die Méglichkeit, va-
riierende Problemstellungen [146] mit minimalem Aufwand zu 16sen. Da das Verfahren aufgrund
seiner Robustheit gegeniiber Gitterverfeinerungen eine konstante von N unabhéngige Iterations-
zahl im einstelligen bzw. kleinen zweistelligen Bereich aufweist, ist auch dieser Mehraufwand im
Vergleich zur totalen Reduktion vertretbar. Im Folgenden wird die Grundidee des Mehrgitteran-
satzes, ausgehend von einem allgemeinen iterativen Prozess, erlautert.

Jedes iterative Losungsverfahren (siche Verfahren 2, 3, 5 und 7 in Tabelle 3.2) néhert sich mit
steigender Iterationszahl der gesuchten, auch als exakt bezeichneten, Losung u* an. Ausgehend
von der jeweils berechneten Néherungslosung @1 bedeutet dies, dass der Losungsfehler

e=u-u" (3.34)

mit jeder weiteren Iteration verringert wird. Ausgehend von einem hochfrequenten zufallsverteil-
ten Initialfehler lasst sich bei einem Teil der eingesetzten Iterationsverfahren folgende Entwick-
lung beobachten. Bei klassischen Verfahren (z.B. Jacobi, Gauss-Seidel) wird der Fehler bereits
nach wenigen Iterationen sehr glatt, wobei sich jedoch dessen Betrag nur sehr langsam ver-
ringert. Losungsverfahren, die diese Art von Einfluss auf den Losungsfehler besitzen, werden
dementsprechend auch als Glatter bezeichnet und bilden eines der zwei mafigeblichen Prinzipi-
en des Mehrgitteransatzes. Das zweite, auch als Grobgitterkorrektur bekannte, Prinzip beruht
auf dem Sachverhalt, dass eine hinreichend glatte Fehlerverteilung ohne einen nennenswerten
Informationsverlust von einem Gitter mit einer feinen Auflésung auf ein Gitter mit einer grobe-
ren Auflésung transformiert werden kann. Dies hat den Vorteil, dass, nachdem eine hinreichend
glatte Approximation der Losung erzeugt wurde, diese auf ein gréberes Gitter mit bedeutend
weniger Unbekannten transformiert und der Losungsprozess mit deutlich geringerem Aufwand
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Abbildung 3.5: Schematische Darstellung der h- (links) bzw. der p-Verfeinerung/Vergroberung
(rechts) angewendet auf ein aus vier Spektralelementen der Ordnung p = 4 bestehendes Gitter
(mitte). Es sei zu beachten, dass die Elementanzahl e in der Praxis weit aus hoéher ist und
insbesondere e, > e, gilt.

fortgesetzt werden kann. Fiir den eigentlichen Losungsprozess auf dem groben Gitter ist der
Glétter génzlich ungeeignet und es muss ein Verfahren eingesetzt werden, das den Betrag des
Fehlers effektiv und effizient reduziert. Fiir diesen sogenannten Grobgitterloser eignen sich zum
einen Krylov-Unterraum-Verfahren [155] wie etwa das Konjugierte-Gradienten-Verfahren (CG)
oder aber effiziente direkte Ansétze wie die schnelle Fourier-Transformation (FFT) als auch die
Vollstandige-Reduktion. Die rekursive Anwendung des Prinzips der Grobgitterkorrektur fithrt
letztendlich zum eigentlichen Mehrgitteransatz und dessen iterative Anwendung zur Losungsfin-
dung bildet das eigentliche Mehrgitterverfahren. Es ist zu beachten, dass sich eine vollstdndige
Iteration im Mehrgitterkontext deutlich von der klassischen Iteration unterscheidet und im wei-
teren Verlauf der Arbeit zur besseren Unterscheidbarkeit als Zyklus bezeichnet wird.

Aufgrund der Vielzahl unterschiedlicher Auspriagungen der Mehrgittermethode wird im Folgen-
den nur das im weiteren Verlauf der Arbeit verwendete ,,geometrische p-Mehrgitterverfahren
beschrieben. Einen umfassenden Uberblick iiber alle weiteren Auspriagungen gibt insbesondere
die Arbeit von Trottenberg et al. [146]. Anders als beim ,,Algebraischen Mehrgitterverfahren [29]
werden beim geometrischen Mehrgitterverfahren die einzelnen Komponenten (siehe Abbildung
3.7) direkt aus dem zugrunde liegenden Gitter (der Geometrie) abgeleitet. Wird das geometri-
sche Mehrgitterverfahren auf Gleichungssysteme, die aus einer Diskretisierung mit Methoden
hoherer Ordnung resultieren (3.22), angewendet, existieren zwei Varianten das benétigte, grobe-
re Korrekturgitter zu erzeugen (Abbildung 3.5). Erstere basiert auf dem klassischen Ansatz der
h-Verfeinerung, bei welchem die Grofe der Gitterelemente e, selbst verdndert wird. Dies fiihrt
bei Verdoppelung der Gitterweite h zu einem Grobgitter mit vier- (2D) bzw. achtmal (3D) we-
niger Elementen, als dies fiir das feinere Gitter der Fall ist. In der alternativen Variante bleiben
die Elementgrofen unangetastet und es wird stattdessen die innere, durch die Ansatzordnung p
bestimmte, Auflosung der Elemente e, reduziert. Dies fiihrt bei einer Reduktion der Ansatzord-
nung von p auf £ zu einer maximal vier- (2D) bzw. achtmal (3D) gréberen inneren Auflésung wie
auf dem feinen Gitter. Die tatsdchlichen Werte hdngen hierbei stark von der Groéfenordnung von
p ab und fallen insbesondere fiir kleine Polynomgrade deutlich geringer aus. Entsprechend der
jeweils gewdhlten Verfeinerungsstrategie wird die erste Variante als h-Mehrgitter und die zweite
Variante als p-Mehrgitter bezeichnet. Da fiir die Elementanzahl N, der in Verbindung mit Ap-
FEM-Methoden genutzten Gitter typischerweise N, << N, mit 4 < p < 16 gilt, ist die Anzahl der
moglichen Gitterebenen und damit die Reduktion der Unbekannten beim p-Mehrgitter deutlich
starker eingeschrankt, als dies beim h-Mehrgitter der Fall ist. Dies stellt jedoch insofern keinen
Nachteil dar, da das p-Mehrgitterverfahren jederzeit als Vorkonditionierer fiir ein h-Mehrgitter
eingesetzt und somit als Verbesserung eines bestehenden h-Mehrgitterlosers interpretiert werden
kann. Aus Sicht des p-Mehrgitteransatzes bedeutet dies, dass jederzeit ein beliebiges h-Mehrgitter
als Grobgitterloser eingesetzt werden kann. Des Weiteren bietet das p-Mehrgitter, aufgrund der
elementbezogenen Lokalitéat der Verfeinerung, deutlich bessere Voraussetzungen fiir eine effiziente
bzw. skalierende Parallelisierung.
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Abbildung 3.6: Schematische Darstellung von V- (links) und W-Zyklus (rechts) eines beliebi-
gen Mehrgitterverfahrens. Ausgehend von der feinsten Gitterebene (oben) wird aufer auf dem
grobsten Gitter (unten) jeweils eine Glattung durchgefiihrt. Der wiederholte Einsatz des Grob-
gitterlosers im W-Zyklus reduziert die Performance im parallelen Anwendungsfall deutlich [36].

S - Glatter

C - Grobgitterloser

Neben der Art der Verfeinerung wird zusétzlich bzgl. der Reihenfolge der dabei durchlaufenen
Gitterebenen unterschieden. Werden in einem, auf dem feinsten Gitter beginnenden, Zyklus alle
Ebenen jeweils nur einmal zur Berechnung der Grobgitterkorrektur hinzugezogen (Abbildung 3.6
links), wird dieser als V-Zyklus bezeichnet. Ist dies nicht der Fall, liegt ein W-Zyklus vor (Ab-
bildung 3.6 rechts). Aufgrund der haufigeren Verwendung groberer Gitterebenen, welche einer
effizienten Parallelisierung entgegenwirkt [36], wird der W-Zyklus bei allen weiteren Betrachtun-
gen nicht mehr beriicksichtigt.

Das letzte Kriterium zur Klassifizierung von Mehrgitterverfahren leitet sich aus der Art der, von
einer Gitterebene zur néchsten, transformierten Information ab. Wird die approximierte Losung
i1 selbst auf die unterschiedlichen Gitterebenen transformiert, wird von einem Full-Multigrid-
Scheme (FMG) und im Falle der Verwendung des Fehlers e (Gleichung 3.34) vom Korrektur-
schema (engl. Correction-Scheme, CS) gesprochen. Ersteres ist zwingend erforderlich, sollte zu-
sitzlich zur Grobgitterkorrektur eine adaptive Gitterverfeinerung [146] angestrebt werden. Ist
dies nicht der Fall, ist das CS aufgrund seiner weniger komplexen Implementierung und dessen
besserer Performance vorzuziehen. Da die vorliegende Arbeit das Ziel einer moglichst effizienten

Algorithmus 3.3.1: SCHEMATISCHERMEHRGITTERZYKLUS (u, L, v}, v} tol)

vy, < Initialisierung
while ||fL - HLVLH > tol
for [=L to1do

v < S(vy, £, I/i) > Vorglattung (i)
fi1 < RV - Hyv) > Restriktion (ii)
end
vo < C(Hyvy = £y) > Grobgitterloser  (iii)
for [=1to L do
vi < v+ P! (vi1) > Prolongation (iv)
vi < S(vy, £,14) > Nachgliattung (v)
end

return (u< vp)

Abbildung 3.7: V-Zyklus der geometrischen p-Mehrgittermethode mit L Gitterleveln angewen-
det auf ein Spektralelemente-Gitter. Der Algorithmus umfasst einen Glétter S mit v; + 5 von
der Gitterebene ! abhéngigen Relaxationsschritten in der Vor- bzw. Nachglattungsphase, den
Grobgitterloser C und die Transferoperatoren P und R fiir die Prolongation bzw. Restriktion.
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Implementierung verfolgt und zu keiner Zeit den Anspruch erhebt, auch die adaptive Gitterverfei-
nerung zu behandeln, wird das FMG im Folgenden nicht mehr beriicksichtigt. Des Weiteren wird
im restlichen Teil der Arbeit allein die Variante: V-Zyklus, Korrekturschema und geometrisches
p-Mehrgitterverfahren, ohne Bedingung der Allgemeinheit als Mehrgitterverfahren bezeichnet.

Zum besseren Verstdndnis der einzelnen Komponenten des bisher beschriebenen Mehrgitterver-
fahrens ist deren Zusammenwirken in Abbildung 3.7 noch einmal zusammengefasst. Nach der
Initialisierung der Losung u = vy werden v Iterationen des Glétters S (i) auf dem feinsten
Gitter L ausgefiihrt. Eine Glattungsiteration entspricht dabei einer auf das urspriingliche Glei-
chungssystem (3.22) angewendeten Relaxation, bei welcher jeweils nur eine lokale, eingeschriankte
Menge vg von Unbekannten ein Update erfahrt. In Abhéngigkeit der tatsdchlich ausgewahlten
Freiheitsgrade vg lasst sich die Kopplungsmatrix H und damit das Gleichungssystem selbst wie
folgt zerlegen:

0 HSS HST 0 Vs fS
Hv=f = = 3.35
HTS HTT vr fT ( )

Hierbei bezeichnet vy die Menge der fiir die Aktualisierung der Unbekannten vg zwingend er-
forderlichen Freiheitsgrade und H.,. die Bereiche von H die nur Koeffizienten beinhalten, welche
sich auf die Kopplung der betrachteten Teilmengen bezichen. Aus Gleichung 3.35 folgt, dass eine
Gléatteranwendung der exakten Losung von

Hggvs = (fs - Hsrvr)

und damit der Auswertung von

vs = Hg4(fs — Hsrvr). (3.36)

entspricht. Auf die direkte Berechnung der fiir jedes Gitterlevel [ variierenden Inversen Hgé wird
hierbei in der Praxis aus Performancegriinden verzichtet und stattdessen eine geeignete Faktori-
sierungstechnik eingesetzt [61]. Im Anschluss an die Glattung wird das Residuum f;, — Hy vy, auf
das néchst grobere Level [ = L — 1 restringiert (ii) und bildet dort die rechte Seite fj_; der Kor-
rekturgleichung. Diese Prozedur wird so lange wiederholt, bis das grobste Gitter [ = 0 erreicht ist
(iii). Die auf diesem Level erzeugte Losung wird meist direkt berechnet und im Anschluss wieder
auf das néchst feinere Gitterlevel [ =1 prolongiert (iv). Nach Durchfiihrung von s Nachglét-
tungsschritten (v) werden die Arbeitsschritte (iv-v) so lange wiederholt, bis wieder das feinste
Gitter erreicht ist. Es ist zu beachten, dass diese Prozedur so lange durchgefiihrt wird, bis das
Residuum auf dem feinsten Gitter eine vorzugebende Toleranz tol unterschreitet. Die fiir die, in
Punkt (ii) angewandte, Restriktion und die, in Punkt (iv) angewandte, Prolongation bendtig-
ten Operatoren P und R konnen auf vielfdltige Art und Weise bereit gestellt werden. Jedoch
beruhen dabei fast alle Ansétze auf einer Art von Interpolation. Um bestmogliche Ergebnisse
zu erzielen, sollten diese Operatoren dem vorliegenden Gitter und der Struktur des Helmholtz-
Operators speziell angepasst werden (siehe Abschnitt 4.2). Dies gilt insbesondere auch fiir den
einzusetzenden Glatter S.
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4 Das Spektralelemente basierte
Mehrgitterverfahren auf kondensierten
Gittern

Basierend auf den in Kapitel 2 herausgearbeiteten Anforderungen an eine realitdtsnahe, alle
Phénomene der Turbulenz auflésende Strémungssimulation, wird in diesem Kapitel eine hoch
effiziente Methode zur Losung der in jedem Zeitschritt auftretenden Helmholtz-Gleichungen ent-
wickelt. Hierfiir werden die im vorangehenden Kapitel eingefithrten Methoden zum sogenannten
Spektralelement basierten Mehrgitterverfahren auf kondensierten Gittern verschmolzen. Im ers-
ten Abschnitt 4.1 wird der Stand der Forschung zu Spektralelemente basierten Mehrgitterver-
fahren vorgestellt. Das konkrete Design der Methode wird in Abschnitt 4.2 ausfiihrlich dargelegt
und spéter in Abschnitt 4.3 deren optimale Eigenschaften nachgewiesen.

4.1 Stand der Forschung

Mehrgitterverfahren fiir Spektralelemente-Methoden gehen auf die Arbeiten von Rgnquist & Pa-
tera [127]| als auch Maday & Munioz [103] zuriick. Durch den Einsatz einer Jacobi-Relaxation
konnten beide eine Mehrgitterkonvergenz (Reduktion des Fehlers nach einer Glattung auf dem
feinsten Gitter) von p = 0.75 fiir die eindimensionale Helmholtz-Gleichung nachweisen. Im zwei-
dimensionalen Fall verschlechterte sich die Konvergenzrate jedoch mit ansteigendem Polynom-
grad. Dieses Problem loste Heinrichs [68] durch eine Linien-Relaxation und erzielte eine anné-
hernd Polynomgrad unabhingige Konvergenzrate von p ~ 0.4. Lottes und Fischer [101] kombi-
nierten ein p-Mehrgitterverfahren mit Schwarz-Methoden und einem Block-Glattungsansatz. Sie
erzielten fiir die zweidimensionale, mit orthogonal orientierten Tensorprodukten der Ordnung
p =4 bis 16 diskretisierten, Helmholtz-Gleichung einen Mehrgitterkonvergenzfaktor von p »~ 0.2.
Die numerische Komplexitat des Verfahrens ist O(Np), wobei N die Anzahl der Unbekannten
des vollen Systems représentiert. Das Resultat ist in diesem Sinne optimal, da es den Kosten der
Anwendung eines vollen Operators entspricht. Janssen und Kanschat [81] erreichten mit ihrem
vorgestellten Mehrgitterverfahren fiir konforme Finite-Elemente auf lokal verfeinerten Gittern
die gleiche Konvergenzrate wie Lottes & Fischer.

Bei Verwendung von Spektralelement- oder hp-Element-Methoden kann die Anzahl der Unbe-
kannten durch Ausnutzung der spezifischen Struktur des vollen Systems reduziert werden. Ein
spezieller Ansatz ist die von Wilson [154] eingefiihrte und bereits in Kapitel 3.2 nidher beschrie-
bene statische Kondensation, welche auch als spezielle Variante der Schurkomplement-Methode
angesehen werden kann. Mitchell [107] kombinierte die statische Kondensation mit einer hp-
Mehrgittertechnik, eingebettet in einer auf Dreiecken basierenden hp-adaptiven Finite-Elemente
Methode. Hierbei wird, nach Kondensation der Gleichungen auf dem feinsten Gitter, der Poly-
nomgrad der hierarchischen Basen arithmetisch bis Polynomgrad p =1 reduziert. Das erzeugte
Grobgittersystem wird im Anschluss mit Hilfe eines geometrischen Mehrgitterverfahrens unter
Verwendung eines Gauss-Seidel-Glatters gelost. Der Loser erzielt dabei eine Konvergenzrate der
Grokenordnung 0.5 mit einer Komplexitiit von O(Np) pro Mehrgitterzyklus und O(Np?) fiir die
statische Kondensation.
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4 Das Spektralelemente basierte Mehrgitterverfahren auf kondensierten Gittern

. Komplexitat .
Publikation P Pmazx Besonderheiten
Vorbereitung  V-Zyklus
Lottes & Fischer |10y 0,24 16 Oo(p*) O(Np)  Kartesisch, 2D
Mitchell [107) 0,50 4 O(Np?) O(Np)  Unstrukturiert, 2D
Janssen & Kanschat g;; 0,20 9 k.A. O(Np)  Kartesisch, 2/3D, h-adaptiv

Tabelle 4.1: Konvergenzrate p, maximale Ansatzordnung ppqz, algorithmische Komplexitat
und Besonderheiten von Mehrgitterverfahren fiir die Helmholtz-Gleichung ausgew&ahlter Publi-
kationen. Die Angabe zur Komplexitat des V-Zyklus von Janssen & Kanschat [81] kennzeichnet
den bestmoglichen Wert — die Autoren selbst geben die Kosten nicht explizit an.

In jiingster Zeit wurden auferdem eine Vielzahl weiterer Arbeiten auf dem Gebiet der artver-
wandten diskontinuierlichen Galerkin-Verfahren vorgestellt. Trotz beachtlicher Erfolge, ist die
Situation hier insbesondere in Hinblick auf die Komplexitét deutlich schwieriger. Bastian et al.
[19] berichten {iber ein auf diskontinuierlichen Koeffizienten basierendes Mehrgitterverfahren fiir
elliptische Probleme. Die dort erreichte Konvergenzordnung ist Polynomgrad-unabhéngig, diese
geht jedoch mit einer in p exponentiell wachsenden Komplexitét einher. Van der Vegt & Rhe-
bergen [148, 149] entwickelten einen p-Mehrgitterloser fiir advektions-dominierte Strémungen.
Die hierbei genutzte Kombination eines h-Mehrgitterlosers und eines semi-impliziten Runge-
Kutta-Glatters zeichnet sich ebenfalls durch Robustheit und exzellente Konvergenzraten aus.
Die nachgewiesene Komplexitiit betriigt jedoch Np* fiir das Postprozessing und Np? fiir den
eigentlichen Loser.

Die in Tabelle 4.1 zusammengefassten Ergebnisse, der fiir diese Arbeit relevantesten Publika-
tionen, erlauben folgende Aussage. Es existiert aktuell kein Verfahren mit linearer Komplexitét.
Dies gilt fiir den zwei- als auch fiir den dreidimensionalen Fall. Des Weiteren wurde die kleinste
und somit beste Konvergenzrate von Janssen & Kanschat mit p = 0.2 erzielt. Allein Mitchell ver-
suchte die Anzahl der Freiheitsgrade und damit einhergehend auch die numerische Komplexitat
durch den Einsatz der statischen Kondensation zu reduzieren. Die Fokussierung auf eine arithme-
tische Reduktion des Polynomgrades pro Gitterlevel verhinderte jedoch eine optimale Reduktion
der Komplexitat auf O(N).

In den folgenden Abschnitten dieses Kapitels wird gezeigt, dass die Kombination eines auf
Rechteck-Elementen basierten, geometrisch konzipierten p-Mehrgitterverfahrens und der stati-
schen Kondensation eben diese lineare Komplexitit ermoglicht.

4.2 Mehrgitterverfahren auf kondensierten Gittern

Die in dieser Arbeit entwickelte Methode zur Losung der, bereits in Kapitel 2 als essentiell fiir
eine effiziente Simulation identifizierten, Helmholtz-Gleichung verwendet eine Kombination aus
geometrischem Mehrgitterverfahren (Abschnitt 3.3) und statischer Kondensation (Abschnitt 3.2).
Um eine héchstmogliche Genauigkeit der Losung bei zeitgleich optimaler numerischer Komple-
xitdt zu erreichen, wird die Helmholtz-Gleichung unter Verwendung von nodalen Spektralele-
menten in Rechteck- (2D) bzw. Hexaeder- (3D) Elemente zerlegt. Das aus dieser Diskretisierung
resultierende Gitter wird, wie in Abbildung 4.1 fiir den zweidimensionalen Fall skizziert (3D-Fall
analog), der statischen Kondensation unterzogen. Das so, einzig auf die Elementrénder, reduzier-
te Problem, wird im Anschluss mit Hilfe eines p-Mehrgitterverfahrens gelost. Es ist zu beachten,
dass hierbei ein sogenanntes Korrekturverfahren [28, 65] zur Anwendung kommt und somit nur
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statlsche
Kondensatlon

Abbildung 4.1: Kombination von statischer Kondensation und p-Mehrgitter fiir nodale Ele-
mente. Die linke Abbildung zeigt ein Spektralelement der Ordnung p = 4. Durch Anwendung der
statischen Kondensation werden alle inneren Freiheitsgrade eliminiert, so dass nur noch Gitter-
knoten auf dem Elementrand existieren. Das darauf angewandte Mehrgitterverfahren reduziert
die iibrigen Knoten fortlaufend, bis Polynomgrad p = 1 erreicht ist (rechte Abbildung).

das Residuum und nicht die Losung selbst, auf die gréberen Gitterebenen transferiert wird. Die
vorgenommene Verteilung der einzelnen p-Gitterebenen folgt einer geometrischen Reihe mit An-
satzordnung p; = 2! fiir 1€ {0,1...L} und pg = p [69, 127]. Abbildung 4.2 fasst den Ablauf von
einem V-Zyklus zusammen. Ausgenommen der Operatoren C (Grobgitterloser), P, R (Transfe-
roperatoren) und S (Glatter) welche jetzt auf den in Abschnitt 3.2 hergeleiteten kondensierten
Helmholtz-Operator H und die entsprechende rechte Seite f angewendet werden, glelcht der Al-
gorithmus dem eines normalen Mehrgitterzyklus (Abschnitt 3.3). Der Operator Hg besitzt die
gleiche Struktur, welche auch bei der Anwendung von Finite-Differenzen-Verfahren zweiter Ord-
nung auf dquidistanten Gittern auftritt. Das wiederum erlaubt im Umkehrschluss den Einsatz

Algorithmus 4.2.1: V-ZYKLUSAUFKONDENSIERTEMGITTER (i, L, v}, v}, tol)

V7, < Initialisierung
while ||f;, - Hy vy || > tol
for /=L to 1do

v, < S(vi, £, 1) > Vorglattung (i)
fiy < R%‘l(fi -Hv)) > Restriktion (ii)
end
Vo < C(Hyvy = fy) > Grobgitterloser  (iii)

for [=1to L do

V< v+ Pl (91-1) > Prolongation (iv)
v, < S(vy, f, 1/5) > Nachglattung (v)
end

return (i< V)

Abbildung 4.2: V-Zyklus der p-Mehrgittermethode mit L Gitterleveln angewendet auf ein
kondensiertes Gitter. Der Algorithmus umfasst einen Glatter S mit v4 + vo von der Gitterebene
[ abhéngigen Relaxationsschritten in der Vor- bzw. Nachglattungsphase, den Grobgitterloser C,
und die Transferoperatoren P und R fiir die Prolongation bzw. Restriktion. Alle genannten
Komponenten sind speziell auf die Struktur des kondensierten Gitters angepasst.
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schneller, explizit fiir diese Methoden entwickelter Verfahren zur Losung des Grobgitterproblems.
Im Rahmen dieser Arbeit wird zu dessen Losung ein auf der schnellen Fourier-Transformation
basierender direkter Loser eingesetzt [135, 153|. Die Operatoren fiir den Transfer des Fehlers
zwischen den einzelnen Gitterebenen konnen auch im Rahmen der Spektralelemente-basierten
Mehrgittermethode auf vielfaltige Art und Weise gewéhlt werden. Der Studie von Pasquetti &
Rapetti [117] folgend wird in der vorliegenden Arbeit die isoparametrische Interpolation fiir die
Prolongation P und deren Transponierte R = P7T fiir die Residuenrestriktion verwendet. Fiir den
eigens entwickelten Glatter S gilt unter Beriicksichtigung von Gleichung (3.32) und Gleichung
(3.35) folgender Zusammenhang

A A~

Hv=-f = (Hss-HgsiHy His)Vs + (Hsy - HstHy Hyr)Vr = fs - HetH £y (4.1)

Hierbei bezeichnet vg die Menge der zu aktualisierenden Unbekannten und v die dafiir zwin-
gend erforderlichen, direkt mit Vg gekoppelten Freiheitsgrade. Beide Teilmengen umfassen hierbei
nur Unbekannte die auf dem Rand eines Elementes (sieche Abbildung 3.4) liegen. Des Weiteren
bezeichnet H,, jeweils einzelne Koeffizientenmatrizen, welche sich auf die Kopplung der betrach-
teten Teilmengen beziehen. Umformung von Gleichung (4.1) liefert mit

Vs = (Hss — HsrHyf' HIS)_l(fS - HgrHyf fi - HsrVr - HSIHI_IIHITVT) = S(v,i,1) (4.2)

das allgemein giiltige Relaxationsschema des Glatters S. Die finale Auspriagung der Matrizen H,,
héngt hierbei von der tatsdchlich ausgewéhlten Menge der zu aktualisierenden Unbekannten vg,
dem Wirkungsbereich des eingesetzten Glatters, ab. Im folgenden Abschnitt werden unterschied-
liche Teilmengen von Gitterpunkten hinsichtlich deren Eignung fiir lokale Glattungsoperationen
analysiert und deren Konzeption im Detail beschrieben.

4.2.1 Konzeption wirkungsvoller Glatter

Das Studium der einschlégigen Literatur bzgl. Spektralelemente-basierter Mehrgitteransétze (Ab-
schnitt 4.1) zeigt deutlich, dass Glétter, die ein groferes Einflussgebiet abdecken [68, 81, 101], de-
nen, die nur Punktweise wirken [103, 127|, vorzuziehen sind. Dementgegen steht die Beobachtung,
dass Glatter, die auf ein grofses, komplexes Gebiet wirken, eine numerisch aufwendige Berechnung
erfordern. Die einfachsten Strukturen auf dem kondensierten Gitter, die beiden Beobachtungen
positiv gerecht werden, sind die Elementkante (2D) bzw. die Elementfliche (3D), welche jeweils
als Wirkbereich (Abbildung 4.3) fiir den im Folgenden als , Block-Gldtter* bezeichneten Ansatz
gewahlt wurden. Eine quantitative Analyse des Teils des kondensierten Helmholtz-Operators ﬂ,
der ausschliefslich die Knoten einer solchen Kante enthélt und im Folgenden mit H bezeichnet
wird, zeigt, dass diese Wahl des Wirkungsbereiches nicht optimal ist. Die Eintrage Ei,j mit
0 <i,j < p stellen dabei ein Mafs fiir die Intensitdt der Kopplung eines Gitterpunktes ¢ mit dem
Gitterpunkt j dar. Diese starke Verkniipfung bestimmter Gitterpunkte untereinander muss sich
im Einflussbereich eines optimal wirkenden Glatters wiederfinden. Abbildung 4.4 (links) zeigt die
bzgl. E0,0 normierten Betrage von ﬂo,g" Unter Beriicksichtigung der Eckknoten selbst ergeben
sich somit fiir Basisfunktionen der Ordnung p, Messreihen mit p + 1 Messwerten, deren Verlaufe
fiir den zwei- und dreidimensionalen Fall einen identischen Charakter besitzen. Unabhéngig vom
gewihlten Polynomgrad p zeigt sich, dass die Intensitdt der Kopplung fiir kleine j nahe der mit
1 =0 gewdhlten Ecke, um mehrere Grofenordnungen abnimmt. Diese Abhéngigkeit gilt analog
fiir alle vier (2D) bzw. sechs (3D) an einen beliebigen Eckknotenpunkt angrenzenden Kanten.
Daraus folgt, dass ein optimal wirkender Glatter zeitgleich auf einen Eckknotenpunkt und alle

34
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(a) Block-Glitter 2D (b) Block-Glitter 3D

Abbildung 4.3: Wirkungsbereich (griin markierte Knoten) der einzelnen Auspridgungen des
Block-Glatters. Es ist zu beachten, dass in beiden Féllen Gitterknoten auf dem Elementrand
involviert sind. Dies wirkt sich nachteilig bei der Parallelisierung aus.

angrenzenden Kanten wirken sollte (Abbildung 4.5a und 4.5b). Eine genauere Analyse der Kopp-
lung eines Kantenknotens bezogen auf die Knoten angrenzender Fldchen (Abbildung 4.4 rechts)
im dreidimensionalen Fall zeigt, dass diesbeziiglich auch die zwischen den Kanten eingeschlosse-
nen Flachen mit zum Geltungsbereich eines wirksamen Gléatters hinzuzufiigen sind (Abbildung
4.5¢). Aufgrund der sternformigen Wirkungsbereiche der in Abbildung 4.5 beschriebenen Glatter
werden diese im Folgenden als ,Stern-Glatter” bezeichnet.

Beide Glattertypen wirken elementweise und erméglichen somit den Einsatz verschiedener Aktua-
lisierungsstrategien fiir das globale Gitter. Hierbei sind alle Variationen, ausgehend vom rudimen-
tédren Jacobi- bis hin zum komplexesten Gauss-Seidel-Ansatz, moglich. Ausgiebige Tests haben
hierbei gezeigt, dass der ,,Block-Glatter und alle aus ,,Block-“ und ,Stern-Glétter bestehenden
Hybriden, unabhéngig von der gewéhlten Aktualisierungsstrategie, keine robusten Losungen im
dreidimensionalen Anwendungsfall liefern. Deshalb werden diese Glétter-Varianten im Weiteren
nicht mehr beriicksichtigt. Die, durchweg positiven, bei der Anwendung im zweidimensionalen
Fall erzielten Ergebnisse konnen allerdings in Haupt et al. [67] nachgelesen werden.

Entsprechend der Theorie ist beim Wechsel vom Jacobi- zum Gauss-Seidel-Aktualisierungsansatz

Normierte Kopplung zwischen Ecke und Kante 2D/3D  Normierte Kopplung zwischen Kante und Fléche 3D
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Abbildung 4.4: Die Abbildungen zeigen die normierte Reduktion der Kopplung zwischen aus-
gewahlten Gitterpunkten in Abhéngigkeit ihres Knotenabstandes j. Auf der linken Seite wird
ein beliebiger Eckknoten mit den Knoten auf einer angrenzenden Kante und auf der rechten
Seite der einer Ecke néchst gelegene Kantenknoten mit den auf einer angrenzenden Fldche in
Normalenrichtung liegenden Knoten verglichen. Abhéngig von der gewéhlten Ordnung p der Ba-
sisfunktionen, werden 0 < j < p+1 Knoten in Beziehung gesetzt. Die Tendenz der Kopplung ist
unabhéngig vom Polynomgrad und aufgrund des gewéhlten Tensorproduktansatzes auch unab-
héngig von der Raumdimension. In beiden Fallen reduziert sich die Kopplungsintensitat bereits
bei kleinem Knotenabstand um mehrere Gréffenordnungen.
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(a) Stern-Glatter 2D (b) Stern-Glatter 3D (c) Stern-Gladtter 3D
(ohne Flachen) (mit Flachen)

Abbildung 4.5: Wirkungsbereich (griin markierte Knoten) der einzelnen Ausprigungen des
Stern-Glatters. Die Darstellung (b) dient nur der vereinfachten Darstellung des eigentlichen Gléat-
ters (c). Es ist zu beachten, dass in keinem der drei Félle Gitterknoten auf dem duferen Rand
involviert sind.

eine deutliche Verbesserung der Konvergenzrate [104] zu erwarten. Fiir den , Stern-Glitter hin-
gegen lésst sich keine nennenswerte Steigerung der Konvergenzrate beobachten. Es zeigt sich,
dass diese, von der Aktualisierungsstrategie anndhernd unabhéngige, Konvergenzrate aus dem
sehr grofien Uberdeckungsbereich benachbarter Sterne resultiert. Abbildung 4.6 zeigt deutlich,
dass alle Gitterknoten in diesem Bereich (rot) bei einem Jacobi-basierten Ansatz zur gleichen Zeit
eine Aktualisierung erfahren. Somit existieren zu diesem Zeitpunkt zwei (2D) bzw. vier (3D) ver-
schiedene Losungen, die entsprechend miteinander verzahnt werden miissen. Diese Verzahnung,
wird im Folgenden als Wichtung bezeichnet. Der Vergleich mit einer auf einem Schachbrett-
muster aufbauenden Aktualisierungsstrategie (komplexer Gauss-Seide-Ansatz) zeigt, dass sich
diese Ansétze unter Verwendung einer geeigneten Wichtung ineinander iiberfithren lassen. Das
bedeutet, der Jacobi-Ansatz fiihrt bei optimaler Wahl der Wichtung zu den gleichen Ergebnissen
wie der auf einem Schachbrettmuster basierende Gauss-Seidel-Ansatz. Dabei bietet der Jacobi-

[
®
[ ]

(a) Stern-Glitter Uberdeckung (2D) (b) Stern-Glitter Uberdeckung (3D)
(Eingeschrankte Seitenflichendarstellung)

Abbildung 4.6: Uberdeckungsbereich (rot) des vollen Stern-Glitters (griin) im zweidimensi-
onalen (links) und dreidimensionalen (rechts) Anwendungsfall. Die unterbrochen dargestellten
Gitterlinien dienen einem besseren Verstdndnis des umschlieffenden Gitters. Aus Griinden der
Ubersichtlichkeit wurde auf die Darstellung weiterer Randflichen des dreidimensionalen Stern-
Glétters verzichtet.
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Abbildung 4.7: Veranschaulichung der in den Gleichungen 4.3 und 4.4 verwendeten Operatoren.
Die linke Abbildung verdeutlicht die Kopplung eines beliebigen Kantenknotens k mit den zwei
benachbarten Eckknoten. Es ist zu beachten, dass dieser Zusammenhang fiir den zwei- als auch
fiir den dreidimensionalen Fall gilt. Die rechte Abbildung zeigt die im dreidimensionalen Fall
angewendete Projektion K, (f) eines Flachenknotens f auf die vier orthogonal angrenzenden
Kantenknoten.

Ansatz sowohl den Vorteil einer kompakteren und damit effizienteren Implementierung als auch
die uneingeschrinkte Moglichkeit der Parallelisierung auf Elementebene. Nachteilig ist einzig
die nach jeder Aktualisierung durchzufiihrende Wichtung, welche einen zusétzlichen Aufwand,
insbesondere bzgl. des notwendigen Nachrichtenaustausches im parallelen Fall, darstellt.

Die einfachste Art der Wichtung ist das arithmetische Mittel [73], bei welchem alle aktualisierten
Werte bzgl. eines Gitterknotens summiert und die erhaltene Summe anschliefend durch deren
Vielfiltigkeit geteilt wird. Im Vorfeld dieser Arbeit durchgefithrte numerische Studien (Haupt et
al. |67]) haben jedoch gezeigt, dass dieser Ansatz nur zu ungeniigenden Resultaten fiihrt. Dieses
Ergebnis und die in Abbildung 4.4 gemachten Beobachtungen motivieren die Verwendung von
nicht aquidistanten Gewichten. Hierbei haben sich insbesondere auf der Kopplungsmatrix H
basierende Ansétze als sehr niitzlich erwiesen. Die zwei in dieser Arbeit verwendeten Varianten
sind der sogenannte gewichtete (SJW) und der reduzierte (SJC) Stern-Glédtter. Der STW-Glétter
besteht, abhédngig von der gewahlten Raumdimension, aus bis zu zwei Komponenten.

Die erste Komponente ist von der Raumdimension unabhéngig, wird auf beliebige Gitterkanten

angewendet und ist wie folgt definiert:

~T ~TT
Hlkvk+ Hkvk
Hlk + an

Op = (4.3)
Dabei steht k fiir einen beliebigen Knoten auf einer von zwei Sternen (7, 1) iiberdeckten Kante
(siehe Abbildung 4.7 links). Insofern représentieren I,11 auferdem die jeweils den angrenzen-
den Sternen zugeordneten Eckknoten. Die gemittelte Losung 05 entspricht somit der normierten
Summe aus den Produkten von Kopplungsintensitdt der betrachteten Knoten H «k und stern-
spezifischer Teillosung ©;. Ein &hnliches Bild ergibt sich bzgl. der zweiten Komponente des
SJW-Glatters. Diese wird auf die nur im dreidimensionalen Fall existierenden Elementfléchen
angewendet und ist wie folgt definiert:

_ ﬂ]fﬁ} + ﬂnfﬁ}] + El}lf@}H + ﬂlvf@}v (4 4)
H ,+H +H .+H
1f 11 f 111 f

=f

A~
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Hierbei steht f fiir einen beliebigen Knoten auf einer von vier Sternen (I -IV') iiberdeckten
Elementfliache (sieche Abbildung 4.7 rechts). Aufgrund des verwendeten Tensorproduktansatzes,
reprasentiert E . f» im Gegensatz zu H .k in Gleichung (4.3), eine nicht real existierende Hilfsgrofe.
Diese wird im vorliegenden Fall, mit Hilfe der bilinearen Interpolation, aus den bereits in Glei-
chung 4.3 verwendeten Koeffizienten wie folgt berechnet:

A~

H ;= H k(5 H k)

ﬁnf - HUKl(f) 'H11K3(f)

A~

ﬂ]llf - HIUK?(f) ’ H111K4(f)
ﬂIvf - HIVK3(f) ) HIVK4(f)

Die Funktion K, (f) entspricht hierbei der orthogonalen Projektion des Flachenknotens f auf
eine der vier angrenzenden Kanten und liefert als Ergebnis jeweils einen Kantenknoten mit Index
k= K.(f), so dass fiir jeden Koeffizienten H ., sy der entsprechend dquivalente, bereits in Glei-

chung (4.3) eingefiihrte, Koeffizient H ; in die Berechnung einfliekt. Der fiir den STW-Glétter
zu bewéltigende Rechenaufwand betrigt in Abhéngigkeit von der jeweils pro Raumrichtung ge-
withlten Elementanzahl (n) ~ 2n? - 2p = 4N/p Multiplikationen und ~ 2n? - p = 2N/p Divisionen pro
Glattungsschritt. Diese Werte erhohen sich im dreidimensionalen Fall auf ~ 3n3 - 4p? = 12N/p Mul-
tiplikationen und =~ 3n‘2 p? = 3N/p Divisionen. Dieses Ergebnis ist nicht optimal, denn in Kombi-
nation mit einem Losungsansatz der Komplexitdt O(N') kann dieser Mehraufwand, insbesondere
fiir kleine Polynomgrade, bereits einen deutlichen Einfluss auf das Gesamtergebnis haben. Aus
den Bestrebungen, diesen Einfluss auf ein Minimum zu reduzieren, geht der im Folgenden eror-
terte SJC-Glatter (Abbildung 4.8) hervor.

Motiviert durch die Beobachtung, dass die Kopplungsintensitit in Abbildung 4.4 bereits in di-
rekter Umgebung der Ecken und damit in der Ndhe des Zentrums eines Sternes stark abnimmt,
verwendet der SJC-Glétter (Gleichungen 4.5 und 4.6) nur den jeweils néchstgelegenen Stern zur
Aktualisierung eines Knotens. Das fiihrt dazu, dass allein die Knoten gemittelt werden miissen,
die sich exakt in der Mitte zwischen mehreren Sternen befinden. Hierfiir wird das, in diesem
Anwendungsfall optimal geeignete, arithmetische Mittel eingesetzt. Fiir eine Kante, unabhéngig

] .

(a) Uberdeckung SJC-Glitter 2D (b) Uberdeckung SJC-Glitter 3D
(Eingeschrénkte Seitenflachendarstellung)

Abbildung 4.8: Uberdeckungsbereich (rot) des reduzierten Stern-Glétters (griin) im zweidimen-
sionalen (links) und dreidimensionalen (rechts) Anwendungsfall. Aus Griinden der Ubersichtlich-
keit wurde auf die Darstellung weiterer Randflachen der dreidimensionalen Sterne verzichtet. Die
roten Knoten im Uberdeckungsbereich werden mit Hilfe des arithmetischen Mittels gewichtet.
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=

(a) Initialfehler ) ~J

0.5

(b) SJW-Glitter (¢) SJC-Glatter

Abbildung 4.9: Nachweis der Glattungseigenschaft ausgewéhlter Glatter bzgl. eines Testpro-
blems der Ordnung p = 16 mit 10 x 10 Elementen (es sind jeweils nur vier Elemente dargestellt):
Fehler der zufallsgenerierten Startlgsung (a) und Fehler nach einer Anwendung des gewichteten
Stern-Glétters (b) sowie des reduzierten Stern-Glétters (c).

von der gewahlten Raumdimension, gilt:

oy, fﬁr0ék<g
Op=1%- (0l +0) fir k=2 mit pmod2=0 (4.5)
bl fir 2 <k<p

Mit Ausnahme des Polynomgrades p entsprechen alle anderen Indizes exakt den bereits unter
Gleichung (4.3) beschriebenen Grofen. Fiir die Flachenknoten im dreidimensionalen Fall gilt
folgender Zusammenhang:

oF v O v 0T v 9fY wenn VEK.(f)#%
by = z_ll-({)}+{)}1+ﬁ}”+ﬁ}v) wenn VK,,(f)=§mitpmod2=O (4.6)
% . (@;1 + @;2) sonst,.

Analog zu Gleichung (4.5) entspricht p dem gewéahlten Polynomgrad. Mit Ausnahme der Indizes
*1 und *9 , die zwei auf einer gemeinsamen Kante liegende Sterne représentieren, entsprechen
alle weiteren Indizes den bereits unter (4.4) beschriebenen.

Der Einsatz des reduzierten Sternes verringert die Berechnungskosten fiir die Mittelung im zwei-
dimensionalen Fall auf ~ 2n? = 2N/p? und im dreidimensionalen auf ~ 3n? - 2p = 6N/p? Divisionen.
Zusétzlich ergibt sich die Moglichkeit, den Loser selbst an den reduzierten Stern anzupassen,
d.h. es werden fiir jeden einzelnen Stern (*) nur noch die Werte vy, v} berechnet, die fiir das
gewichtete Gesamtergebnis tatsichlich benotigt werden. Es sei zu beachten, dass diese Optimie-
rung jedoch nur die Berechnungskosten fiir das Residuum, nicht aber fiir die Glattung reduziert.
Abbildung 4.9 zeigt die Fehlerverteilung nach einer Anwendung der beiden Sterne als Glétter
bzgl. einer zufallsgenerierten Startlosung. Der initiale Fehler ist hierbei gleichverteilt und auf das
Intervall [-1,1] beschrankt. In beiden Féllen werden die hochfrequenten Fehleranteile effektiv
gegléattet. Aufgrund der vom reduzierten Stern (c) erzeugten Spriinge auf den Mittelpunktknoten
einer jeden Kante erzielt dieser ein deutlich weniger harmonisches Ergebnis als der gewichtete
Stern (b). Diese Spriinge sind dabei ein direktes Ergebnis der verwendeten Wichtungsstrategie
und treten im dreidimensionalen Fall in analoger Weise auf. Die folgenden Abschnitte zeigen
jedoch, dass diese Eigenschaft keinen negativen Einfluss auf die Eignung des reduzierten Sternes
als Glétter in einem Mehrgitterloser hat.
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Zum besseren Verstédndnis der in diesem Abschnitt hergeleiteten Stern-Glétter skizziert Abbil-
dung 4.10 abschliefend deren jeweilige allgorithmische Umsetzung am Beispiel einer Gléattungs-
iteration im zwei- und dreidimensionalen Anwendungsfall. Hierbei bezeichnen die Indizes S, die
zu einem beliebigen Stern gehorenden und T, die zu dessen Aktualisierung zwingend erforderli-
chen Freiheitsgrade (V). Die Indizes e., k. und f,. bezeichnen alle Freiheitsgrade, die jeweils nur

PN

Algorithmus 4.2.2: STERNGLATTERITERATION(V, f,v, = 1)

for n=1 to v, do

Vg, < V mit v ¢ Ujes Vs, > Separation
v, < v(S:) mit ¥y, nVg, =@ der Freiheitsgrade

for Vvg, do

Vs, < (ﬁ - Hgrvr, + HSIHI_IIHIT"T*) > Aktualisierung
Vg, < ﬁgéﬁs* > Approximation
end
Ve, < Vs,

if Dimenston =2D
if Glaetter = SJW

then v;, « KANTENWICHTUNG(V Vg, , H) > Gleichung 4.3
then { else if Glaetter = SJC

then v, « KANTENWICHTUNG(V Vg, ) > Gleichung 4.5

Ve Vv, Vo, > Vereinigung
else if Dimension = 3D

if Glaetter = SJW

o Vi, < KANTENWICHTUNG(V Vg, , H) > Gleichung 4.3
en

Vi, < FLAECHENWICHTUNG(V‘AIS*,I:I) > Gleichung 4.4

then else if Glaetter = SJC

h Vi, < KANTENWICHTUNG(V Vg, ) > Gleichung 4.5
en

V¢, < FLAECHENWICHTUNG(V Vg, ) > Gleichung 4.6
VeV VYV, Ve, > Vereinigung

end

return (V)

Abbildung 4.10: Pseudocodedarstellung einer Glattungsiteration des gewichteten und des re-
duzierten Stern-Gétters fiir den zwei- und dreidimensionalen Anwendungsfall. Die Darstellung

gilt fiir beliebige Gitterlevel, diesbeziiglich wurde aus Griinden der Ubersicht auf die explizite
Angabe des Index [ verzichtet.
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einer Ecke, einem Teil einer Kante oder einem Teil einer Flache entsprechen. Grundsétzlich be-
ruht die Glattungsiteration auf der Separation und Vereinigung aller nur auf dem kondensierten
Gitter vorhandenen Freiheitsgrade v. Diese werden im ersten Schritt (Separation) auf die Menge
aller moglichen Sterne abgebildet, wobei einzelne Freiheitsgrade auch mehreren Sternen zuge-
ordnet werden. Dies geschieht in Abhéngigkeit von ihrer tatséichlichen geometrischen Position
(Ecke, Kante, Flache). Nach dem zeitgleichen Update aller vorhandenen Sterne (Aktualisierung
und Approximation) werden zunédchst die mehrfach abgespeicherten Freiheitsgrade durch Wich-
tung vereinigt. Im Anschluss daran werden alle separierten Freiheitsgrade wieder zur eigentlichen
Menge v zusammengefasst (Vereinigung).

4.3 Nachweis optimaler Eigenschaften

Das im vorangegangenen Teil dieses Kapitels entwickelte, auf kondensierten Gittern aufsetzende
Mehrgitterverfahren zeichnet sich durch eine Reihe von optimalen Eigenschaften aus. Zu diesen
zéhlt die lineare Komplexitét, eine, am aktuellen Stand der Forschung gemessen, ausgezeichnete
Konvergenzgeschwindigkeit und die Robustheit gegeniiber Gitterverfeinerungen.

4.3.1 Lineare Komplexitat

Unabhéngig von der tatsichlich umgesetzten Implementierung des in diesem Kapitel entwickelten
Mehrgitteransatzes, lasst sich dessen numerische Komplexitéat exakt bestimmen und somit auch
dessen Giite allgemein nachweisen. Es sei darauf hingewiesen, dass sich die folgende Herleitung
auf die Losung des vollstdndigen linearen Gleichungssystems (3.22) bezieht. Dessen Losung lésst
sich in drei Teilschritte untergliedern: das Préaprozessing, in welchem die diskreten Operatoren
bereitgestellt werden (pra); die Losung des kondensierten Systems (3.33), wiahrend derer einzelne
V-Zyklen (zyk) ausgefiihrt werden; sowie das Postprozessing, in welchem die Losung des vollen
Systems berechnet wird (post). Dementsprechend gilt unabhéngig von der gewahlten Raumdi-
mension flir den Gesamtaufwand

W = Wi + 1yt Wk + Wost.

Hierbei beschreibt 7,y die Anzahl der benétigten V-Zyklen. Es ist zu beachten, dass mit Aus-
nahme des Polynomgrades p, alle im Folgenden verwendeten Grofen abhéngig von der jeweils
gewithlten Raumdimension sind. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wird jedoch auf einen die
Dimension spezifizierenden Index verzichtet.

Der Préprozessingschritt umfasst die Berechnung und Invertierung lokaler Operatoren sowie die
Assemblierung der rechten Seite des kondensierten Systems. Unter Ausnutzung der Summenfak-
torisierung [90] und der schnellen Diagonalisierung [41] konnen die Kosten fiir die aufwendigsten
Operatoren wie folgt angegeben werden:

O(p?) in 2D
O(p*) in 3D

O(p*) in 2D

W(HSS):{ O@%) in 3D

WD) - {

Es ist zu beachten, dass diese Abschitzung nur die Operatoren auf dem feinsten Gitter erfasst.
Diese Vereinfachung ist jedoch dahingehend legitim, da eine prézisere, alle Gitterebenen um-
fassende Abschitzung, keine Anderung der mit p* bzw. pS bestehenden oberen Schranke der

41



4 Das Spektralelemente basierte Mehrgitterverfahren auf kondensierten Gittern

Komplexitdt bewirkt. Einzig die Abkehr von dem zu Grunde gelegten, regularen Gitter hétte er-
heblichen Einfluss auf die hier durchgefiihrte Abschétzung, denn im ungiinstigsten Fall miissten
die beriicksichtigten Operatoren pro Element berechnet und gespeichert werden. Zur Berechnung
der kondensierten rechten Seite

f = fz - Hg H; ' f;

bedarf es der Auswertung und Assemblierung der Elementbeitriage Hp ]75(HI‘11’ f1.¢). Fir deren
initiale Berechnung kann ebenfalls die Summenfaktorisierung eingesetzt werden, somit betrégt
der Aufwand fiir die Initialisierung der rechten Seite

O(Nepg)
O(Nep*)

O(Np) in2D
O(Np) in3D

)

W(f) = {

wobei N, die Elementanzahl und N = O(N.p?) bzw. N = O(N.p?®) die Gesamtzahl aller Gitter-
punkte beziiglich der jeweils gewéhlten Raumdimension reprasentiert. Zusammenfassend lassen
sich die Kosten fiir das Praprozessing wie folgt angeben

W O(Np+p3) in2D
P2l O(Np+p®)  in 3D

Die Gesamtkosten des V-Zyklus bestimmen sich aus den Kosten fiir den Glétter, den Transfer-
operatoren und dem Grobgitterloser. Bezogen auf die Gitterebene [ beinhaltet der Glétter eine
Matrix-Vektor Multiplikation der Dimension p; (2D) bzw. p? (3D) pro Element. Damit ergeben
sich die Kosten pro Glattungsschritt mit

)

" O(N.p?) < CsNofir  in 2D
- 4
O(Nep}) < CsNegr=  in 3D

wobei Cg eine vom jeweils eingesetzten Glatter abhingige Konstante ist. Summation der als
geometrische Reihe vorliegenden Gitterebenen [ =1 bis L = log, p ergibt

W < 3CsNp*=O(N ) in2D
*7| 4CsNp'=O(Np) 3D

Die Gesamtkosten fiir den Transferoperator lassen sich auf analoge Weise herleiten, so dass

W < 3CrNep?=O(N ') in2D
e 3CrNep* =O(Np)  in 3D

Der Aufwand des Grobgitterlosers lasst sich wie folgt abschétzen

We = O(Nelog Ne). (4.7)
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Komplexitét
Phase
2D 3D
Préaprozessing O(Np +p3) O(Np +p%)
Mehrgitterzyklus  O(N + N.log N.) O(Np+ N.log N,.)
Postprozessing O(Np) O(Np)

Tabelle 4.2: Komplexitat des kondensierten, Mehrgitter-basierten Helmholtz-Losers

Es sei angemerkt, dass das Grobgitterproblem durch den Einsatz eines algebraischen oder h-
Mehrgitters auch mit linearem Aufwand gelést werden kann. Die Summation aller Teilabschét-
zungen ergibt die Gesamtkosten fiir einen V-Zyklus

Wi = W + Wi+ W = { O(N + Nelog.) in 2D

O(Np + N.logN.) in 3D
Das Postprozessing dient der Erzeugung der inneren Freiheitsgrade. Dies geschieht durch Auswer-
tung der Gleichung (3.30). Durch abermalige Ausnutzung der Tensorproduktstruktur von H]I{e,
konnen alle Elementbeitrige mit O(p®) (2D) bzw. O(p*) (3D) Operationen berechnet werden.
Somit ergibt sich fiir den Gesamtaufwand des Postprozessings

W o O(N.p?) = O(Np) in 2D
P O(NLpt) = O(Np) in 3D
Tabelle 4.2 fasst abschliefsend die mafigeblichen Ergebnisse dieses Abschnitts zusammen. Es zeigt
sich, dass der in diesem Kapitel entwickelte Loser im zweidimensionalen Anwendungsfall das Ziel
der linearen Komplexitdt in der Losungsphase erreicht. Fiir den dreidimensionalen Fall gilt dies
nicht. Die spéter im Ausblick (sieche Kapitel 7) diskutierten Optimierungsansétze zeigen aber,
dass es dennoch moglich erscheint, die angestrebte Komplexitéit auch fiir den dreidimensionalen
Fall zu erreichen. Aufgrund des hohen Zeitaufwandes, den eine Umsetzung der einzelnen Opti-
mierungsansitze mit sich bringt, wurde deren Implementierung im Rahmen dieser Arbeit jedoch
nicht weiter verfolgt.

4.3.2 Ausgezeichnete Konvergenzgeschwindigkeit

Die im vorhergehenden Abschnitt durchgefithrte Analyse der numerischen Komplexitéit des selbst
entwickelten Losers zeigt, dass die Abschétzung stark von der Anzahl der V-Zyklen im Lésungs-
teil abhdngt. Sofern die Anzahl der benétigten Mehrgitterzyklen n,y zur Losungsfindung nicht
stark beschrankt ist, kann der Gesamtaufwand leicht um eine Grofsenordnung ansteigen

WMG = nzykWZyk > Wzyk~ (4.8)

Hierbei ist 7., keine allgemein giiltige Konstante, sondern eine problemspezifische Variable, d.h.
n.yk kann jeweils nur fiir spezielle Testszenarien exakt bestimmt werden. Sofern diese Szenarien
jedoch einen allgemeingiiltigen Charakter besitzen, erlauben die erzielten Ergebnisse dennoch
Riickschliisse auf die im Mittel notwendige Anzahl von Mehrgitterzyklen zur Problemlésung.
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Im Rahmen dieser Arbeit wird eine modifizierte Version eines bereits von Pasquetti & Rapetti
[117] untersuchten Testproblems (Helmholtz-Gleichung mit vorgegebener Losung) verwendet.
Hierfiir wurde der auf dem periodischen Gebiet Q = [0,27)? definierten, exakten Losung

u? = sin(k(2z +y)) sin(k(z+1) sin(k(1-y)) (4.9)

eine , kiinstliche Wellenzahl“ k£ hinzugefiigt. Dieser Parameter wird verwendet, um zum einen eine
raue, pseudo-turbulente Verteilung zu simulieren und zum anderen, um jedwede Uberschneidung
von Elementgrofe und Periodenldnge verhindern zu koénnen. Die Periodenlidnge der exakten Lo-
sung (4.9) betragt 27/k in z- und 7/k in y-Richtung. Das Testszenario fiir den dreidimensionalen
Fall wurde auf dhnliche Weise erzeugt und abgewandelt

ug’)? =sin(k(2z +y)) sin(k(z+1) sin(k(1-y)) sin(kz) mit Q=[0, 271')3. (4.10)

Hierbei bleiben die Periodenldngen in x- und y-Richtung unberiihrt und die Periodenldnge in
z-Koordinatenrichtung betragt 27/k.

Alle im Folgenden geschilderten Tests wurden mit variierenden Helmholtz-Parametern A = 0,1,
10*, speziell aus der Menge der Primzahlen ausgewihlten Wellenldngen & mit 1 < k < 101 sowie
einem variierenden Polynomgrad p bis zur Grofse von 32 durchgefiihrt. Jeder Durchlauf wurde mit
einem gleichverteilten Zufallsfehler |eg| < 1 begonnen und erst nach Erreichen des Abbruchfehlers
en < 10710 beendet. Um die Ubersichtlichkeit zu wahren, werden nur ausgewihlte Parameter-
kombinationen prasentiert. Es sei aber darauf hingewiesen, dass alle getesteten Kombinationen
dghnlich positive Ergebnisse aufweisen.

Tabelle 4.3 zeigt eine Testserie mit A = 1, k£ = 11 (2D) bzw. k = 3 (3D) bei konstant gew&hl-

ter Anzahl von Freiheitsgraden N2P = ngDp2 £ 10.24 x 108 2 n‘Z’ng = N3P Aufbauend auf
vorausgegangenen Studien, welche das Ziel hatten, ein Optimum bzgl. der Anzahl notwendiger
Glattungen in Bezug auf die dabei anfallende Laufzeit und die bendtigte Gesamtzyklenzahl zu
eruieren, verwenden beide eingesetzten Verfahren jeweils einen Vorgldttungsschritt (Vi =1) und
einen (v4F = 1) bzw. keinen (¢4 = 0) Nachgldttungsschritt. Sofern nicht anders angegeben, gilt
dies fiir alle weiteren in dieser Arbeit vorgestellten Mehrgitterloser. Es zeigt sich, dass die Anzahl
der notwendigen V-Zyklen stark begrenzt und in geringem Mafe vom gewéhlten Polynomgrad als
auch von der Raumdimension abhéngig ist. Der Wechsel vom gewichteten (SJW) zum reduzierten
Glatter (SJC) hat keinen Einfluss auf die Zyklenzahl. Der direkte Vergleich der Zyklenzahl mit
etablierten Losungsverfahren fithrt zu einem verzerrten Bild, denn nicht jeder Mehrgitterzyklus
verwendet die gleiche Anzahl von Vor- und Nachglidttungen. Dieser Uberlegung folgend sei die
im Rahmen dieser Arbeit verwendete Konvergenzrate wie folgt definiert:

p=1] (4.11)
€0
Hierbei steht n fiir die Anzahl aller Vor- und Nachglattungen auf dem feinsten Gitter L, so dass

nznzyk(uf+V2L)+1:nzyk(1+0)+1=nzyk+1. (4.12)

Der Fokus auf die Anzahl der Glattungen erlaubt zusétzlich den Vergleich mit nicht mehrgit-
terbasierten Verfahren, wie etwa dem Konjugierte-Gradienten-Verfahren, bei welchem n mit der
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2D 3D
MG-SJW  MG-SJC MG-SJW  MG-SJC

= 8 6 6 7 7
=

<16 6 6 5 5
g 5 5 4 4

Tabelle 4.3: Zyklenzahl fiir A =1 und k = 11 im zwei- bzw. k = 3 im dreidimensionalen Fall. Die

Gittergroke ist konstant gewdhlt und betragt N2P £10.24 x 106 £ N3P Alle Testliufe basieren
auf einem initialen gleichverteilten Zufallsfehler |go| <1 und wurden erst beendet, als der Ab-
bruchfehler €, < 107! erreicht wurde. Die Abkiirzungen MG-SJC und MG-SJW beziehen sich
auf den in der Mehrgittermethode eingesetzten Glatter SJC bzw. SJW.

Zahl der vollen CG Iterationen gleichzusetzen ist. Diese Art des Vergleichs wurde zum Beispiel
in der, bereits mehrfach erwéhnten, Vorstudie [67| durchgefiihrt.

Tabelle 4.4 zeigt, dass der Mehrgitterloser Konvergenzraten zwischen 0.058 und 0.006 erreicht.
Das entspricht einer Verbesserung im Bereich von ein bis zwei Groflenordnungen im Vergleich
mit bereits etablierten Ansétzen (siehe Tabelle 4.1). Des Weiteren ist zu erkennen, dass das
Verfahren robust gegeniiber dem Polynomgrad ist und sich die Konvergenzrate bei Verwendung
eines hoheren Polynomgrades sogar verbessert. Unter Beriicksichtigung der linearen Komplexi-
tat des zweidimensionalen Losers stellt die Wahl des Polynomgrades p = 32 das Optimum bzgl.
der zu erwartenden Berechnungsdauer dar. Im dreidimensionalen Fall kann aufgrund der mit
Np skalierenden Komplexitiat (Tabelle 4.2) ohne detaillierte Analyse des Laufzeitverhaltens kei-
ne allgemeingiiltige Aussage bzgl. des am besten geeignetsten Polynomgrades getroffen werden.
Zur Beurteilung des Einflusses des Helmholtz-Parameters A\ auf die Konvergenz, wurde der vor-
angehende Test mit variierenden Werten fiir A wiederholt. Tabelle 4.5 fasst die Ergebnisse fiir
die Testfille A = 0 und A = 10* zusammen. Ersterer entspricht hierbei der Losung des Poisson-
Problems und letzterer der Losung eines Helmholtz-Problems mit dominantem linearem Term.
Die Ergebnisse entsprechen hierbei den Erwartungen, das heifst, im Vergleich zum Fall X\ = 1 zeigt
das anspruchsvollere Poisson-Problem teilweise eine schlechtere und das bedeutend einfacher zu
losende linear dominierte Problem eine bedeutend bessere Konvergenzrate.

2D 3D
MG-SJW  MG-SJC MG-SJW  MG-SJC

=]

& 8 7 7 8 8

g

£ 16 7 7 6 6

Lﬁ

O

SR> 6 6 5 5
8 0,029 0,028 0,058 0,058

S 16 0,023 0,024 0,018 0,018
32 0,015 0,014 0,006 0,006

Tabelle 4.4: Anzahl bendtigter Feingitterglattungen und erzielte Konvergenzrate unter Bei-
behaltung der bereits in Tabelle 4.3 beschriebenen Problemparameter mit A = 1, & = 3,11,
N =10.24 x 10% und &, < 10717
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A=0 A =10000
2D 3D 2D 3D
MGgsyw  MGsic MGsyjw MGsgjc MGsyw  MGsgjc MGgssw  MGsjc

g 8 6 6 7 7 4 4 3 3
o~
& 16 6 6 5 5 2 2 2 2
I
32 5 5 5 5 2 2 2 1
g
5 8 7 7 8 8 5 5 4 4
]
16 7 7 6 6 3 3 3 3
O
© 32 6 6 6 6 3 3 3 2
8 0,029 0,029 0,055 0,055 0,00873  0,00923 0,00223  0,00223
16 0,024 0,023 0,021 0,021 0,00020  0,00021 0,00019  0,00004
32 0,015 0,015 0,011 0,011 0,00005  0,00005 0,00004  0,00001

Tabelle 4.5: Anzahl bendtigter Zyklen, Feingitterglattungen und erzielte Konvergenzrate fiir das
Poisson-Problem (A = 0) und das Helmholtz-Problem mit A = 10%. Erliuterung der Abkiirzungen
und weiterer gewahlter Parameter siche Tabelle 4.3.

Die Untersuchungen zur Konvergenz in diesem Abschnitt haben die Giite der erzielten Konver-
genzrate und deren Robustheit gegeniiber dem Polynomgrad gezeigt. Im Folgenden Abschnitt
wird gezeigt, dass diese Giite auch bei variabler Elementanzahl erhalten bleibt und somit auch
eine Robustheit gegeniiber der Elementanzahl besteht.

4.3.3 Robustheit gegeniiber Gitterverfeinerung

Aufbauend auf den bereits im vorangehenden Abschnitt durchgefithrten Tests und der dort be-
reits belegten Robustheit bzgl. der p-Verfeinerung dient der folgende Abschnitt dem Beweis
der Robustheit gegeniiber der h-Verfeinerung. Diesbeziiglich wird die Gitterweite h = 27/nl/? mit
d = 2,3 je nach gewdhlter Dimension fiir ausgewéhlte konstante Polynomgrade schrittweise hal-
biert. Der Abbruch dieser Reihe ist hierbei durch den auf dem HPC System Taurus [159] zur
Verfiigung stehenden Arbeitsspeicher bedingt. Wobei hier aktuell circa 256 GB pro Knoten (Fat
Nodes) zur Verfiigung stehen. Da in den folgenden Vergleichen nur die hardwareunabhéngige
Zahl der Glattungen bzw. die Konvergenzrate, nicht aber die hardwareabhéngige Laufzeit be-
trachtet wird, sei an dieser Stelle nur auf die spéter in Abschnitt 6.2 folgende Erlduterung zur
Spezifikation des HPC-Systems Taurus verwiesen. Im Gegensatz zu den Polynomgraden p = 16
und 32 ist die Darstellung von maximal 8 x 10° Freiheitsgraden (Nyax) mit

Nuax = (4n)' ()" = @n)'E)! = nip! (4.13)
—
p=28 p =16 p =32

fiir den Polynomgrad p = 8 im dreidimensionalen Fall nicht moglich. Hierfiir ist die tatséchliche,
von der Elementzahl abhéngige, abzuspeichernde Anzahl von Gitterpunkten (Nyoa) zu grofs, um
noch in den zur Verfiigung stehenden Arbeitsspeicher hineinzupassen. Es gilt
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Niotal = (47”Le)d(€z9 + 1)d > (2ne)d(g + l)d > ng(p + 1)d > Npax.
= nd(p+4)? > ndp+2)? > nlp+1)? > (4.14)
_ N— [ —
p=38 p =16 p =32

Der Abbruchfehler wurde wie bereits im Abschnitt zuvor mit e = 10710 festgelegt, deshalb bein-
haltet Tabelle 4.6 nur die Gitter, deren Auflésung ausreicht, um diese Abbruchschranke auch
zu erreichen. Die sehr starke Ahnlichkeit der Konvergenzrate der beiden untersuchten Loser-
Varianten (siche Tabelle 4.4) besteht auch im vorliegenden Testszenario, deshalb werden in der
folgenden Tabelle nur die Ergebnisse bzgl. der Anwendung des MG-SJC-Losers angegeben.

Es zeigt sich, dass die Zahl der notwendigen Glattungen und die damit einhergehende Konver-
genzrate fiir alle betrachteten Polynomgrade, unabhéngig von der gewéhlten Raumdimension,
bis hin zu einer Problemgrofe von N ~ 10'° Unbekannten annihernd konstant ist. Weitere, mit
variierendem Helmholtz-Parameter A = 0; 10000, durchgefiihrte Tests belegen die Robustheit des
Losers bei dessen Anwendung auf das Poisson- und das diagonal dominierte Helmholtz-Problem.
Diese Daten werden jedoch, aufgrund der Analogie zu Tabelle 4.5, nicht mit angegeben. Abschlie-
Rend lasst sich feststellen, dass beide getesteten Mehrgitterloser robust gegeniiber der p- und h-
Verfeinerung sind. Das bedeutet, die zur Losungsfindung bendtigte Zyklenzahl ist bei beiden
Losern stark beschriankt. Da zusétzlich die tatsdchliche Zyklenzahl in allen Tests im einstelligen
Bereich liegt, lasst sich der Gesamtaufwand der Losungsphase (4.8) mit Wi » Wy abschétzen.
Somit gilt die in Tabelle 4.2 fiir einen einzelnen V-Zyklus angegebene Komplexitéit auch fiir die
Gesamtanzahl an V-Zyklen und demnach fiir die gesamte Losungsphase.
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4 Das Spektralelemente basierte Mehrgitterverfahren auf kondensierten Gittern

2r/h 2D 3D
N #Glattungen P N  #Glattungen P
32 - - - 16.777.216 8 0,055
64 - - - 134.217.728 8 0,049
x 128 1.048.576 7 0,037 1.073.741.824 7 0,036
= 256 4.194.304 7 0,031 - -
512 16.777.216 7 0,026 - -
1024 67.108.864 7 0,026 - -
2048 268.435.456 7 0,031 - -
4096 1.073.741.824 7 0,036 - -
8192  4.294.967.296 7 0,020 - -
8 - - - 2.097.152 6 0,012
16 - - - 16.777.216 6 0,018
© 32 262.144 6 0,017 134.217.728 7 0,035
n 64 1.048.576 6 0,018 1.073.741.824 7 0,037
B 128 4.194.304 6 0,018 8.5689.934.592 7 0,030
256 16.777.216 7 0,022 - -
512 67.108.864 7 0,024 - -
1024 268.435.456 6 0,019 - - -
2048 1.073.741.824 6 0,026 - - -
4096  4.294.967.296 7 0,034 - -
2 - - - 262.144 4 0,002
4 - - - 2.097.152 4 0,002
8 65.536 5 0,007 16.777.216 5 0,006
o 16 262.144 6 0,013 134.217.728 6 0,012
i 32 1.048.576 6 0,013 1.073.741.824 7 0,027
B 64 4.194.304 6 0,013 8.589.934.592 7 0,029
128 16.777.216 6 0,015 - -
256 67.108.864 6 0,018 - - -
512 268.435.456 6 0,019 - - -
1024 1.073.741.824 6 0,014 - - -
2048  4.294.967.296 6 0,021 - - -

Tabelle 4.6: Robustheit des MG-SJC-Ldsers gegeniiber der h-Verfeinerung bezogen auf die aus-
gewéhlten Polynomgrade p = 8,16 und 32 im zwei- (links) und dreidimensionalen Anwendungsfall
(rechts). Die Ergebnisse des MG-SJW-Losers entsprechen annéhernd exakt den hier gezeigten,
so dass auf deren separate Angabe verzichtet wird.
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5 Konzeption des parallelen Mehrgitterlosers

In diesem Kapitel werden alle Aspekte, die fiir das Versténdnis der parallelen Implementierung
des in Kapitel 4 hergeleiteten Verfahrens notwendig sind, erldutert. Der folgende Abschnitt gibt
einen kurzen Uberblick iiber die Architektur und Programmierung aktueller Hochleistungsrech-
ner. Zusétzlich werden Kriterien angegeben, die es ermdglichen, die Qualitét einer konkreten
parallelen Implementierung zu bewerten, und es wird erlautert, wie diese durch den Einsatz von
sogenannten Performance-Analyse Tools generiert und ausgewertet werden konnen. Danach wird
der Stand der Forschung im Bereich der parallelen Mehrgitterloser analysiert und anhand aktu-
eller Leistungskennzahlen bewertet. Abschlieffend wird in Abschnitt 5.3 die tatséchlich gewéhlte
Parallelisierungsstrategie vorgestellt und im Detail erklart.

5.1 Parallelrechner und Leistungsbewertungskriterien

Der bisher vorgestellte sequentielle Losungsansatz ermoglicht die effiziente Handhabung einer
sehr grofen Zahl von Unbekannten (N ~ 10%), welche jeweils einer Gleitkommazahl mit doppel-
ter Genauigkeit entsprechen. Deren Handhabung bedarf, unabhéngig von der benétigten Rechen-
zeit, sehr schnell eines enormen Arbeitsspeichers, welcher nur auf sogenannten Parallelrechnern
vorhanden ist. Dariiber hinaus ermdoglicht der Ubergang von der sequentiellen zur parallelen
Abarbeitung die Reduktion der Berechnungszeit um mehrere Grofenordnungen.

Aufbauend auf der Klassifikation nach Flynn [147, Seite 2| ist ein Parallelrechner ein Rech-
ner, der zu einem bestimmten Zeitpunkt mehrere Befehle (engl. instructions) und/oder mehrere
Datenworte (engl. data) bearbeiten kann. Dieser Einteilung folgend werden im Vergleich zum
Einprozessorrechner (SISD — Single Instruction — Single Data) zwei wesentliche Klassen von Par-
allelrechnern unterschieden. Dies ist zum einen die SIMD (Single Instruction — Multiple Data)
Klasse, welcher vor allem Feld- und Vektorrechner zugeordnet werden, und zum anderen die
MIMD (Multiple Instruction — Multiple Data) Klasse, welche die sogenannten Mehrkernprozes-
sorsysteme umfasst. Letztere treten am haufigsten in Form von sogenannten Clustern (86.4% aller
Top500-Systeme, Stand 06/2017) mit bis zu 10 Millionen Rechenkernen (Top 500, Stand 06,/2017)
auf. Ein Blick auf die Top500-Liste und in die heutige Prozessorarchitektur zeigt deutlich, dass
die SIMD Klasse nicht mehr als selbststdndige Parallelrechnerklasse wahrgenommen wird, son-
dern via Vektorisierung mit dem Einprozessorrechner verschmolzen ist. Wird derzeitig von einem
Parallelrechner gesprochen, handelt es sich dabei immer um ein MIMD-System. Je nach Art der
Prozessorkopplung eines Parallelrechners, wird zwischen speichergekoppelten oder nachrichten-
gekoppelten Systemen unterschieden. Erstere besitzen hierbei einen gemeinsamen Speicher (engl.
shared-memory), letztere einen verteilten Speicher (engl. distributed-memory). Systeme mit ge-
meinsamem Speicher gehen mit einem sehr hohen Realisierungsaufwand einher und sind bzgl.
ihrer Skalierbarkeit stark beschriankt. Systeme mit verteiltem Speicher erlauben hingegen eine
deutlich weitreichendere Skalierung. Diese wird hierbei durch die Kopplung von einer Vielzahl
von sogenannten Knoten (engl. nodes), welche durch ein Verbindungsnetzwerk gekoppelt sind,
erzielt. Die Knoten bestehen hierbei zumeist aus einem shared-memory-System mit einer sehr
geringen Zahl von Mehrkernprozessoren, welche aktuell bis zu 68 Rechenkerne besitzen kénnen.
Der Datenaustausch zwischen den Knoten erfolgt durch explizite Nachrichteniibermittlung (engl.
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5 Konzeption des parallelen Mehrgitterlsers

message passing). Die erzielte Skalierung héngt sehr stark vom verwendeten Verbindungsnetz-
werk, das heifst insbesondere von dessen Art und Topologie (z.B. Fat-Tree, Hypercube, mehrdi-
mensionale Tori) ab. In Abhéngigkeit vom ausgewéhlten Netzwerk sind inhomogene Bandbreiten
oder Latenzen mehr oder weniger stark ausgepriagt und nicht génzlich zu vermeiden. Sobald diese
auch knotenintern auftretenden Inhomogenititen zum bestimmenden Faktor der tatséchlichen
Berechnung werden, bricht die Skalierung zusammen. Die aktuell leistungsfihigsten Hochleis-
tungsrechner zihlen alle zu den distributed-memory-Systemen, welche in Form von Clustern rea-
lisiert sind. Deren struktureller Aufbau folgt dabei dem nachstehenden Schema: Cluster, Rack,
Blade, Node (Knoten), Socket, Core. Hierbei gilt, dass die Nachrichtenlaufzeiten von Letzterem
(Core) bis hin zum Rack stetig zunehmen. Eine effiziente parallele Programmierung muss die-
sem Sachverhalt durch Lokalisierung, das heifst durch ein minimales Kommunikationsaufkommen
iiber die einzelnen strukturellen Grenzen hinweg, Rechnung tragen.

In Anlehnung an die Art des Datenaustausches ergeben sich die zwei am weitesten verbreiteten
Programmiermodelle fiir Parallelrechner. Das shared-memory- und das message-passing-Modell.
Das erst genannte Modell wird derzeit durch OpenMP (Open Multi-Processing) [32] und das
letztgenannte durch MPI (Message Passing Interface Standard) [105] realisiert. Aufgrund der
Beschrankung des OpenMP Ansatzes auf shared-memory-Architekturen und der damit einher-
gehenden Einsatzbeschriankung auf Knotenebene wird dieser Ansatz im weiteren Verlauf der
Arbeit nicht weiter betrachtet und allein der message-passing-Ansatz verfolgt. Der fiir hoch pa-
rallele Anwendungen bestens geeignete Ansatz via MPI basiert auf dem konkreten Austausch
einzelner Nachrichten zwischen disjunkten Prozessen. Hierbei werden einzelne Daten zwischen
beliebigen Gruppierungen von Prozessen mit Hilfe des Aufrufs von Kommunikationsoperationen
ausgetauscht. Der einfachste Ansatz ist hierbei die Punkt-zu-Punkt-Nachricht, wie sie oftmals
bei der sogenannten nearest-neighbour-Kommunikation Verwendung findet. Bei diesem Szena-
rio werden Daten direkt zwischen zwei physikalisch benachbarten Prozessen ausgetauscht und
so zugleich dafiir gesorgt, dass die auftretenden Inhomogenitidten bzgl. Bandbreite und Latenz
auf ein Minimum beschréankt werden. Des Weiteren bietet MPI auch kollektive Operationen,
die den Datenaustausch zwischen beliebigen Gruppen von Prozessen ermdoglichen. Aufgrund des
stark ddmpfenden Einflusses, den diese Gruppenoperationen auf die Skalierung haben, sind diese
jedoch auf ein Minimum zu beschrénken. Zusédtzlich definiert der Standard deutlich iiber das
eigentliche message passing hinausgehende Erweiterungen wie etwa die parallele Ein-/Ausgabe
und weiterfiihrende Prozess-Verwaltungsaufgaben.

Um die Qualitét der parallelen Implementierung eines Algorithmus bewerten oder diese mit an-
deren Implementierungen vergleichen zu konnen, bedarf es aussagekriftiger Kennzahlen, deren
Wert in Relation zu den tatsdchlich genutzten Ressourcen steht. Eine der gebrauchlichsten Kenn-
zahlen ist die Beschleunigung (engl. Speedup) S5 (N), die ein sequentieller Algorithmus durch
Verwendung von P Prozessen erfahrt. Der Speedup ist dabei wie folgt definiert:

17 (N)
Tp(N)

NN | g (N) (5.1)

Sp(N) = vy = S

und Sp(N) =

Hierbei bezeichnet 77 (N) die Laufzeit eines optimalen sequentiellen Algorithmus bezogen auf
die Problemgrofe n, und T1(N) sowie Tp(N) die Laufzeit von dessen paralleler Implementie-
rung unter Verwendung von 1 bzw. P Prozessen. Die mehrdeutige Definition ist hierbei dem
Sachverhalt geschuldet, dass in der Praxis zumeist nur eine parallele Implementierung des Algo-
rithmus vorhanden und somit nur 77 (V) und nicht 77 (V) angegeben werden kann. Da der in
der vorliegenden Arbeit entwickelte Algorithmus in sequentieller und in paralleler Form vorliegt,
werden, sofern dies moglich und sinnvoll ist, jeweils beide Varianten des Speedup angegeben.
Dabei wird S5 (V) als absoluter und Sp(N) als relativer Speedup bezeichnet. Diese Gegeniiber-
stellung erlaubt zum einen, die Bewertung des Overheads, den die parallele Implementierung mit
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5 Konzeption des parallelen Mehrgitterlosers

sich bringt, und zum anderen einen fairen Vergleich mit anderen Entwicklungen, welche keine
sequentielle Version fiir die Berechnung des Speedup verwenden. Es sei hier angemerkt, dass im
bestmoglichen Fall ein linearer Speedup mit 1 < S7 < N erzielt werden kann. Der sogenann-
te superlineare Speedup ist theoretisch nicht moglich und ldsst sich in der Praxis immer auf
Cache-Effekte zuriickfiihren.

Eine weitere gebrduchliche Kennzahl ist die, ebenfalls in absoluter und relativer Form verwende-
te, parallele Effizienz E7},(N), welche wie folgt definiert ist:

(V)
P

Sp(N)
P

Er(N) = und Ep(N) = ~ Ep(N) (5.2)

Fir die theoretisch erreichbare Effizienz gilt % < ER(N) <1, welche zu gleich als Maf fiir den
Anteil der Laufzeit des sequentiellen Algorithmus an der Gesamtzeit angesehen werden kann.
Sowohl Speedup als auch die parallele Effizienz eignen sich sehr gut, um Aussagen iiber die Giite
der Skalierbarkeit eines Algorithmus, das heifft iiber dessen Leistungsverhalten bei Hinzunahme
von weiteren Prozessen unter Beibehaltung der Problemgréfse IV zu treffen. Dieses Szenario wird
auch als starke Skalierbarkeit (engl. strong scalability) bezeichnet. Diese Skalierung unterliegt
einer starken Begrenzung, welche abgeleitet aus dem Amdahlschen Gesetz 5| direkt vom nicht
parallelisierbaren, zwischen Null und Eins liegenden Anteil a des jeweiligen Algorithmus abhéngt
und mit S5(N) < % angegeben wird. Im Gegensatz zur starken Skalierung sind der Speedup und
die parallele Effizienz in ihrer herkdmmlichen Definition nicht fiir Aussagen bzgl. der schwachen
Skalierbarkeit (engl. weak scalability) eines Algorithmus geeignet. Von schwacher Skalierbarkeit
ist die Rede, wenn zusétzlich zur Prozessanzahl auch die Problemgrofe um den gleichen Faktor
vergrofert wird. Um hier Aussagen iiber die Giite treffen zu kénnen, bedarf es einer angepassten
Definition fiir die parallele Effizienz, welche zur Unterscheidung bzgl. der starken Skalierung im
Folgenden mit E}, bezeichnet wird. Es gilt:

Ty (N)

Ty(N) o
Tp(PN)

ELy(N) = ——
PN( ) TP(PN) PN

und EPN(N) = (5.3)

Hierbei bezeichnet Tp(PN) die Laufzeit, die benétigt wird, wenn ein P mal groferes Problem
mit P Prozessen gelost wird. Analog zur starken Skalierung gilt ILD < Epy(P) <1, wobei der
Wert Eins wiederum das bestmogliche Ergebnis reprasentiert.

Auf dem Weg zu einer performanten, parallelen Implementierung mit tausenden Prozessen be-
darf es bereits im Entstehungsprozess und in der abschliefenden Phase der Optimierung des
Einsatzes sogenannter Performance-Analyse-Programme. Ohne deren Einsatz, ist eine skalieren-
de Implementierung mit optimaler Effizienz so gut wie ausgeschlossen. Die allgemein erhéltlichen
Performance-Analyse-Programme verwenden drei unterschiedliche Konzepte zur Leistungsbewer-
tung, diese sind Benchmarking, Profiling/Sampling und Tracing. Bei Ersterem wird hauptséchlich
die Gesamtlaufzeit des Programms gemessen und somit die Moglichkeit geschaffen, unterschied-
liche Implementierungen beziiglich deren Laufzeit zu vergleichen. Das Benchmarking wird in der
vorliegenden Arbeit von der Anwendung selbst, anhand von synchronisierten ,system _clock® [54]
Auswertungen vorgenommen. Beim Profiling wird abhéngig von einem bestimmten Zeitintervall,
die zu analysierende Anwendung unterbrochen und deren Laufzeitverhalten in Form einer Stich-
probe (engl. sample) ausgewertet. Es handelt sich somit um eine statistische Gesamtanalyse, die
nicht das komplette Laufzeitverhalten wiedergibt und somit besteht immer das Restrisiko einer
deutlichen Abweichung von der Realitét. Das Tracing hingegen stellt einen voll deterministischen
Ansatz dar, bei welchem nur tatséchlich auftretende Ereignisse aufgezeichnet werden. Diese sind
bei jeder weiteren Analyse voll reproduzierbar. Sofern dem Tracing-Programm geniigend Puffer-
speicher zur Verfiigung gestellt wird, kdnnen alle Details der betrachteten Anwendung erfasst
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und ausgewertet werden. Es sei hier angemerkt, dass Anwendungen mit Tausenden von Prozes-
sen und langen Laufzeiten schnell den zur Verfiigung stehenden Pufferspeicher aufbrauchen und
in diesem Falle nur gezielt ausgewéhlte Ereignisse aufgezeichnet werden kénnen. Der grofse Vor-
teil des Tracings gegeniiber dem Profiling besteht, neben der Vollsténdigkeit der Analyse, in der
Moglichkeit, auch die MPI-basierten Kommunikationsoperationen aufspiiren und bewerten zu
koénnen, so dass letztendlich potentiell bestehende Skalierungsprobleme behoben werden kénnen.
In der vorliegenden Arbeit wird allein das Tracing zur Analyse der Implementierung verwendet.
Hierbei werden die benétigten Ereignisse und Daten mit Hilfe von VampirTrace [87] gesammelt
und via Vampir [93, 111] ausgewertet. Auf den Einsatz des VampirTrace Nachfolgers ScoreP
[94] wurde dabei bewusst verzichtet, da dessen Unterstiitzung der Programmiersprache Fortran
noch einzelne Liicken aufweist und momentan auch keine Mdglichkeit besteht, die Menge des
allokierten Speichers, wie dies etwa von VampirTrace unterstiitzt wird [88], zu erfassen.

5.2 Stand der Forschung

Die Entwicklung und Umsetzung von parallelen Techniken in Kombination mit Mehrgitterver-
fahren erlebte in den 1990er Jahren einen ersten Hohepunkt. In dieser Phase entstanden bereits
sehr umfangreiche Softwarepakete wie PLTMG [15] und UG [18], zu deren Funktionalitét von
vornherein auch die Mdoglichkeit der adaptiven Gitterverfeinerung gehort. Diese Kopplung von
Parallelisierung und Adaption gilt auch fiir die meisten im Folgenden beschriebenen Programm-
pakete. Da die Adaption einen hohen logistischen Aufwand bzgl. einer effizienten parallelen Pro-
grammierung mit sich bringt, kann deren Verwendung zu Programmen mit deutlich geringerer
paralleler Effizienz fithren, als dies fiir das gleiche Programm ohne Adaption der Fall wére. Der
Verlust an Effizienz ist hierbei hauptséchlich der dynamischen Lastverteilung [99, 142] geschuldet,
welche Strategien zur Gleichverteilung des Rechenaufwandes, die Minimierung der Kommunika-
tionskosten und die Lastverteilung selbst umfasst. Dies sei hier deshalb explizit erwahnt, da der
in dieser Arbeit entwickelte Mehrgitterloser iiber keine Funktionalitdt zur Gitteradaption ver-
fligt und somit ein direkter Vergleich bzgl. der Effizienz und des Speedups der im Folgenden
aufgefithrten Loser nicht in jedem Fall représentativ ist.

Die seit dem ersten Hohepunkt stetig weitergefiihrten Forschungsarbeiten fiihrten in den letz-
ten Jahren zu einer Vielzahl von neuen Softwarepaketen. Hierzu zdhlen auch Neuauflagen der
eingangs erwahnten Loser. Es zeigt sich jedoch, dass die Skalierbarkeit, trotz der Vielfalt der
eingesetzten Losungsansétze (algebraisches und geometrisches Mehrgitter, direkte Grobgitterlo-
ser, Mehrgitter vorkonditionierte Krylov-Unterraum-Verfahren), noch immer eine Herausforde-
rung darstellt und dass diese sich mit dem Aufkommen von hoch-parallelen Supercomputern mit
Hunderttausenden von Rechenkernen noch verschérft hat. Aktuelle Implementierungen erreichen
auf solchen Systemen eine ,schwache Skalierbarkeit” (engl. weak scaling) von 60 bis 80 Prozent
(z.B.: Peano (30, 152|, HHG [60], Dendro [130], dunell |14, 20|, ug4 [71]). Wird stattdessen die
Problemgrofie insgesamt konstant gehalten (,starke Skalierbarkeit” — engl. strong scaling), sinkt
die parallele Effizienz spétestens ab 1000 Rechenkernen erheblich. Die eingangs erwdhnten Loser
erzielen hierbei Werte im Bereich von maximal 20-30%. Die obere Schranke von 30% ist hierbei
reprasentativ und gilt fiir alle bekannten h-Mehrgitter-basierten Loser.

Ein Grund fiir die relativ schlechte Skalierbarkeit von Mehrgitterverfahren liegt in der stufenwei-
sen Vergroberung der diskreten Gleichungen [146], in deren Folge die Zahl der Unbekannten auf
dem grobsten Gitter in der gleichen Grofsenordnung liegen kann wie die Zahl der Rechenkerne,
oder diese sogar unterschreitet. Aufgrund des elliptischen Charakters ist das Grobgitterproblem
global gekoppelt, wodurch die Latenz des Netzwerks zum begrenzenden Faktor wird [58]. Als
Folge nimmt der Anteil des Grobgitterlosers an der Laufzeit mit steigender Prozesszahl drama-
tisch zu [60]. Eine mogliche Gegenmafnahme besteht in der Reduktion der Partitionszahl auf
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den groberen Gittern [36, 71]. Ein anderer Ansatz besteht darin, zu gewéhrleisten, dass zu jedem
Zeitpunkt des Losungsprozesses, jeder Partition geniigend Gitterelemente zur Verfiigung ste-
hen. Wird diese Herangehensweise in Verbindung mit einem h-Mehrgitterloser umgesetzt, fithrt
dies jedoch zu einer reduzierten Konvergenzrate und zu ungeniigenden Problemgréfsen auf dem
grébsten Gitter. Einen naheliegenden Losungsansatz fiir dieses Problem stellt der Ubergang auf
ein p-Mehrgitter-basiertes Verfahren dar, denn diese besitzen die inhérente Eigenschaft, dass
die einmal fiir eine Partition festgelegte Elementanzahl, unabhéngig von der jeweils betrachteten
Mehrgitterebene, konstant bleibt. Insbesondere der Ubergang zu hohen Polynomgraden 8 < p < 32
fithrt, neben der verbesserten, exponentiellen Konvergenz, zu einer sehr grofsen Zahl (~ pd) von
Knoten im Elementinneren. Dieser Prozess lasst sich als Lokalisierung der Rechenlast interpretie-
ren und ermoglicht hoch effiziente Matrix-Matrix-Operationen, welche zusédtzlich zur allgemein
angewendeten Gebietszerlegung eine weitere Moglichkeit der Optimierung (Parallelisierung und
Vektorisierung) bieten.

Einen eindeutigen Beleg fiir die Effizienz von p-Mehrgitterverfahren liefert der Simulationscode
NEK5000 [7], welcher bereits im Jahr 2010 bei einer starken Skalierung von 32.786 auf 262.144
Rechenkerne eine parallele Effizienz von 71% erreichte [91] und damit eine Ausnahmestellung
unter den Mehrgitter-basierten Ldsern einnimmt. Dariiber hinaus belegen aktuelle Veroffentli-
chungen [50, 131] eine starke Skalierung von bis zu 60%, wenn die Anzahl der Rechenkerne auf
bis zu eine Millionen erhéht wird. Das dem Skalierungstest zugrunde liegende Gitter besteht
aus 128 Tensorprodukt-basierten Hexaederelementen der Ansatzordnung p = 15, so dass das zu
16sende Gleichungssystem rund 7,1 Milliarden Unbekannte umfasst. Es sei hier angemerkt, dass
der zu Beginn des Abschnitts erwdhnte HHG-Loser bereits in der Lage ist, Gleichungssysteme mit
mehr als der einhundertfachen Menge von Unbekannten zu 16sen. Abschliefend l4sst sich darauf-
hin feststellen, dass Mehrgitter-basierte Losungsverfahren, die bis zu eine Billionen Unbekannte
(~ 10'%) auf bis zu einer Millionen Rechenkernen (~ 10°) handhaben und dabei eine schwache
als auch starke parallele Effizienz von 60-80% erzielen, den Stand des aktuell Moglichen repra-
sentieren. Vor dem Hintergrund der fiir den Zeitraum von 2018 [37] bis 2023 [17, 75| geplanten
Bereitstellung von ersten, mit bis zu 109 Rechenkernen ausgestatteten, Exascale Systemen, gilt
es, die Anzahl der von Mehrgitterlésern handhabbaren Unbekannten bis auf zehn Billionen 103
zu erhohen, denn nur so ist sicherzustellen, dass die Kommunikation nicht zur dominierenden
Komponente des Losungsprozesses wird [50].

Ein aussagekriftiger Vergleich bzgl. der Laufzeit der einzelnen Mehrgitterloser ist trotz detail-
lierter Literaturstudie nicht mdglich, denn in den seltensten Féllen werden hinreichend genaue
Angaben zum jeweils verwendeten Parametersetting gemacht. Da die im Einzelnen angegebe-
nen Laufzeiten jedoch nur in Verbindung mit der jeweils verwendeten Rechnerplattform und der
gewéahlten Abbruchgenauigkeit sowie der damit verbundenen Zyklenzahl verglichen werden kon-
nen, kénnen hierzu keine vergleichenden Angaben gemacht werden. Um jedoch fiir die Zukunft
eine bessere Vergleichbarkeit der einzelnen Loser zu gewéhrleisten, werden die eben genannten
Kenngrofen fiir den in dieser Arbeit entwickelten Loser im Kapitel 6 detailliert aufgefiihrt.

Die zur Losung des Grobgitterproblems eingesetzte schnelle Fourier-Transformation ist bereits
seit geraumer Zeit [38] bekannt und gehort zum Standardrepertoir diverser numerischer Biblio-
theken. Dennoch wurden in den letzten zwanzig Jahren stetig neue Strategien verdffentlicht,
welche die Performance der FFT immer wieder verbessert haben. Den Hauptzweig dieser Ent-
wicklung stellt hierbei die Parallelisierung der FFT dar, deren Historie in der Arbeit von Ayala
und Wang [9] ausgiebig erlautert wird. Die in dieser Arbeit geschilderte, fiir den Endanwen-
der schwer zu tiberblickende, Vielfalt, motivierte seit jeher die Bereitstellung und Verwendung
vertrauenswiirdiger FFT-Bibliotheken. Die FFTW-Bibliothek [55] hat sich hierbei als Standard
etabliert. Die rasante Entwicklung der letzten Jahre bzgl. der nutzbaren Anzahl an Rechenkernen
hat jedoch gezeigt, dass die FFTW, trotz der Moglichkeit der Parallelverarbeitung auf verteil-
tem Speicher, nur bedingt fiir den Einsatz im hochparallelen Bereich geeignet ist. Dies liegt zum
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einen an der generellen Einschrinkung der FFT, nur maximal d — 1 Dimensionen effizient fiir
die Gebietszerlegung nutzen zu kénnen, und zum anderen daran, dass die FF'TW selbst nur die
Parallelisierung via eindimensionaler Gebietszerlegung unterstiitzt [118]. Diese Einschrinkung
entspricht im zweidimensionalen Anwendungsfall zwar noch dem optimal Mdoglichen, hat aber
mit jeder weiteren hinzukommenden Raumdimension einen immer grofer werdenden negativen
Effekt. Beispielsweise ergibt sich fiir den dreidimensionalen Anwendungsfall mit n3 Elementen
eine Beschrinkung der Skalierung auf maximal n, Prozessoren. Der mit den n? Elementen pro-
portional zunehmende Speicheraufwand sorgt zusétzlich dafiir, dass die Anzahl der tatséchlich
einsetzbaren Prozessoren P,, viel kleiner als die Anzahl der vorhandenen Prozessoren P4 ist.

Die aktuellsten, den Stand der Forschung reprisentierenden parallelen FFT-Bibliotheken: PSDFFT
[42, 118|, 2DECOMP&FFT 98|, PFFT [121], verwenden im dreidimensionalen Anwendungsfall
eine zweidimensionale Gebietszerlegung [26] (engl. pencil decomposition). Es sei angemerkt, dass
die genannten Bibliotheken beziiglich deren Grundfunktionalitdt zumeist wiederum die FFTW
verwenden. Der direkte Vergleich beziiglich der Skalierbarkeit [118, 121] zeigt, dass die P3DFFT
und die PFFT mit einer Effizienz von 45% bzgl. der schwachen Skalierung auf bis zu 65.536
Rechenkernen das Maf der Dinge représentieren. Studien auf dem HPC System JuGene (Blue-
Jene-P) [84] belegen sogar deren Eignung fiir Berechnungen mit 262.144 Rechenkernen [121].
Hierbei sinkt die parallele Effizienz jedoch deutlich und betrdgt abhéngig von der gewahlten
Problemgrofe N = nd mit 512 < n, < 1024 maximal 20%.

5.3 Grundlegende Struktur und Parallelisierung

Der folgende Unterabschnitt widmet sich génzlich der tatsédchlichen parallelen Realisierung des in
Kapitel 4 entwickelten Mehrgitterlosers. Hierfiir wird zunéchst dessen Speicherbedarf analysiert,
und anhand dessen die dem Léser zugrunde liegende Gitterhierarchie erldutert. Anschlieffend
wird in Abschnitt 5.3.2 die gewéhlte Gebietszerlegung aufgezeigt und abschliefsend in 5.3.3 das
daraus abgeleitete Kommunikationsschema als auch dessen tatsdchliche Umsetzung dargestellt.

5.3.1 Analyse des Speicherbedarfs

Die vom Mehrgitterloser benotigten, doppelt genauen Datenfelder werden, unabhéngig von der
gewahlten Raumdimension, in einer dreistufigen Gitterhierarchie bereitgestellt. Die erste Ebene
bilden dabei die vollstdndigen, die zweite Ebene die kondensierten und die dritte Ebene die
glatterspezifischen Gitter. Es sei darauf hingewiesen, dass alle Gitter, im sequentiellen wie im
parallelen Fall, fiir den Einsatz in Kombination mit sogenannten Geisterzellen (sieche Abbildung
5.1 und 5.2) vorgesehen sind. Diese, auch ghost, guard oder halo grid points genannten, Zellen
dienen im parallelen Fall dem Datenaustausch zwischen den einzelnen Prozessen und beinhalten
Datenkopien bestimmter disjunkter Prozesse. Fiir die Geisterzellen wird exakt eine zusétzliche
Gitterkomponente (Element, Flache, Kante, Ecke, Stern) an jedem Gebietsrand bereitgestellt.
Der damit einhergehende Speichermehraufwand wird bei allen folgenden, elementabhéngigen
Betrachtungen durch einen Offset von Zwei berticksichtigt.

Bei den vollstéandigen Gittern wird jedes Element separat abgespeichert. Der damit einherge-
hende Nachteil der mehrfachen Abspeicherung von Gitterpunkten auf den Elementgrenzen wird
dabei aufgrund der diesem Ansatz inhérenten, einfachen Logistik als akzeptabel erachtet. In
Abhéngigkeit vom Polynomgrad p, der Elementzahl ng und der verwendeten Raumdimension
d miissen demnach (p + 1)%(n. + 2)? Gitterpunkte fiir jedes verwendete Gitter abgespeichert
werden. Der Loser benotigt zu keiner Zeit mehr als zwei volle Gitter. Eines fiir die Losung u
und eines fiir die rechte Seite f (siehe Gleichung 3.22). Bei den kondensierten Gittern hingegen
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(a) Geisterzellen im 2D-Fall (b) Geisterzellen im 3D-Fall

Abbildung 5.1: Schematische Darstellung der in Kombination mit vollen Gittern verwendeten
Geisterzellen (hellgrau). An jedem Rand des Kerngebietes (dunkelgrau) wird jeweils genau ein
zusétzliches Gitterelement als Geisterzelle genutzt. Das Kerngebiet darf hierbei aus beliebig vielen
Elementen bestehen. Der dargestellte Spezialfall (ein Element), dient allein der Ubersicht und
reprasentiert zugleich die groftmogliche und zugleich ungiinstigste Relation zwischen realen und
fiktiven Gitterzellen, die bei der Verwendung von Geisterzellen auftreten kann.

werden nicht die Elemente, sondern nur deren Ecken, Kanten und Flachen abgespeichert. Jede
Komponente wird hierbei in einer separaten Instanz abgelegt. Sofern moglich, werden diese noch
ein weiteres Mal beztiglich ihrer Orientierung (Richtung des Normalenvektors) separiert. Damit
ergeben sich im zweidimensionalen drei und im dreidimensionalen Anwendungsfall sieben unter-
schiedliche Instanzen. Die tatséchliche Zahl der abzuspeichernden Gitterpunkte betrégt hierbei
(ne +2)? fiir die Ecken, d(p - 1)(ne + 2)¢ fiir die Kanten und d(p - 1)?(n, +2)? fiir die Flichen
(nur im 3D-Fall vorhanden). Der Ubergang auf das kondensierte Gitter bietet drei entscheiden-
de Vorteile: Es werden keine Gitterpunkte mehrfach abgespeichert, die inneren, nicht benétigten
Knoten eines Elementes werden nicht abgespeichert und die Quote der Cache-Verfehlungen (engl.
cache misses) wird aufgrund der gesteigerten Lokalitdt deutlich reduziert. In Abhéngigkeit von
der jeweiligen Mehrgitterebene | werden maximal vier kondensierte Gitter eingesetzt. Jeweils
eines fiir: die gesuchte Losung @, die rechte Seite f (sieche Gleichung 3.33), das Residuum und
die exakte, vorgegebene Losung. Die gliatterspezifischen Gitter dienen der optimalen Berechnung
der Glattung und beinhalten jeweils den kompletten Wirkungsbereich des SJW bzw. SJC Glat-
ters (siehe Abbildung 4.5 (a) und (c)). Die tatséchliche Zahl der fiir beide Varianten benétigten
Gitterpunkte betrégt hierbei (1+2(p—1)d+12(p—1)2(d-2))(ne +2)¢, wobei die SJIC Variante
noch ein zusitzliches Hilfsgitter mit (1+2d(p+1/2) +12(d - 2)(p+1/2)?)(n. +2)¢ Punkten benétigt.

Der in Abbildung 5.3 angegebene Gesamtspeicherverbrauch beinhaltet, zusétzlich zu den bisher
beschriebenen Gittern, die Operatoren fiir die Kondensation (siehe 3.32, 3.36) und den Mehr-
gittertransfer (siehe 4.2) sowie einige Hilfsgrofen und Parameter. Allerdings ist deren Anteil am
Gesamtverbrauch, mit Ausnahme der im Folgenden beschriebenen Konfiguration, zu vernach-
lassigen. Wird im dreidimensionalen Anwendungsfall der Polynomgrad mit p = 32 gewéahlt, liegt
der Speicherbedarf fiir den kondensierten Operator bereits im Gigabyte-Bereich. Dies ist insofern
kritisch, da diese Operatoren zum sequentiellen Anteil des Losers gehéren und demnach jeder
Prozess eine volle Kopie von diesen bendtigt. Das wiederum hat zur Folge, dass der auf einem
Knoten zur Verfiigung stehende Arbeitsspeicher bereits zu einem Grofsteil allein von diesen Ope-
ratoren aufgebraucht wird und somit nicht fiir die eingangs beschriebenen Gitter zur Verfiigung
steht. Diese Problematik verschéarft sich mit steigender Prozessanzahl. Eine mogliche Losung des
Problems wiire hier der Ubergang zu einer hybriden Parallelisierung (MPI + OpenMP) auf Kno-
tenebene, da hier nur eine Instanz aller Operatoren fiir alle beteiligten Threads benétigt wird.
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‘
(a) Kondensiertes Gitter (b) Kondensiertes Gitter  (c) Kondensiertes Gitter (d) Hilfsgitter
(1. Kante) (2. Kante) (Ecken) (Sternglétter)

Abbildung 5.2: An Abbildung 5.1 angelehnte Darstellung, der in Kombination mit dem kon-
densierten (a—) und dem Hilfsgitter (d) verwendeten Geisterzellen (hellgrau). Analog zum vollen
Gitter, wird abermals genau eine zusétzliche Gitterkomponente (Kante (a—b), Ecke (c), Stern(d))
als Geisterzelle genutzt. Jedem Gitterelement aus Abbildung 5.1 lésst sich exakt eine Kante glei-
cher Orientierung, eine Ecke und ein Stern (jeweils dunkelgrau) zuordnen. Die Zuordnung im
dreidimensionalen Fall erfolgt analog. Es sei jedoch darauf hingewiesen, dass bei diesem noch
drei zusétzliche Flichen (x, y, z orientiert) und die z-orientierte Kante zu beriicksichtigen sind.

Dieser Ansatz wird im Rahmen der vorliegenden Arbeit auch dahingehend nicht weiter verfolgt,
da, wie spéter im Ergebnisteil (Abschnitt 6.3.1) gezeigt, die dreidimensionale Variante mit Poly-
nomgrad p = 32 die schlechtesten Laufzeiten aller untersuchten Varianten aufzeigt. Die Ergebnisse
der in Abbildung 5.3 dargestellten Analyse basieren auf einer Folge von Testproblemen, bei de-
nen die Zahl der Unbekannten und damit die Grofle der zugrunde liegenden, vollen Gitter, durch
Variation der Elementzahl und des Polynomgrades, ansteigt. Zuerst wird hierbei die in Zwei-
erpotenzen ansteigende Elementzahl ng mit n, > 2 variiert. Die maximale Elementobergrenze
ist so gewihlt, dass die Auflésung des jeweils groften verwalteten Gitters p?nd = 1.073.741.824
Gitterpunkten entspricht. Der Polynomgrad ist mit p = 4, 8,16, 32 festgelegt. Unabhéngig vom
eingesetzten Glétter (5.3 a—d) markiert ein Speicherverbrauch von null Byte den Beginn der
Analyse einer neuen Testkonfiguration. Jede Konfiguration ist von vier Phasen (jeweils vier Pla-
teaus) gepragt. In der ersten Phase werden die zwei vollen und direkt danach in Phase zwei
die kondensierten Gitter allokiert. Aus Optimierungsgriinden wird im Anschluss eines der vollen
Gitter deallokiert (erste Senke) und direkt danach das bzw. die glatterspezifischen Gitter gene-
riert. Abschliefsend werden diese und alle fiir die Rekondensation unnétigen, kondensierten Gitter
wieder deallokiert. Zu Beginn der letzten Phase wird das zweite der vollen Gitter, welches fiir die
Rekondensation zwingend erforderlich ist, reallokiert. Es zeigt sich, dass der Speicherverbrauch,
unabhéngig von Glatter und Raumdimension, mit steigendem Polynomgrad deutlich abnimmt.
Dabei ist jedoch zu beobachten, dass der dreidimensionale Ansatz erheblich mehr Speicher als
der zweidimensionale Ansatz erfordert. Im Vergleich mit dem durchschnittlich auf Knotenebene
verfiigharen Arbeitsspeicher aktueller HPC-Systeme (Bsp.: Taurus 64 GB [158]) bedeutet dies,
dass der Polynomgrad und die Raumdimension schnell zum begrenzenden Faktor fiir die maximal
mogliche Systemgrofie werden.

Die in diesem Abschnitt durchgefithrte Analyse des Speicherverbrauches zeigt, dass nur eine
eingeschréankte Menge der bisher eingesetzten Parameterkonfigurationen fiir grofiskalige Skalie-
rungstests geeignet ist. Im zweidimensionalen Fall handelt es sich hierbei um alle Settings mit
Polynomgrad p > 8 und im dreidimensionalen Fall um alle Settings mit Polynomgrad 8 < p < 16.
Es sei jedoch explizit darauf hingewiesen, dass diese Beschrankung nur gilt, sofern Simulationen
mit einer Auflésung von einer Billionen (10'?) und mehr Gitterpunkten angestrebt werden.
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Abbildung 5.3: Uberblick iiber den Gesamtspeicherverbrauch in Abhingigkeit des eingesetzten
Glatters und der Raumdimension d. Es wird jeweils der Speicherverbrauch bei Verwendung un-
terschiedlicher Gitter mit ansteigender Elementzahl und ansteigendem Polynomgrad dargestellt.
Zuerst wird hierbei die in Zweierpotenzen ansteigende Elementzahl ng mit n. > 2 variiert. Die
maximale Elementobergrenze ist so gewéhlt, dass die Auflésung des jeweils grofsten verwalteten
Gitters pdng = 1.073.741.824 Gitterpunkten entspricht. Es sei zu beachten, dass die tatsachli-
che Anzahl der abzuspeichernden Gitterpunkte (p + 1)dng betragt. Der Polynomgrad ist mit
p=4,8,16,32 gewahlt. Die abgebildeten Laufzeiten sind nicht repréasentativ.
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5.3.2 Zwei- und dreidimensionale Zerlegung

Um den im vorangegangenen Kapitel vorgestellten Losungsansatz via distributed-memory Kon-
zept zu parallelisieren, muss das jeweils betrachtete Losungsgebiet €2 der sogenannten Gebietszer-
legung (auch Dekomposition bzw. domain decomposition genannt) unterzogen werden. Bei dieser
Zerlegung wird das Gesamtgebiet in Partitionen (P) aufgeteilt. Die hierfiir notwendige Vorge-
hensweise entspricht dabei exakt der bereits in Zusammenhang mit Gleichung (3.9) beschriebe-
nen, elementbasierten Zerlegung des Gebietes €). Demzufolge bilden die einzelnen Elemente €2,
die kleinstmogliche Grofse einer Partition (Abbildung 5.1). Im Normalfall jedoch bestehen die
einzelnen Partitionen aus mehreren zusammenhéngenden Elementen. Im Anschluss an diesen,
als Partitionierung bezeichneten, Prozess werden die Partitionen einzelnen Prozessen zur Be-
arbeitung zugeordnet. Die Zuteilung erfolgt dabei so, dass jedem Prozess exakt eine Partition
zuteilwird. Um, wie bei der Anwendung des entwickelten Stern-Glétters notwendig (Abbildung
4.5), auch am Rand der Partitionen auf benachbarte Gitterelemente zugreifen zu kénnen, wird
jede Partition mit Geisterzellen ausgestattet (siehe Abbildung 5.1 und 5.2). Bevor nun eine neue
Iteration auf dem gesamten Gitter berechnet werden kann, muss der Inhalt aller Geisterzellen
aktualisiert werden. Die Aktualisierung bedarf dabei einer Synchronisation der jeweils beteiligten
Prozesse und der Kommunikation der benétigten Daten. Der parallele Losungsprozess unterteilt
sich somit in die zwei Phasen Synchronisation/Kommunikation und Berechnung. Beide Phasen
werden hierbei mafgeblich von der gewéhlten Partitionierung beeinflusst. Zum einen bedingt die
Struktur der gewéhlten Partitionierung das fiir den Geisterzellenaustausch notwendige Muster
der Kommunikation und somit den Kommunikationsaufwand. Zum anderen bestimmt die gew&hl-
te Partitionsgrofe und -form direkt die Dauer der Berechnung und somit die Wartezeit bis zur
néchsten Synchronisation. Dieser bisher geschilderte Einfluss der Partitionierung auf die Effizienz
des gesamten Losungsprozesses verstiarkt sich deutlich, wenn die Partitionen einzelner Prozesse
in ihrer Form und Grofle variieren. Findet diese Variation nicht nur ortlich, sondern auch zeitlich
statt, stellt dieser auch als dynamische Partitionierung bezeichnete Prozess, hochste Anspriiche
an die gesamte Parallelisierung.

Wie bereits in Kapitel 3 ausreichend diskutiert, wird bei dem vorliegenden Loésungsansatz auf
die Implementierung einer Gitteradaption génzlich verzichtet. Dies und der Sachverhalt, dass das
verwendete p-Mehrgitterverfahren garantiert, dass zu keinem Zeitpunkt des gesamten Losungs-
prozesses eines der Gitterelemente génzlich aus dem Berechnungsprozess verschwindet, machen
den Einsatz einer dynamischen Partitionierung tiberfliissig. Der interessierte Leser findet jedoch
in [99] eine ausfiihrliche Darstellung der gesamten Problematik. In der vorliegenden Implemen-
tierung werden stattdessen zwei statische Partitionierungen eingesetzt. Eine fiir das Grobgit-
terproblem (4.2 (iii)) und eine fiir alle tibrigen Operationen. Diese Zweiteilung in eine Grob-
(Ilg) und eine Feingitterpartitionierung (IIg) ist hierbei direkt dem Einsatz des FFT basierten
Grobgitterlosers geschuldet. Die schnelle Fourier-Transformation erlaubt an sich nur eine d — 1
dimensionale Gebietszerlegung [9]. Beide Partitionierungen (siche Abbildung 5.4 und 5.5) ha-
ben gemeinsam, dass diese zu Beginn des Losungsprozesses einmalig berechnet werden und dass
innerhalb der jeweiligen Partitionierung, alle beteiligten Prozesse identische Partitionen (Gro-
e und Form) bearbeiten. Unter der Annahme, dass jede Partition jeweils exklusiv auf gleich
schnellen Prozessoren berechnet wird, erzwingen die bisher angefithrten Vorgaben eine optimale
Lastbalance innerhalb der beiden Gitterpartitionierungen. Die Lastbalance ist hierbei ein auf
alle Prozesse bezogenes Mafs fiir die Gleichméfigkeit der Rechenlastverteilung und zeitgleich ein
zentraler Indikator fiir die Giite einer parallelen Implementierung [99]. Basierend auf der Dar-
stellung von Pilkington und Baden [119], ist die Lastbalance A wie folgt definiert:

Durchschnittliche Rechenlast der Partition
Lastbalance = - - " (5.4)
Maximale Rechenlast einer Partition
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(a) zweidimensionale Gitter (b) dreidimensionale Gitter
(realisiert als 2D-Torus) (realisiert als 3D-Torus)

Abbildung 5.4: Darstellung der fiir alle feinen Gitter verwendeten Partitionierung HdF. Einzelne
Partitionen lassen sich anhand ihrer spezifischen Farbe identifizieren. Die Farbe markiert zugleich
die unterschiedliche Prozesszugehorigkeit. Zweidimensionale Gitter (a) werden in Rechtecke und
dreidimensionale Gitter (b) in Quader zerlegt. Partitionen gleicher Dimension besitzen alle die
gleiche Grofe und Form. Die transparenten Aufienflichen ohne Gitterlinien dienen der Veran-
schaulichung der durch die Verwendung von zyklischen Randwerten bedingten Torusstruktur.

Bei separater Betrachtung der Lastbalance bzgl. der Grob- (Ag) und der Feingitterpartitionie-
rung (Ap) ergibt sich jeweils eine optimale Lastbalance mit dem Wert Eins. Wird hingegen die
Lastbalance Agp fiir den gesamten Losungsprozess betrachtet, nimmt diese nur fiir eine spezielle
Klasse von Gitternkonfigurationen den Wert Eins an. Hierbei handelt es sich um alle Gitter, bei
denen die zur Diskretisierung einer d — 1 dimensionalen Flédche eines d dimensionalen Gebietes
eingesetzte Elementzahl grofer ist, als die Anzahl der fiir die Parallelisierung verwendeten Pro-
zesse (Abbildung 5.5). Im Regelfall kehrt sich dieses Verhéltnis jedoch um, so dass wihrend der
Crobgitterlosungsphase bis zu P'/* Prozesse keine Partition zugeteilt bekommen (Abbildung 5.6).
Unter der Annahme der idealen Lastbalance innerhalb einer Partitionierung (identische durch-
schnittliche und maximale Rechenlast) ergibt sich folgende Darstellung der Gesamtbalance:

(a) zweidimensionale Gitter (b) dreidimensionale Gitter
(realisiert als 2D-Torus) (realisiert als 3D-Torus)

Abbildung 5.5: Darstellung der im Zusammenhang mit dem Grobgitterloser eingesetzten Par-
titionierung 114, (I1% in (a) und IIZ, in (b)). Einzelne Partitionen lassen sich anhand ihrer spe-
zifischen Farbe identifizieren. Die Farbung ist bewusst gewéhlt und entspricht exakt der aus
Abbildung 5.4. Partitionen gleicher Farbe sind dem gleichen Prozess zugeordnet.
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(a) Vier Elemente mit  (b) Vier Elemente mit nur  (c) Acht Elemente mit (d) Acht Elemente mit nur
vier Prozessen losbar zwei Prozessen losbar acht Prozessen lésbar vier Prozessen losbar

Abbildung 5.6: Darstellung der maximalen Reduktion der nutzbaren Prozessanzahl, die beim
Wechsel von Fein- (a, c¢) zu Grobgitterstrukturen (b, d) auftritt. Das skizzierte Maximum tritt
immer dann auf, wenn jedes Element des feinen Gitters genau einem einzelnen Prozess Pr = ne

zugeordnet ist. Im zweidimensionalen (a, b) reduziert sich die Zahl auf P = n;/ > und im drei-
dimensionalen Anwendungsfall (c, d) auf P = n/°.

(WEP+WEP TP whewEpH  wk . w§
wWE+w§ Wh+w§ WE+w§  (WE+w§)P'/

Agp(P) = (5.5)

Hierbei bezeichnet W, die fein- oder grobgitterbezogene Rechenlast einer Partition unter Verwen-
dung von P Prozessen. Um die obige Darstellung weiter zu vereinfachen, werden im Folgenden
die tatsiichlichen Rachenlasten durch deren Verhiltnis zueinander (Cp = WE/wg) substituiert.
Daraus folgt fiir Gleichung (5.5):

CpW§ w§ Oy 1

A (P)= + = +
ar(F) CoWS+WS  (C,WE+WE)PYe  Cp+l  (Cp+1)PYe

(5.6)

Unter Ausnutzung der jeweils angewendeten Partitionierungsstrategie kann das Lastverhéltnis
Cp auf das sequentielle Lastverhéltnis C] zuriickgefiihrt werden. Es gilt:

WF
o WE_(F) v G 5.7
Prws o (WE N weEpYe o p (5:7)
Fo(o&) T
P d
Eingesetzt in Gleichung (5.6) erlaubt dies folgende Darstellung der Lastbalance:
£ 1 C;+1
1/d 1
Apw(P)=A..(P,C,,d) = L5+ = (5.8)
G G e
R R

Die obige Gleichung fiir Agp ermdglicht eine nur auf der Prozessanzahl, der Dimension und
dem sequentiellen Ausgangslastverhéltnis beruhende Abschédtzung der Lastbalance. Abbildung
5.7 zeigt deren tatsdchlichen Verlauf fiir ausgewahlte Grofenordnungen von Cp. Es zeigt sich,
dass hinsichtlich des Einsatzes von bis zu einer Millionen Prozessen nur Konfigurationen mit
C1 > 100 eine akzeptable Lastbalance aufweisen. Des Weiteren ist festzustellen, dass der dreidi-
mensionale Anwendungsfall im Vergleich mit dem zweidimensionalen Fall bereits fiir deutliche
kleinere Lastverhiltnisse ausreichend balanciert (105 — 10° Prozesse). Die bisher durchgefiihrte

60



5 Konzeption des parallelen Mehrgitterlosers
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Abbildung 5.7: Doppelt logarithmische Darstellung der nach Gleichung (5.8) abgeschitzten,
gitteriibergreifenden Lastbalance Agp(P,C1). Der Faktor Cy = Wiy, / Wiy, entspricht dem se-
quentiellen Ausgangslastverhéltnis von Fein- (IIp) und Grobgitterpartitionierung (Il ). Jede der
vier dargestellten Kurven ( zwei- (a) bzw. dreidimensionaler Fall (b)) reprasentiert die auf ei-
ne unterschiedliche Groflenordnung des Lastverhéltnisses bezogene Lastbalance. Die schwarze,
horizontale Linie dient der besseren Ubersicht und markiert eine Lastbalance vom Wert 0.9.

Analyse bezieht jedoch in keiner Weise das tatsdchlich bestehende sequentielle Ausgangslastver-
héltnis mit ein. Anders als bei herkbmmlichen h-Mehrgitterverfahren ist fiir dieses beim Einsatz
von p-Mehrgitterverfahren im Allgemeinen ein deutlich héherer Wert zu erwarten. Das Cy Ver-
héltnis fiir den im Rahmen dieser Arbeit entwickelten, kondensierten, p-Mehrgitterloser lasst sich
direkt aus der in Tabelle 4.2 (Zeile 2) angegebenen Komplexitét ableiten. Hierbei reprasentiert
jeweils der erste Term den Arbeitsaufwand fiir die Fein- und der zweite Term den Aufwand
fiir die Grobgitterkomponente. Es sei angemerkt, dass beide Terme einer idealisierten Last ent-
sprechen und deren Wert in der Realitdt zum Teil deutlich vom Optimum abweichen kann.
Insbesondere die in den ersten Term einfliefenden Lastkonstanten Cg und Cp haben hier einen
deutlichen Einfluss auf das C; Verhéltnis. Die Abbildung 5.8 zeigt die theoretisch zu erwarten-
den Ausgangslasten der Implementierung. Es ist deutlich zu erkennen, dass fiir die bisher in
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(a) zweidimensionaler Anwendungsfall (b) dreidimensionaler Anwendungsfall

Abbildung 5.8: Doppelt logarithmische Darstellung des aus Tabelle 4.2 abgeleiteten Ausgangs-
lastverhaltnisses C(ne, p). Die vier farbig dargestellten Kurven (zwei- (a) bzw. dreidimensionaler
Fall (b)) zeigen dessen starke Abhéngigkeit vom Polynomgrad p. Die schwarze, horizontale Hilfs-
linie markiert ein Ausgangslastverhéltnis von 100 : 1 und dient der besseren Vergleichbarkeit mit
den Ergebnissen aus Abbildung (5.7)). Graue Kurven deuten noch hohere Polynomgrade an.
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dieser Arbeit betrachteten Polynomgrade (4 < p < 32) nur der dreidimensionale Anwendungsfall
(rechts) einen hinreichend hohen C; Wert aufweist. Der Vergleich mit Abbildung (5.7) belegt,
dass fiir Polynomgrade p > 8 skalierende Anwendungen mit bis zu 10% Prozessen im Bereich des
Moéglichen sind. Im zweidimensionalen Fall hingegen scheint dies nur durch eine Erhohung des
bisher verwendeten Polynomgrades moglich zu sein (grauschattierte Kurven, linke Seite). Die
aktuelle Implementierung stoft jedoch verfahrensbedingt bereits fiir Polynomgrade mit Werten
von p > 128 an ihre Grenzen, so dass bereits fiir Prozesszahlen diesseits von P = 10 eine deut-
liche Reduktion der Skalierung zu erwarten ist. Zusétzlich zum Polynomgrad, stellt die auf der
x-Achse abgetragene, fiir alle Raumrichtungen identisch gewéhlte Elementzahl n, einen weiteren
begrenzenden Faktor dar. Wird diese beliebig erhoht, gleicht sich das Verhéltnis zwischen Fein-
und Grobgitterlast aus. Das in beiden Diagrammen dargestellte Elementmaximum korreliert in
der linken Abbildung mit 10'° bis 102 und in der rechten Abbildung mit 10'* bis 10'” Freiheits-
graden. Aufgrund des bereits im vorherigen Abschnitt dargelegten Speicherbedarfs ergibt sich
somit, analog zum Polynomgrad, nur fiir den zweidimensionalen Anwendungsfall eine Restriktion
bzgl. der Skalierbarkeit.

Abschliefsend lasst sich festhalten, dass der in dieser Arbeit gewéhlte Partitionierungsansatz fiir
hochskalige Berechnungen mit bis zu einer Millionen Prozesse, fiir bestimmte Konfigurationen
(2D: p > 64; 3D: p > 16) theoretisch belegt ist. Sofern eine grofere Menge von Prozessen zum
Einsatz kommen soll, muss ein Grobgitterloser eingesetzt werden, dessen Strukturen ebenfalls
auf einer d-dimensionalen Partitionierung beruhen.

5.3.3 Parallelisierung und Kommunikation

Die gesamte Parallelisierung des in dieser Arbeit vorgestellten Loésers beruht auf zwei Arten
von Kommunikationsoperationen: individuelle (Punkt-zu-Punkt) und kollektive Operationen.
Die erstgenannte Art dient dabei der Realisierung des Nachrichtenaustausches zwischen allen
Feingitterstrukturen. Die letztgenannte Art dem Nachrichtentransfer zwischen Fein- und Grob-
gitterpartitionierung, sowie der Realisierung der FFT innerhalb des Grobgitterlosers. Aufgrund
der Vielzahl an vorhandenen Publikationen [9, 40, 58, 86, 98, 112, 113, 114, 118, 120, 129]
bzgl. der Umsetzung einer parallelen FFT, welche zugleich ausfiihrlich die benétigten Kommu-
nikationsoperationen (Alltoall zwischen Teilgruppen aller beteiligten Prozesse) und die damit
einhergehende Restriktion der Skalierbarkeit beschreiben [40, 58|, wird auf deren wiederholte
Schilderung verzichtet. In diesem Abschnitt werden demnach allein die Organisation und Umset-
zung der Kommunikation zwischen einzelnen Feingitterpartitionen (sieche Abbildung 5.4) und der
Nachrichtentransfer zwischen der Fein- und Grobgitterpartition (siehe Abbildung 5.6) erldutert.

Der Datenaustausch auf den feinen Gittern unterliegt, unabhéngig von der jeweiligen Kompo-
nente (Element, Flidche, Kante, Ecke, Stern) immer der gleichen Gesetzméafigkeit. Orthogonal
benachbarte Partitionen tauschen den Inhalt aller direkt aneinandergrenzenden Gitterkomponen-
ten aus. Das heifst, um einen vollstédndigen Datenaustausch zu gewéhrleisten, muss jede Partition
2d Sende- und Empfangsoperationen ausfiihren. Dies entspricht jeweils zwei Sende- und Emp-
fangsoperationen je existierender Koordinatenrichtung. Die tatsdchliche Umsetzung der Kommu-
nikation erfolgt hierbei nicht blockierend, via MPI Isend und MPI_Irecv. Das eigentliche Ziel,
samtliche anfallende Kommunikation hinter der eigentlichen Berechnung zu verstecken, konnte
aufgrund der Konstruktionsweise der in Abschnitt 4.2.1 vorgestellten Glatter (Abbildung 4.3
und 4.5) bisher nicht vollends erreicht werden. Dies ist hierbei hauptséchlich dem Sachverhalt
geschuldet, dass beide Glatter auf Daten aus allen vorhandenen Geisterzellen (Abbildung 5.1
und 5.2), insbesondere auch auf die aus den Eckzellen zugreifen und es somit nicht moglich
ist, den Datenaustausch zeitgleich in mehrere Koordinatenrichtungen durchzufiithren. Diese Ab-
héngigkeit von der Orientierung bedingt den Einsatz von zusétzlichen Synchronisationsroutinen
(MPI_Waitall), welche die sequentielle Durchfiihrung des Datenaustausches sicherstellen. Der
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5 Konzeption des parallelen Mehrgitterlosers

daraus resultierende Overhead ist ein Hauptgrund fiir die nur unvollkommene Uberdeckung von
Kommunikation und Berechnung.

Anders als bei der Uberdeckung entspricht der tatséichliche Kommunikationsaufwand dem er-
reichbaren Optimum. In Verbindung mit der im vorangegangenen Abschnitt definierten Feingit-
terpartitionierung gilt fiir die Fléache, tiber welche Daten zwischen allen Partitionen ausgetauscht
werden, folgende Berechnungsvorschrift [2]:

Q
|y
-

(5.9)

d-1
Nel 7 pi
P

Ag(P) = 2dP(

Der angegebene Wert stellt die minimal theoretisch erreichbare Fldche dar. Sofern zyklische
Randwerte verwendet und die Element- als auch Partitionsanzahl giinstig gewahlt werden, wird
dieser Wert von der vorliegenden Implementierung auch erreicht. Des Weiteren zeigt sich, dass,
im Vergleich mit dem zweidimensionalen Anwendungsfall, der Aufwand fiir die Kommunikation
im dreidimensionalen Anwendungsfall deutlich besser skaliert.

Hinsichtlich der in Abschnitt 5.1 beschriebenen, klassischen Struktur von Hochleistungsrechnern,
reicht es nicht aus, die Kommunikation allein beziiglich des Gesamtkommunikationsaufwandes
zu optimieren. Erst wenn die gesamte Kommunikation so organisiert wird, dass auch die Be-
sonderheiten des verwendeten Netzwerks berticksichtigt werden, ist das globale Minimum bzgl.
des Kommunikationsmehraufwandes erreichbar [92, 143]. Hierfiir miissen vor allem die zwischen
einzelnen Prozessen eines Hochleistungsrechners auftretenden, inhomogenen Latenzen und Band-
breiten betrachtet werden. Hierbei gilt, Prozesse, die nur innerhalb eines Knotens (engl. intra-
node) kommunizieren, sind denen, die {iber die Knotengrenzen hinweg (engl. inter-node) kommu-
nizieren, im Vorteil. Dementsprechend beinhaltet eine optimale Prozessverteilung ein Minimum
an inter-node Kommunikation. Dieses Minimum wird erreicht, wenn alle auf einem Knoten vor-
handenen Prozesse so kompakt wie moglich, das heift im Idealfall in Form eines Quadrates (2D)
oder Wiirfels (3D), auf dem entsprechenden Berechnungsgitter angeordnet werden. Abbildung
5.9 zeigt diese Art der blockbasierten Anordnung am Beispiel von 9 Knoten mit je 9 Prozessen

(a) zweidimensionaler Anwendungsfall (b) dreidimensionaler Anwendungsfall
mit 9 Knoten a 9 Partitionen mit 27 Knoten & 27 Partitionen

Abbildung 5.9: Schematische Darstellung der von der jeweils vorherrschenden Knotenkon-
figuration abhéngigen, blockbasierten Verteilung der Prozessnummern. Die farbig markierten
Bereiche reprasentieren alle zu einem Knoten gehérenden Partitionen. Grauschattierte Bereiche
reprasentieren alle weiteren eingesetzten Knoten und deren zugehorige Partitionen. Die Darstel-
lung zeigt keine Elemente, jede Partition kann aus mehreren Elementen bestehen.
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im zwei- und am Beispiel von 27 Knoten mit je 27 Prozessen im dreidimensionalen Anwendungs-
fall. Da jedoch bei zeitgleich ablaufender Kommunikation der jeweils am langsamsten kommuni-
zierende Prozess zum bestimmenden Faktor wird, gilt es zusétzlich, die mit jeweils 2d maximal
theoretisch mogliche Anzahl von inter-node Kommunikationsprozessen eines Prozesses fiir die
Gesamtheit aller Prozesse zu beschrénken. Hier zeigt sich, dass der in Abbildung 5.9 dargestellte
Blockansatz ebenfalls dem Optimum entspricht. Sofern die Anzahl der auf einem Knoten genutz-
ten Prozesse mehr als eins betrégt (2d Kommunikationen) und nicht den Wert einer Primzahl
annimmt (2d - 1 Kommunikationen), filhrt ein beliebiger Prozess maximal d inter-node Kom-
munikationen aus. Die hierbei erreichbare Reduktion der Kommunikationszeit hangt dabei stark
von etlichen weiteren Faktoren wie der Implementierung (blockierend, nichtblockierend) und der
eingesetzten Hardware (Interconnect-Technologie) ab. Eine Studie des HPC Advisory Council
aus dem Jahr 2011 [59] zeigt, dass in der allgemeinen Praxis durch Optimierung des inter- und
intra-node Kommunikationsaufwandes im giinstigsten Fall eine Reduktion um annahernd 10 %
zu erwarten ist. Der tatséchlich erreichte Wert féllt zumeist jedoch deutlich niedriger aus.

In der vorliegenden Arbeit erfolgt die Verteilung der einzelnen Prozesse auf allen Feingitterebenen
exakt nach dem eben beschriebenen Blockansatz. Um den unterschiedlichen Knotenkonfigura-
tionen einzelner HPC-Systeme und der fiir jede Raumrichtung vorbestimmten Partitionsanzahl
gerecht zu werden, wird die tatsdchliche Blockgrofe automatisch wahrend der Initialisierungs-
phase berechnet.

Der Datentransfer zwischen der Feingitter- und der Grobgitterpartitionierung ist mit Hilfe der
Routinen MPI Gatherv und MPI _Scatterv realisiert. Hierbei werden je nach Verhéltnis von
Element- zu Partitionszahl die zwei, bereits in Abschnitt (5.3.2) beschriebenen Szenarien N, > P
(entspricht dem Ubergang von Abbildung 5.4 zu 5.5) und N, = P (entspricht dem Ubergang von
Abbildung 5.4 zu 5.6) durch eine entsprechend angepasste logische Verteilung der Daten realisiert.

Abschliefsend sei aus Griinden der Vollstdndigkeit erwdhnt, dass zur Bestimmung des globalen
Losungsfehlers bzw. Residuums die Funktion MPI _ Allreduce unter Verwendung des Maximum-
Operators eingesetzt wird. Die hierbei zwischen allen beteiligten Prozessen anfallende Kommuni-
kation tritt jedoch nur sehr begrenzt, in Abhéngigkeit vom gewéahlten Polynomgrad p und der zur
Losung bendétigten Zyklenzahl n,y auf. Fiir die exakte Anzahl an MPI_ Allreduce Aufrufen gilt:
NAllreduce = 1092(D) Nyyk. Diese liegt fiir alle betrachteten Konfigurationen im unteren zweistelligen
Bereich, so dass die MPI _Allreduce Operation, unter der Voraussetzung einer effizienten Imple-
mentierung (Bindrbaum), selbst fiir mehr als eine Million Prozesse nicht zum beschrénkenden
Faktor wird.

Das in diesem Abschnitt im Detail erlauterte Kommunikationsschema zeigt, dass dieses bzgl. der
Feingitterkomponenten nur auf eine Punkt-zu-Punkt-Kommunikation setzt. Da fiir diese Erfah-
rungsgemals keine kritischen Einschrédnken bzgl. der Skalierbarkeit zu erwarten sind, stellt allein
der aktuell verwendete Grobgitterloser (FFT) mit seinen AllToall Kommunikationsoperationen
eine potentielle Schwachstelle bzgl. der Skalierbarkeit dar. Demnach stellt der Austausch bzw.
der Ersatz des verwendeten Grobgitterlosers den vielversprechendsten Optimierungsansatz dar.
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In diesem Kapitel wird die Leistungsfahigkeit des im vorangegangenen Teil dieser Arbeit ent-
wickelten Losers belegt und diese mit der von anderen Losern verglichen. Hierfiir werden im
Anschluss zunédchst dessen tatséchliche Implementierung erldutert und in Abschnitt 6.2 alle
relevanten Hardwarespezifikationen des eingesetzten Testsystems (HPC-System Taurus [159])
beschrieben. Abschnitt 6.3.1 belegt die hohe Leistungsfahigkeit des Ansatzes im sequentiellen
Anwendungsfall und dient zugleich der Nachvollziehbarkeit der im anschlieffenden Abschnitt an-
gefiihrten Ergebnisse des parallelen Anwendungsfalles. Abschlieffend werden in Abschnitt 6.3.3
die erreichten Ergebnisse im Vergleich mit bestehenden, etablierten Losern bewertet.

6.1 Implementierung des Losers

Der gesamte Quellcode wurde in der Programmiersprache Fortran [27, 106] geschrieben. Hierbei
wurde bevorzugt auf die moderne Syntax und Funktionalitéit, welche mit den Standards 2003 und
2008 [53| eingefiihrt wurde, zuriickgegriffen. Es sei jedoch explizit vermerkt, dass die zum Teil
immer noch optimierungsbediirftige Objektorientierung [100] nur vereinzelt und dabei allenfalls
nur zur Vereinfachung globaler Strukturen eingesetzt wurde. Bei allen rechenintensiven Kerneln
wird der Einsatz von objektorientierten Komponenten bzw. Strukturen vermieden. Sofern mog-
lich und sinnvoll, wird zur Steigerung der Performance auf hocheffiziente numerische Bibliotheken
zuriickgegriffen. Dies ist zum einen die Math Kernel Library (MKL) von Intel [78] und zum an-
deren die Fastest Fourier Transform in the West (FFTW) [55]. Im Rahmen der Anwendung der
MKL kommen vor allem die sogenannten ,basic linear algebra routines* (BLAS) zum Einsatz.
Diese in drei Level unterteilten Routinen dienen in der vorliegenden Implementierung vor allem
der optimierten Durchfithrung von Matrix-Vektor (BLAS Level 2) und Matrix-Matrix (BLAS
Level 3) Multiplikation, welche den grofiten Teil der Laufzeit fiir sich beanspruchen. Eine im
Zusammenhang mit den BLAS Routinen stehende, die Gesamtperformance mafgeblich beein-
flussende Designentscheidung stellt der Einsatz des sogenannten Stapelns (engl. stacking) dar.
Hierbei werden die an einer Matrix-Vektor-Multiplikation beteiligten Vektoren zu einer Matrix
zusammengefasst (gestapelt) und somit wird eine Vielzahl von BLAS 2 Routinen in eine deutlich
performantere BLAS 3 Routine (Matrix-Matrix) tiberfiihrt.

Die parallele Variante des Mehrgitterlosers basiert auf der Verwendung der bereits im vorange-
gangenen Kapitel beschriebenen MPI [105] Direktiven. Da deren Anwendung bzw. Implemen-
tierung zum Stand der Technik gehort, wird hier auf eine detaillierte Schilderung von deren
Implementierung verzichtet.

Fiir den Grobgitterloser wird im zweidimensionalen Anwendungsfall allein die MPI-Version der
FFTW Bibliothek und im dreidimensionalen Anwendungsfall diese in Kombination mit der
P3DFFT [118] eingesetzt.

Der Quellcode ist ausreichend dokumentiert und wird auf dem Fusionforge [57| Server des Zen-
trums fiir Informationsdienste und Hochleistungsrechnen (ZIH) der TU-Dresden gehostet [160].
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6.2 Hardwarespezifikation des Testsystems

Alle im Folgenden aufgefiihrten Ergebnisse resultieren aus Berechnungen, die auf dem HPC-
System Taurus [159] durchgefiihrt wurden. Dieses mit Rechenkernen vom Typ Haswell ausge-
stattete Petaflop System rangiert aktuell auf dem 164. Platz der Top 500 Liste (Stand November
2017). Die genaue Bezeichnung der Haswell CPU lautet E5-2680 v3 [80|. Es handelt sich hierbei
um eine 12 Kern CPU mit einer Grundtaktfrequenz von 2.5 GHz. Es sei hier explizit angemerkt,
dass das Hyper-Threading und jedwede Art der Ubertaktung seitens der Systemadministratoren
deaktiviert sind. Bei Nichtberiicksichtigung der sogenannten Fat-Nodes (Knoten mit besonders
viel Arbeitsspeicher) stehen insgesamt 1328 Knoten mit je zwei E5-2680 v3 CPUs zur Verfiigung.
Dies entspricht einer Gesamtanzahl von 31872 verfiigbaren Rechenkernen. Jeder der 1328 Knoten
verfiigt iiber 64 GB Arbeitsspeicher, was in Summe circa 95 TB ergibt. Unter der Annahme, dass
eine doppeltgenaue Gleitkommazahl in Fortran mit 8 Byte abgespeichert wird, entspricht dies
der Moglichkeit, maximal 10,6 Billionen Unbekannte diesen Formates abzuspeichern.

Abbildung 6.1 (erstellt mit Hilfe des Kommandozeilenprogrammes Istopo) zeigt die Topologie
eines Taurus-Knotens im Detail. Diese ist fiir alle eingesetzten Knoten identisch. Jeder Knoten
beinhaltet zwei Sockel (engl. socket). Hierbei verfiigt jeder Sockel iiber seinen eigenen lokalen
Speicher (32 GB), welcher zugleich dem gemeinsamen, iibergeordneten Adressraum zugeordnet
ist. Aufgrund der damit einhergehenden Unterschiede beziiglich der Zugriffszeiten auf lokalen
und entfernten Speicher werden die zugrunde liegende Speicherarchitektur allgemein als NUMA
(engl. Non-Uniform Memory Access) und die involvierten Sockel als NUMA Knoten bezeich-
net. Innerhalb der beiden Sockel gelten fiir alle der zwdlf vorhandenen Rechenkerne einheitliche
Speicherzugriffszeiten (engl. Uniform Memory Access - UMA). Der Speicherzugriff an sich ist
hierbei hierarchisch geregelt. Die Anzahl und Grofse der einzelnen Cache-Level entspricht dem
auf modernen CPUs vorherrschenden Standard.
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Abbildung 6.1: Darstellung der Topologie eines Taurus-Knotens. Im Durchschnitt stehen jedem
Rechenkern 2,6 GB Arbeitsspeicher zur Verfiigung. Fat-Nodes (5,3 bzw. 10,6 GB / Rechenkern)
wurden nicht verwendet. Fiir die inter-node Kommunikation steht ein Infiniband Controller (ib0)
zur Verfiigung. Die maximale Datenrate betrégt 56 GB/s (vier kanaliges FDR).

Ein markanter Unterschied zwischen den beiden Sockeln liegt darin, dass alle Controller (Netz-
werk, I/O) allein an Sockel 0 angebunden sind (siehe Abbildung 6.1 oben rechts). Das bedeutet,
jedweder von Sockel 1 ausgehende Datentransfer wird iiber Sockel 0 abgewickelt. Der Daten-
transfer innerhalb eines Knotens erfolgt hierbei via PCI Express. Der inter-node Transfer erfolgt
dagegen via Fourteen Data Rate (FDR) InfiniBand mit vier aktiven Kanilen. Dies entspricht
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einer maximal moglichen Datenrate von 56 GB/s. Die Anbindung der einzelnen Knoten unterein-
ander erfolgt indirekt iiber spezielle Switches (Abbildung 6.2). Deren Verbindung untereinander
entspricht einem speziellen Fat-Tree. Dessen Wurzel bildet ein zentraler 216 Port Infiniband
Switch. Dieser aus bis zu 12 line cards aufgebaute Switch koppelt acht sogenannte Inseln mitein-
ander. Da in den folgenden Benchmarks nur drei der acht Inseln (4, 5 und 6, jeweils ausgestattet
mit Intel-Haswell CPUs) in Anspruch genommen werden, wird auf die Erlduterung der Anbin-
dung der anderen Inseln (GPU, Service, Westmere, Sandybridge) verzichtet. Insel 4 und 6 sind
identisch aufgebaut und auch die darin enthaltenen Knoten sind auf die gleiche Art und Weise
mit dem zentralen Switch verbunden. Jeweils 18 physisch benachbarte, in einem Blade Chassi
lokalisierte Knoten teilen sich einen 36 Port Switch (Chassi-Switch) und sind mit diesem iiber ein
InfiniBand-Kabel verbunden. Die 18 weiteren nicht zur Knotenanbindung genutzten Ports dienen
als Uplink zu 18 weiteren 36 Port Switches der néchsten Ebene (Insel-Switch). Isoliert betrachtet,
verbindet jeder dieser Switches alle 34 existierenden Blade Chassis untereinander, so dass eine
18-fach redundante Verbindung besteht. Die jeweils zwei verbleibenden Ports dienen als Uplink
zum bereits beschriebenen zentralen 216 Port Switch. In Summe ist die Knotenebene damit iiber
jeweils einen Uplink mit der Chassi-Ebene, die Chassi-Ebene iiber insgesamt 18 Uplinks mit der
Inselebene und die Inselebene iiber insgesamt 36 Uplinks mit dem zentralen Switch verbunden.
Hinsichtlich der Nachrichtenlaufzeit bedeutet dies, dass Nachrichten zwischen einzelnen Knoten
innerhalb eines Chassis am schnellsten und Nachrichten {iber einzelne Inselgrenzen hinweg am
langsamsten ausgetauscht werden. Da die Zuordnung der einzelnen Prozesse auf Knotenebene
automatisch erfolgt und deren explizite, nutzerbasierte Zuordnung auf Taurus nicht vorgesehen
ist, wurde der in Abschnitt 5.3.3 angewandte Optimierungsansatz nicht auf die Knotenebene
erweitert. Da sich die Insel 5 allein durch eine geringere Knotenanzahl von den beiden bisher
beschriebenen Inseln unterscheidet, wird auf deren detaillierte Darstellung verzichtet.

Taurus Insel 4 . Taurus Insel 5
Zentraler Switch

HPC System Taurus

T T
Line card 3+4 Line card 1 Line card 2 Line card 5+6

Taurus Insel 6

Insel-Switch 1 Insel-Switch 2 Insel-Switch 3 Insel-Switch 4 Insel-Switch 5 Insel-Switch 6

Insel-Switch 7 Insel-Switch 8 Insel-Switch 9 Insel-Switch 10 Insel-Switch 11— Insel-Switch 12
[ R P i i { ]
Insel-Switch 13 . Insel-Switch 14 " Insel-Switch 15 g Insel-Switch 16 —""Insel-Switch 17 — Insel-Switch 18

e e :
Chassi-Switch 1 coc Chassi-Switch 10 coo Chassi-Switch 20 coo Chassi-Switch 34

W W, =

Knoten 18/ Knoten 177 Knoten 16 ' Knoten 15 Knoten 14_ Knoten 13

— . .
o _/— = Switch mit 36 Ports
Knoten 12 , Knoten 117 Knoten 10 'Knoten 9 Knoten 8  Knoten 7 o . .. .
:=  Taurusknoten wie in Abbildung 6.1
' ¥ ¥ X ¥ ¥ ] .
Knoten 6 Knoten5 Knoten4 Knoten3 Knoten2 Knotenl e := 4 Kanal FDR (Four Data Rate) InfiniBand

Abbildung 6.2: Schematische Darstellung der Netzwerktopologie (Fat-Tree) des HPC Systems
Taurus. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit sind nur die Bereiche dargestellt (Inseln mit Intel
Haswell CPUs), die fiir die Benchmarks in Abschnitt 6.3 tatsiachlich genutzt wurden. Die Konfi-
guration der Insel 4 entspricht exakt der von Insel 6. Insel 5 unterscheidet sich von diesen allein
durch eine geringere Anzahl von Knoten (16 Stiick) und Insel-Switches (9 Stiick). Der zentrale
Switch entspricht einer logischen Komponente, welche bei einer Kommunikation iiber die Grenzen
einer Insel hinweg zwei zusétzliche Hops generiert.
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6.3 Bewertung der Implementierung

Aufgrund der Vielzahl an Parametern (software- und hardwareseitig), die einen direkten Einfluss
auf die tatsédchliche Berechnungsgeschwindigkeit eines iterativen Gleichungslésers ausiiben, ist es
nahezu ausgeschlossen, aussagekriftige und faire Vergleiche mit anderen Lésern durchzufiihren.
Dabei sei explizit darauf hingewiesen, dass nicht die Masse der zur Verfiigung stehenden, son-
dern die Masse der nicht zur Verfiigung stehenden Parameter einen Vergleich verhindert. Dies ist
hauptséchlich dem Sachverhalt geschuldet, dass ein Grofsteil der Veroffentlichungen zu infrage
kommenden Losungsverfahren jeweils nur einen speziellen Fokus (Parallelisierung oder Konver-
genz oder Eignung bzgl. spezieller Anwendungsszenarien) aufweist. Deshalb werden zunéchst in
den folgenden beiden Abschnitten die Resultate (insbesondere deren Laufzeiten) des sequenti-
ellen und parallelen Losers fiir sich angegeben. Dabei wird jeweils zuerst der zwei- und erst im
Anschluss der dreidimensionale Anwendungsfall betrachtet. Erst in Kapitel 6.3.3 wird dann der
Versuch unternommen, die Ergebnisse mit denen von bestehenden Losern zu vergleichen. Der
Fokus liegt hierbei deutlich auf den Ergebnissen bzgl. der parallelen Performance. Um dem ein-
gangs geschilderten Dilemma der fiir direkte Vergleiche ungeniigend méchtigen Parametermenge
entgegenzuwirken, wird zusétzlich zu den Laufzeiten auch die zur Loésungsfindung bendtigte
Zyklenzahl und die damit einhergehende Konvergenzrate (Gleichung 4.11) mit angegeben. Des
Weiteren gilt fiir die folgenden Berechnungen, dass alle Ergebnisse auf dem bereits in Abschnitt
4.3.2 geschilderten Anwendungsszenario nach Pasquetti & Rapetti [117] basieren. Das heifst, die
gesuchten Losungen sind bekannt (Gleichungen 4.9, 4.10) und der iterative Losungsprozess wird,
ausgehend von einem zufallsverteilten Losungsfehler e mit || < 1, erst abgebrochen, wenn der
Losungsfehler einen Wert kleiner als 1071° annimmt. Um sicherzustellen, dass die reprisentierten
Ergebnisse allgemeine Giiltigkeit besitzen und nicht etwa nur einen duflerst giinstigen Ausreifser
darstellen, basieren alle folgenden Angaben auf dem Mittelwert einer zehnfachen Wiederholung.
Die Anzahl von zehn Wiederholungen ist hierbei ausreichend représentativ, da auch alle be-
reits wiahrend der Entwicklung durchgefiihrten Benchmarks dhnliche Ergebnisse aufweisen und
zu keiner Zeit stark abweichende Ausreiffer identifiziert wurden. Der Loser selbst wurde mit Hilfe
des Intel Compilers 16.0.2, der Intel MKL 11.3.2, der FF'TW Bibliothek 3.4.4 und der P3DFFT
Bibliothek 2.7 erstellt bzw. {ibersetzt.

6.3.1 Sequentieller Anwendungsfall

Die Tabelle 6.1 bezieht sich allein auf den zweidimensionalen Anwendungsfall und zeigt auf der
linken Seite jeweils den gewihlten Polynomgrad p und die auf dem Losungsgebiet [0,2m)? fest
vorgegebene Zahl der Elemente (n. = 27/h) sowie die daraus resultierende Gesamtanzahl der
Freiheitsgrade bzw. Unbekannten N. Es sei darauf hingewiesen, dass der fiir die beiden ersten
Grofsen vorgegebene Wert, in allen d verschiedenen Raumrichtungen identisch angewendet und
deshalb nicht explizit bzgl. der jeweils betrachteten Raumdimension unterschieden wird. Unab-
héngig vom Polynomgrad wurde die eingesetzte Anzahl der Elemente solange verdoppelt, bis eine
Auflésung von circa einer Milliarde Freiheitsgrade erreicht wurde. Hierbei wurden all die Konfi-
gurationen messtechnisch erfasst, deren Abbruchgenauigkeit unterhalb der festgelegten Schranke
von € < 10710 lag. Die Angaben bzgl. der benétigten Anzahl an Gliattungen und der damit einher-
gehenden Konvergenzrate dienen allein dem besseren Verstdndnis und entsprechen den bereits
in Tabelle 4.6 angegebenen Werten. Kleine Abweichungen bzgl. der Konvergenzrate sind hier-
bei den, zwischen einzelnen Benchmarks variierenden, zufallsgenerierten Startwerten geschuldet.
Die rechte Seite der Tabelle zeigt sowohl die fiir das Pri- (7,,;) und Postprozessing (7,) als
auch die fiir die Losung auf dem kondensierten Gitter (Tf;g) bendtigte Laufzeit. Da die Laufzeit
fiir das Pra- und das Postprozessing bei beiden Loser-Varianten nahezu identisch ist, wird auf
deren doppelte, variantenbezogene Angabe verzichtet. Im Gegensatz dazu bestehen jedoch beim
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27 /h N #Glittungen p T 8] Tics 1] Thost 5]
MG-SJW  MG-SJC

128 1.048.576 7 0,032 0,02 0,36 0,36 0,02

256 4.194.304 7 0,030 0,11 1,66 1,68 0,11

© 512 16777216 7 0,026 0,47 8,91 8,90 0,47

1024 67.108.864 7 0,027 1,97 40,02 4020 1,92

2048 268.435.456 7 0,031 7,95 172,48 176,85 7,77

4096 1.073.741.824 7 0,036 34,01 751,12 785,77 34,92

32 262.144 6 0,017 0,01 0,04 004 0,01

64 1.048.576 6 0,018 0,03 0,15 0,15 0,03

© 128 4.194.304 6 0,019 0,12 0,63 0,62 0,12

256 16.777.216 7 0,022 0,48 3,95 393 051

B 512 67.108.864 7 0,024 1,94 18,03 17,85 2,09

1024 268.435.456 6 0,020 7,81 70,81 70,26 8,41

2048 1.073.741.824 6 0,021 3330 35020 362,86 36,30

8 65.536 ) 0,007 0,01 < 0,01 0,01 0,01

16 262.144 6 0,012 0,01 0,02 0,02 0,01

32 1.048.576 6 0,014 0,02 0,08 0,08 0,02

2 64 4.194.304 6 0,014 0,10 0,33 0,32 0,11

& 198 16.777.216 6 0,014 041 1,59 1,52 0,45

256 67.108.864 6 0,019 1,66 7,94 7,90 1,80

512 268.435.456 6 0,020 6,62 34,03 32,95 7,24

1024 1.073.741.824 6 0,021 27,92 147,41 143,62 30,20

4 65.536 3 0,001 0,03 < 0,01 0,01 0,01

8 262.144 5 0,004 0,03 0,01 001 001

16 1.048.576 6 0,012 0,05 0,05 0,04 003

- 32 4.194.304 6 0,015 0,15 0,19 0,18 0,14

T 64 16.777.216 6 0,012 0,55 0,79 0,73 056

B 128 67.108.864 6 0,013 2,13 3,82 3,01 2,25

256 268.435.456 6 0,017 8,46 17,32 16,37 9,02

512 1.073.741.824 6 0,020 36,39 73,34 70,08 38,57

Tabelle 6.1: Laufzeiten und Robustheit des SJW- und SJC-Lésers fiir variierende Polynomgrade
p im zweidimensionalen Anwendungsfall. Beginnend mit einem zufallsverteilten Startfehler g
(mit |eg| < 1) betrigt die jeweils erreichte Losungsgenanigkeit e < 10710,
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eigentlichen Losungsprozess merkliche Unterschiede, weshalb hier die Laufzeit entsprechend der
jeweils gewdhlten Variante separat angegeben und mit MG-SJW oder MG-SJC spezifiziert ist.
Der zusatzlich bei den Laufzeitbezeichnungen angegebene * verdeutlicht, dass es sich bei all
diesen Grofen jeweils um die absolute Laufzeit, ergo um die Laufzeit der rein sequentiellen Im-
plementierung (keine MPI Routinen genutzt) handelt. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wurde
hier auf die Angabe der relativen Laufzeit, das heiftt auf die Angabe der Laufzeit der parallelen
Implementierung unter Verwendung eines einzigen MPI Ranks, verzichtet. Es sei hier festgehal-
ten, dass diese im Mittel circa 11,5% hoher als die absolute Laufzeit ausfallt. Die Berechnung
dieses Mittelwertes beruht auf den im Anhang angegebenen Offsets (siche Tabelle A.1), welche
fiir alle in Tabelle 6.1 angegebenen Konfigurationen bestimmt wurden. Die Reihenfolge bzgl. der
genutzten Elementanzahl stimmt hierbei exakt mit der in Tabelle 6.1 verwendeten {iberein.

Bei jeweils konstant gewadhlter Anzahl von Freiheitsgraden N sind zwei entgegengesetzte, vom
Polynomgrad abhédngende Tendenzen bzgl. der Entwicklung der Laufzeit festzustellen. Wird der
Polynomgrad erhéht, nimmt die Laufzeit fiir das Pra- und Postprozessing leicht zu und fiir die
Lésung des kondensierten Systems deutlich ab. Die erste Beobachtung ist hierbei das direkte
Resultat der in Abschnitt 4.3.1 nachgewiesenen mit Np skalierenden Komplexitédt des Pra- und
Postprozessings. Dem, durch diese p—abhingige Komplexitéit bedingten, Anstieg der Laufzeit
wirkt dabei jedoch eine ebenfalls von p abhéngige Reduktion der Cache-Verfehlungen (Cache-
Misses) entgegen (Abbildung 6.3), so dass bei Polynomgrad p = 16 bzw. bei p = 32 sogar eine
leichte Reduktion der entsprechenden Laufzeiten zu beobachten ist. Erst beim Ubergang zu noch
héheren Polynomgraden wird die Entwicklung der Laufzeit génzlich von den durch die Erho-
hung zuséatzlich anfallenden Berechnungskosten dominiert. Die Zahl der auftretenden Cache-
Verfehlungen liefert auch die Erklarung fiir die deutliche, Polynomgrad-abhéngige Reduktion
der fiir die Losung des kondensierten Systems benétigten Laufzeit. Wird jeweils bei konstan-
ter Problemgrofe N die Zahl der notwendigen Gleitkommaoperationen betrachtet, skaliert diese
mit O(p?n?). Die tatsichliche Zahl der benétigten Gleitkommaoperationen wird hierbei von den
via DGEMM Routine umgesetzten Matrixmultiplikationen dominiert, welche jeweils mit 2p2ng
Gleitkommaoperationen [79] in die Gesamtsumme einflieflen. Da hierbei Polynomgrad und Ele-
mentzahl zu gleichen Teilen zum Gesamtaufwand beitragen, zeigt eine indirekt proportionale
Anderung von p und n, keine Auswirkung auf die Gesamtheit der Gleitkommaoperationen. Hin-

Process 0, Values of Metric "Akkumulierter PAPI_L3_TCM Counter" over Time
Os 50s 100 s 150's 200 s 250's 300 s 350 s 400 s 450's 500 s

5.5G :
506 — :
456G
4.0G
35G
3.0G p
256G =
2.0G ol

15G o
1.0 G o SIS ot -
0.5G

#L3 Cache Misses (TCM)

Abbildung 6.3: Akkumulierte Darstellung der wiahrend einer Serie von vier Durchldufen des
MG-SJW-Losers gemessenen Level-3 Cache-Misses. Von links beginnend (p = 8) wurde in jedem
Durchlauf der Polynomgrad verdoppelt und die eingesetzte Zahl der Elemente halbiert. Das
Ende eines Durchlaufes ist hierbei jeweils anhand eines ausgepriagten Plateaus ersichtlich. Es ist
deutlich zu erkennen, dass die Zahl der Cache-Misses indirekt proportional vom Polynomgrad
abhéngt. Die rote Hilfsgerade reprasentiert den absoluten Mittelwert der gesamten Messung.

70



6 Ergebnisse

sichtlich der Anzahl der tatséchlich an den jeweiligen Multiplikationen beteiligten Unbekannten
gilt jedoch N}? GEMM p?+2pn?2, so dass hier eine Variation von Polynomgrad und Elementanzahl
eine deutliche Wirkung auf die Gesamtheit der Operationen erzielt. Sofern, wie im vorliegenden
Fall gegeben, die Zahl der verwendeten Elemente n. deutlich grofler als der eingesetzte Poly-
nomgrad ist, verhélt sich die Zahl der in der Speicherhierarchie zu verwaltenden Unbekannten
und damit auch die Zahl der Cache-Verfehlungen indirekt proportional zum eingesetzten Poly-
nomgrad. Eine Verdoppelung des Polynomgrades bei zeitgleich durchgefiihrter Halbierung der
Elementzahl fiihrt somit zu einer Halbierung der Cache-Verfehlungen. Abbildung 6.3 belegt die-
se Abhédngigkeit anhand der tatséchlich, bei Anwendung des MG-SJW-Losers, gemessenen und
akkumulierten Level-3 Cache-Verfehlungen. Da die Messergebnisse bzgl. des MG-SJC-Losers na-
hezu identisch ausfallen, wird aus Griinden der Ubersicht auf deren Darstellung verzichtet. Aus
der hergeleiteten, zum Polynomgrad indirekt proportionalen Reduktion der Cache-Verfehlungen
bei zeitgleich konstant bleibender Anzahl benétigter Gleitkommaoperationen folgt zwangsweise
die in Tabelle 6.1 angegebene Reduktion der absoluten Losungszeit Tl’;g.

Werden die beiden unterschiedlichen Loser-Varianten MG-SJW und MG-SJC gegeniibergestellt,
so zeigt sich, dass die Erwartungen bzgl. einer deutlich geringeren Laufzeit des MG-SJC-Losers
nicht erfiillt werden. Obwohl sich laut Abschnitt 4.2.1 der Aufwand beim Ubergang vom vollen
zum reduzierten Glatter um den Faktor p reduziert, benétigt der Loser mit reduziertem Glatter
teilweise (gilt fiir p = 8 und p = 16) erheblich langer fir die Losungsfindung. Dies liegt jedoch
allein an der Implementierung der beiden Varianten. Hierbei erlaubt der erste Ansatz die Ver-
wendung einer deutlich effizienteren LU-Zerlegung zur Durchfiihrung der Glattungsoperationen
(Abbildung 4.2, Zeilen I und V'), wahrend der reduzierte Glatter aktuell der vollen Invertierung
bedarf. Der Unterschied zwischen beiden Implementierungen hingt dabei stark von der Anzahl
der Elemente n. ab, so dass fiir kleine Polynomgrade und kleine Elementzahlen der reduzierte
Glatter noch leichte Geschwindigkeitsvorteile besitzt, welche jedoch bei hoheren Elementzahlen
verloren gehen. Erst ab Polynomgrad p = 32 dominiert die Reduktion des p—abhéngigen Berech-
nungsaufwandes die Losungszeit vollends, so dass hier der Loser mit reduziertem Glétter fir alle
getesteten Elementzahlen eine kiirzere Laufzeit aufweist.

Zusammenfassend lasst sich fiir den zweidimensionalen Anwendungsfall feststellen, dass die mit
der reduzierten Loser-Variante nur geringfiigig erzielte Laufzeitverbesserung den erhchten Im-
plementierungsaufwand (sequentiell wie parallel) nicht rechtfertigt. Aufgrund dessen wird dieser
Ansatz in der in Abschnitt 6.3.2 folgenden Darstellung der Ergebnisse des parallelen Anwen-
dungsfalles nicht weiter verfolgt. Zum Abschluss der Diskussion der Ergebnisse aus Tabelle 6.1
sei hier auf die Ergebnisse der sich im Anhang befindenden Tabelle A.2 hingewiesen, welche,
entgegen der allgemeinen Festlegung aus Kapitel 4.3.2, auf einer Berechnung ohne jedweden Ein-
satz einer Nachglattung (1/{ =1, Vé = 0) beruhen. Trotz einer leicht reduzierten Konvergenzrate,
konnte so, anders als im dreidimensionalen Anwendungsfall (siche Tabelle 6.3 und A.3, sowie 6.4
und A .4), die Gesamtlaufzeit fiir alle Konfigurationen noch einmal erheblich reduziert werden.

In Vorbereitung der Darstellung der Ergebnisse des parallelen, zweidimensionalen Anwendungs-
falles wird im Folgenden der reale Wert des bereits in Abschnitt 5.3.2 theoretisch abgeschéitz-
ten, zwischen feinem und grobem Gitter bestehenden Lastverhéltnisses C'; angegeben. Hierfiir
wurden in Tabelle 6.2 jeweils die fiir die Fein- bzw. Grobgitterberechnung benotigten Lauf-
zeiten zusammengefasst und ins Verhéltnis gesetzt. Es zeigt sich, dass das reale Lastverhiltnis
Ci(r) & Tioin/ Tarob €itgegen dem theoretisch abgeschitzten Verhéltnis C1 (ne, p) fiir kleine Elem-
entzahlen deutlich geringer ausféllt. Hierbei spielt jedoch zum einen die Messungenauigkeit bzgl.
der duberst kurzen Laufzeiten und zum anderen die Art der Implementierung (Cache-Effekte)
eine erhebliche Rolle, so dass die Aussagekraft dieser Ergebnisse zweifelhaft ist. Dem entgegen
unterliegen die Ergebnisse bei Verwendung hoherer Elementzahlen dem gleichen Trend wie in
Abbildung 5.8. Das heift, trotz weiterer Erhéhung der Elementzahl stagniert bzw. reduziert sich
das Lastverhéltnis und die Wahl eines hoheren Polynomgrades wirkt sich positiv auf dessen Wert
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2 /h N MG-SJW MG-SJC
Tg*rob [s] Thein S| Thoin/ Tgrob Thein S| Thoin/ Tg*rob
128 1.048.576 0,0083 0,35 42,17 0,35 42,17
256 4.194.304 0,0478 1,61 33,71 1,63 34,13
© 512 16.777.216 0,1280 8,78 68,59 8,77 68,51
= 1024 67.108.864 0,4753 39,54 83,20 39,72 83,57
2048 268.435.456 2,5292 169,95 67,19 174,32 68,92
4096 1.073.741.824 15,3740 735,75 47,86 770,40 50,11
32 262.144 0,0010 0,04 39,00 0,04 39,00
64 1.048.576 0,0051 0,14 28,41 0,14 28,41
© 128 4.194.304 0,0070 0,62 89,65 0,61 88,21
W 256 16.777.216 0,0478 3,90 81,60 3,88 81,18
B 512 67.108.864 0,1280 17,90 139,82 17,72 138,40
1024 268.435.456 0,3961 70,41 177,77 69,86 176,38
2048 1.073.741.824 2,1077 348,09 165,15 360,75 171,16
8 65.536 0,0015 0,01 5,76 0,01 5,76
16 262.144 0,0008 0,02 24,00 0,02 24,00
32 1.048.576 0,0010 0,08 79,00 0,08 79,00
) 64 4.194.304 0,0051 0,32 63,71 0,31 61,75
& 128 16.777.216 0,0070 1,58 227,78 1,51 217,71
256 67.108.864 0,0400 7,90 198,25 7,86 197,24
512 268.435.456 0,1067 33,92 317,93 32,84 307,81
1024 1.073.741.824 0,3961 147,01 371,15 143,22 361,59
4 65.536 0,0087 0,01 0,15 0,01 0,15
8 262.144 0,0015 0,01 5,76 0,01 5,76
16 1.048.576 0,0008 0,05 61,50 0,04 49,00
- 32 4.194.304 0,0010 0,19 189,00 0,18 179,00
W 64 16.777.216 0,0051 0,78 153,90 0,72 142,14
B 128 67.108.864 0,0070 3,81 548,64 3,50 504,04
256 268.435.456 0,0399 17,28 433,63 16,33 409,79
512  1.073.741.824 0,1067 73,23 686,35 69,97 655,79

Tabelle 6.2: Uberblick der im zweidimensionalen Anwendungsfall erreichten Laufzeiten des

Grobgitterlosers und aller Feingitterkomponenten sowie des Lastverhéltnisses Cy . Tf’;in/Tg*rob
in Abhéngigkeit von Polynomgrad und Elementanzahl fiir beide Loser-Varianten MG-SJW und

MG-SJC.
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aus. Auch wenn die jeweils tatséchlich gemessenen Werte am Ende etwas hoher als vorhergesagt
ausfallen, liegt das bestmogliche bzw. grofite Lastverhéltnis dennoch im prognostizierten, zwi-
schen 102 und 10® liegenden Wertebereich. Die Ergebnisse in Tabelle 6.2 belegen zum einen die
Korrektheit des in Abschnitt 5.3.2 theoretisch hergeleiteten Lastverhéltnisses und dienen zum
anderen als Indikator fiir die im parallelen Anwendungsfall zu erwartende Lastbalance (siche
Abbildung 5.7) und Skalierung.

Um Verwechslungen zu vermeiden, sei an dieser Stelle explizit darauf hingewiesen, dass sich alle
weiteren Erlduterungen und Analysen allein auf den dreidimensionalen Anwendungsfall beziehen.
Entsprechend der in Tabelle 4.2 angegebenen Komplexitéit der einzelnen Loser-Komponenten er-
gibt sich bei diesem ein deutlich anderes Bild als bei den zweidimensionalen Loser-Varianten.
Beleg hierfiir sind die in den beiden folgenden Tabellen (6.3 und 6.4) angegebenen Laufzeiten.
Die teils redundante, auf zwei Tabellen verteilte Darstellung der Ergebnisse des MG-SJW- (erste
Tabelle) und des MG-SJC-Losers (zweite Tabelle) ist dahingehend erforderlich, da hier anders als
im zweidimensionalen Anwendungsfall, deutliche Laufzeitunterschiede im Vergleich der einzelnen
Loser-Komponenten (Praprozessing, Losung) auftreten. Der allgemeine Aufbau beider Tabellen
gleicht, mit Ausnahme der duferen, rechten Spalte, nahezu exakt dem der Tabelle 6.1, so dass hier
auf eine wiederholende Erlauterung bereits erorterter Kenngrofen und Bezeichnungen verzichtet
wird. Auf die Angabe der relativen Laufzeit 7 wurde analog zum zweidimensionalen Anwen-
dungsfall aus Griinden der Ubersicht verzichtet, das heift, alle Laufzeitangaben sind absolut
(7*) und beziehen sich auf die rein sequentielle Implementierung. Der Vollstandigkeit halber sei
jedoch erwihnt, dass die relative Laufzeit im Mittel circa 14,1% hoher ausfallt. Die Berechnung
dieses Mittelwertes beruht auf den, im Anhang angegebenen Offsets (siche Tabelle A.1), welche
fiir alle in Tabelle 6.3 angegebenen Konfigurationen bestimmt wurden.

Es ist festzustellen, dass beide Loser-Varianten, bei jeweils identisch gewéhlter Ausgangskonfigu-
ration, die gleiche Zahl an Glattungen zur Losungsfindung bendtigen. Das trotz dessen ein leichter
Unterschied bzgl. der angegebenen Konvergenzraten besteht, ist analog zum zweidimensionalen
Anwendungsfall, den zufallsverteilten Anfangswerten geschuldet. Die identische Zahl der Glat-
tungen legitimiert den im Folgenden durchgefiihrten direkten Vergleich der Laufzeiten. Hierbei
ist eindeutig festzustellen, dass der auf dem reduzierten Glatter (SJC) basierende Losungsan-
satz die deutlich kiirzeren Losungszeiten (leg) aufweist. Dies gilt ausnahmslos fiir alle getesteten
Konfigurationen. Die jeweils im Vergleich zum MG-SJW-Loser erzielte Reduktion der Laufzeit
steht hierbei in Relation zum verwendeten Polynomgrad so dass die grofste Beschleunigung bei
Verwendung von Polynomgrad p = 32 auftritt. Da jedoch zeitgleich die Laufzeit fiir das Prépro-
zessing ab Polynomgrad p = 32 um einen Faktor 10 bis 40 zunimmt, liegt die Gesamtlosungszeit
bei Verwendung von weniger als 32 Elementen pro Raumrichtung iiber der des MG-SJW-Lésers.
Fiir Polynomgrad p = 8 liegt der Break-Even bereits bei 8 Elementen pro Raumrichtung. Die
deutliche Erhohung der Bearbeitungszeit des Praprozessing im reduzierten Fall resultiert dabei
abermals aus der Notwendigkeit der vollstdndigen Berechnung und Speicherung der Inversen des
Sternoperators I:ISS.

Bei separater Analyse der einzelnen Loser-Varianten zeigt sich, dass, sofern die Anzahl der Un-
bekannten N konstant gewéhlt und der Polynomgrad erhéht wird, die Laufzeit fiir das Prapro-
zessing zu- und filir das Postprozessing tendenziell abnimmt. Die Losungszeit selbst fallt bei
Polynomgrad p = 16 am geringsten aus und nimmt fiir p = 32 wieder deutlich zu. Analog zum
zweidimensionalen Fall ist die Erklarung fiir die eben geschilderten Beobachtungen wieder auf
die vorhandenen Cache-Verfehlungen und die bendtigten Rechenoperationen zuriickzufiihren. Im
Folgenden wird dieser Zusammenhang aus Griinden der Ubersichtlichkeit allein am Beispiel der
Entwicklung der Laufzeit Tf;g erlautert. Dabei ist zu beachten, dass die Laufzeit fiir die Losung
des kondensierten Systems in Relation zur benotigten Anzahl an Glattungen steht, diese jedoch,
trotz konstant gewédhltem N, nicht fiir alle gewédhlten Polynomgrade iibereinstimmt. Somit ist ein
Polynomgrad-iibergreifender Vergleich nur dann gerechtfertigt, wenn sich dieser auf Laufzeiten
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6 Ergebnisse

27T/h N #Gléttungen p T;ré [S] leg [S] Tgost [S] 7-fy:sin/Tg*rob
32 16.777.216 8 0,055 0,70 24,47 0,69  1552,65
o0
" 64  134.217.728 8 0,049 563 204,59 558  2034,32
128 1.073.741.824 8 0,044 47,99 1864,67 48,20 2010,18
3 2.097.152 6 0,012 0,35 2,51 0,09 2280,82
2 16 16.777.216 6 0,019 1,04 1891 0,79 870,43
I
= 32 134.217.728 7 0,036 6,28 175,59 6,11  13005,67
64 1.073.741.824 8 0,036 51,07 1670,29 50,27  16615,49
4 2.097.152 4 0,003 14,69 5,30 0,11 358,88
S 8 16.777.216 5 0,006 15,25 34,03 0,77  38669,45
I
& 16 134.217.728 6 0,013 19,97 279,76 9,51 12891,17
32 1.073.741.824 7 0,027 60,31 2510,57 42,32 185967,15

Tabelle 6.3: Laufzeiten, Robustheit und gemessenes Ausgangslastverhaltnis 7, /Tg*rob : C des

MG-SJW-Losers fiir variierende Polynomgrade p im dreidimensionalen Anwendungsfall. Start-
und Abbruchfehler sind analog zum zweidimensionalen Anwendungsfall (Tabelle 6.1) gewéhlt.

27T/h N #Gléttungen p T;réi [S] TI:g [S] 7-;)(-ost [S] TfZin/Tgrob
32 16.777.216 8 0,055 0,67 20,94 0,69 1328,52
o0
iy 64  134.217.728 8 0,049 568 178,21 558  1771,88
128 1.073.741.824 8 0,047 48,67 163709 4779 176472
8 2.097.152 6 0,012 9,51 1,64 0,09 1489,91
2 16 16.777.216 6 0,019 6,35 12,23 0,79 562,60
I
@« 32 134.217.728 7 0,035 11,76 113,58 6,10  8412,33
64 1.073.741.824 8 0,036 56,84 1116,92 50,28 11110,42
4 2.097.152 4 0,002 564,16 3,48 0,11 235,30
& 8 16.777.216 5 0,006 570,10 20,62 0,77  23430,82
Il
& 16 134.217.728 6 0,014 953,65 164,58 9,53 7583,33
32 1.073.741.824 7 0,027 589,31 1363,31 44,97 100984,93

Tabelle 6.4: An Tabelle 6.3 orientierte Darstellung der Ergebnisse des MG-SJC-Lésers. Anders
als im zweidimensionalen (siehe Tabelle 6.1), ermoglicht die Verwendung des reduzierten Sternes
im dreidimensionalen Anwendungsfall eine deutliche Reduktion der Lésungszeit Tf;g.
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6 Ergebnisse

bezieht, die bzgl. einer identischen Zahl von Glattungen normiert wurden. Dem entsprechend ba-
sieren die folgenden Schilderungen auf der Annahme, dass alle Konfigurationen acht Glattungen
(‘ = 87 /#Glittungen) bzw. sieben Zyklen zur Losungsfindung benétigt haben.

Fiir die, auf Tabelle 6.3 basierenden, normierten Losungszeiten des MG-SJW-Ldosers gilt, dass
diese bei Verwendung von Polynomgrad p = 8 und p = 16 nahezu identisch ausfallen. Dem entge-
gen, erhoht sich die Laufzeit zur Losungsfindung bei Verwendung von Polynomgrad p = 32 um
das Dreieinhalb- bis Zweifache. Die Analyse des Rechenaufwandes (O(p*n?)) zeigt, dass dieser,
bei Verdoppelung von p und Halbierung von n., um den Faktor 2 zunimmt. Zeitgleich nimmt,
sofern die Zahl der Elemente den gewéhlten Polynomgrad deutlich tibersteigt, die Zahl der an
der Berechnung beteiligten Unbekannten (O(p* + 2p?n?)) annihernd um den Faktor 2 ab. Dies
liefert die Erklirung, warum beim Ubergang von p = 8 zu p = 16 fiir N < 10° kein merklicher
Laufzeitunterschied festzustellen ist. Die Reduktion der Laufzeit im Fall von p = 16 und N =~ 10°
resultiert daraus, dass die tatsdchliche Reduktion der Unbekannten bei einer hohen Anzahl von
Elementen den auftretenden Berechnungsmehraufwand tiberkompensiert. Entgegen der voran-
gegangenen Betrachtung ist bei Verwendung von Polynomgrad p = 32 die Zahl der tatséchlich
eingesetzten Elemente kleiner als der Polynomgrad selbst, so dass in diesem Fall eine deutlich
geringere Reduktion bzw. sogar eine Zunahme der tatsdchlich an der Matrizen-Multiplikation be-
teiligten Unbekannten eintritt. In diesem Fall erh6ht sich, wie im letzten Abschnitt der Tabelle
6.3 ersichtlich, die Laufzeit in Relation zur gestiegenen Zahl der Gleitkommaberechnungen.

*
Tlsg

Die mit dem MG-SJC-Loser erzielten, in Tabelle 6.4 dargestellten, Ergebnisse lassen sich in dhnli-
cher Art und Weise, wie dies im vorangegangen Abschnitt geschehen ist, interpretieren. Zusétzlich
gilt es jedoch zu beachten, dass sich die Zahl der benétigten Gleitkommaoperationen fiir eine
Glitteranwendung von n3(12p?+6p+1)% auf n2 (3p*+3p+1)? und die Zahl der an dieser Operation
beteiligten Unbekannten von (12p%+6p+1)2+2n3 (12p? +6p+1) auf (3p?+3p+1)2+2n3(3p?+3p+1)
reduziert. Damit fallt die durch den reduzierten Ansatz herbeigefiihrte Reduktion der benétigten
Gleitkommaoperationen und auch die Zahl der tatséachlich beteiligten Unbekannten mit héherem
Polynomgrad, deutlich gréfer aus. Das wiederum erkldrt die, im Vergleich zu den niedrigeren Po-
lynomgraden, deutlich stiarker reduzierte Losungszeit bei Verwendung von Polynomgrad p = 32.

Zum Abschluss der Diskussion der mit den sequentiellen Losern im dreidimensionalen Anwen-
dungsfall erzielten Ergebnisse, sei auf die in den Tabellen 6.3 und 6.4 jeweils ganz rechts lokalisier-
te Spalte 7¢; /Tg*rob verwiesen. Diese beinhaltet, analog zum zweidimensionalen Anwendungsfall,

das tatséchlich gemessene Ausgangslastverhéltnis Cq(7*) e TfZin/Tgrob' Es ist festzustellen, dass
die angegebenen Werte, insbesondere fiir n. > 32, den bereits in Abschnitt 5.3.2 theoretisch
vorhergesagten Werten entsprechen. Die bei Verwendung kleinerer Elementzahlen auftretenden
Abweichungen sind hierbei insbesondere auf Messungenauigkeiten bei der Laufzeiterfassung des
jeweils auf wenigen Unbekannten agierenden Grobgitterlosers zuriickzufiihren.

In Zusammenfassung aller dargestellten Ergebnisse ist festzustellen, dass der dreidimensionale
Loser, unabhéngig davon, ob der volle oder der reduzierte Stern zur Glattung eingesetzt wurde,
mindestens achteinhalbmal langer fiir die Losung des vorgegebenen Testproblems (Gleichung 4.9
bzw. 4.10) benétigt, als dies fiir den zweidimensionalen Ansatz der Fall ist. Bezogen auf die, fiir
eine optimale Parallelisierung angestrebte, maximale Problemgréfe von mehr als einer Milliarde
(N =1.073.741.824) Unbekannten bzw. Gitterpunkten erzielten der 2D-Loser, bei Verwendung
von Polynomgrad p = 64, und der 3D-Loser, bei Verwendung von Polynomgrad p = 16, das jeweils
beste Ergebnis. Hierbei 16ste der reduzierte 2D-Loser (MG-SJC) das Testproblem in anndhernd
145 Sekunden. Der reduzierte 3D-Loser bendtigte hierfiir in etwa 1224 Sekunden. Werden beide
Ergebnisse jeweils mit den durch Anwendung der SJW-Variante erzielten Ergebnissen verglichen,
zeigt sich, dass diese eine um circa 2,2 % (2D) bzw. 44,7 % (3D) hohere Gesamtlaufzeit aufweisen.
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6 Ergebnisse

6.3.2 Nachweis der Skalierbarkeit im parallelen Anwendungsfall

Um die Menge der zu analysierenden Konfigurationen tiberschaubar zu halten, werden in die-
sem Abschnitt nur die Konfigurationen untersucht, die sich nicht von vornherein einer effizienten
Parallelisierung entziehen (siehe Abschnitt 5.3). Zu diesen Konfigurationen zihlen im zweidimen-
sionalen Anwendungsfall der MG-SJW-Loser mit Polynomgrad p = 16,32 und 64 sowie im drei-
dimensionalen Fall die beiden Loser-Varianten MG-SJW und MG-SJC unter Verwendung von
Polynomgrad p = 16. Aufbauend auf der maximal pro Knoten moéglichen Anzahl von Freiheits-
graden (N =~ 10%) und der maximal auf Taurus verfiigharen Knotenzahl (Nkpoten ~ 10%), wurden
in beiden Raumdimensionen Helmholtz-Gleichungen () = 1) mit mehr als einer Billionen (10'2)
Unbekannten, bis zu einem Abbruchfehler ¢ < 10717 gelgst. In Tabelle 6.5 sind die hierbei beng-
tigten Laufzeiten fiir ausgewéhlte Konfigurationen (2- und 3D) angegeben. Die genaue Analyse

Léseryg p N, N Knoten Prozesse nzye 704 [s| 75, 8| Thost [s]
SJW-2D 64 16.380 1.098.974.822.400  1.014 24.336 5 4,86 11,39 4,96
SJW-3D 16 630 1.024.192.512.000 1.125 27.000 6 7,58 99,10 4,76
SJC-3D 16 630 1.024.192.512.000 1.125 27.000 6 27,568 72,04 4,75

Tabelle 6.5: Laufzeiten ausgewihlter Konfigurationen bei N ~ 102 Unbekannten

der gemessenen Laufzeiten zeigt, dass abermals der zweidimensionale Loser (SJW-2D) deutlich
schneller eine Losung generiert, als dies fiir den dreidimensionalen Loser der Fall ist. Dies wird
besonders deutlich, wenn zuséatzlich zu den angegebenen Laufzeiten auch noch der Umstand be-
riicksichtigt wird, dass im zweidimensionalen Fall rund 74 Milliarden Unbekannte mehr gelost
und rund 3000 Prozesse weniger genutzt wurden. Des Weiteren ist ersichtlich, dass der redu-
zierte, dreidimensionale Loser (SJC-3D) nach wie vor erheblich weniger Zeit (ca. 27%) als die
Variante mit vollem Stern (SJW-3D) zur Berechnung der kondensierten Losung benétigt. Wird
dementgegen jedoch die Gesamtlaufzeit betrachtet, so liegen beide Loser-Varianten bereits sehr
nah beieinander. Aufgrund der hoheren Anzahl sequentieller Anteile in der Implementierung des
Praprozessings des reduzierten Sternes wird die Gesamtlaufzeit von dessen Loser-Variante, bei
noch hoheren Prozesszahlen, sogar ins Hintertreffen geraten. Die Anzahl der bendtigten Glattun-
gen auf dem feinsten Gitter ist aus Platzgriinden nur indirekt angegeben, hier gilt #Glattungen
= nzyk + 1. Im Vergleich mit der im sequentiellen Fall durchgefiihrten Konvergenzstudie (Tabelle
4.6) ist deutlich zu sehen, dass die Zahl der maximal benétigten Zyklen bzw. Glattungen nicht zu-
genommen hat. Um dieses Ergebnis jedoch richtig einschétzen zu kénnen, sei hier explizit auf eine
notwendige Anderung der zugrunde liegenden Testszenarien hingewiesen. Im zweidimensionalen
musste die Begrenzung des Simulationsgebietes von 27 /h auf 647/h und im dreidimensionalen auf
47 [h erweitert werden. Dieser Schritt ist dahingehend motiviert, da der Ubergang von 10? zu 102
Unbekannten den Einfluss von Rundungsfehlern deutlich verstarkt hat und somit nicht in jedem
Fall sichergestellt war, dass das angestrebte Abbruchkriterium (e < 1071%) auch erreicht wurde.
Als Beleg dafiir, dass es sich bei der reduzierten Losungsgenauigkeit tatséchlich um den Einfluss
von Rundungsfehlern handelt, seien drei Beobachtungen angefiihrt: der Konsistenzfehler liegt zu
jeder Zeit unterhalb der angegebenen Abbruchschranke, die Lésungsgenauigkeit verharrt nach
Erreichen eines Wertes von annihernd 107!° zunéchst fiir einige Zyklen bei dem jeweiligen Wert
und nimmt danach wieder ab, bei Verwendung kleinerer Polynomgrade tritt der eben beschrie-
bene Effekt erst bei einer hoheren Elementzahl auf (die kleinsten Abstédnde im jeweiligen Gitter
hiangen von p und N, ab). Alle folgenden, insbesondere die in den Abbildungen 6.4 - 6.9 ver-
anschaulichten, Ergebnisse bzgl. Scaleup (Epy), Speedup und paralleler Effizienz (Ep) beruhen
auf Losungsvorgéngen, die nach exakt 6 Zyklen (7 Glattungen auf dem feinsten Gitter) abge-
brochen wurden. Dieser Wert orientiert sich hierbei an der Zyklenzahl, welche im Mittel (siehe
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6 Ergebnisse

Tabelle 4.6 und 6.5) benétigt wird, um dimensionsiibergreifend eine Losung mit einem Losungs-
fehler € < 10719 zu erzeugen. Diese Normierung hat den grofen Vorteil, dass alle betrachteten
Varianten, ohne Umwege und unabhingig von Polynomgrad oder Raumdimension, miteinander
verglichen werden kénnen. Die damit einhergehende Unsicherheit, ob eine einzelne Konfiguration
tatsachlich zu einem Losungsfehler unterhalb der anvisierten Fehlerschranke fithrt oder nicht,
ist hierbei offensichtlich, wird jedoch, da der Fokus im Folgenden nur auf der Skalierung der
Loser-Varianten liegt, als nicht relevant erachtet. Die im Anschluss durchgefiihrte Analyse der
Skalierbarkeit folgt, beginnend mit den zweidimensionalen Loser-Varianten, immer dem gleichen
Schema. Zuerst wird jeweils die schwache Skalierung (Scaleup — Enp) und im Anschluss daran
die starke Skalierung (Speedup und Effizienz — Ep) bewertet. Beim Scaleup werden jeweils zwei
grundlegende Szenarien betrachtet. Bei Ersterem betriigt die Grofe des initialen Problems 226
(2D) bzw. 224 (3D) und bei Letzterem 23° Unbekannte (groktes auf einem Knoten berechenbares
Problem). Innerhalb beider Szenarien wird die initiale Problemgrofe und Prozesszahl (P = 1)
auf das 2%-Fache des urspriinglichen Wertes vergrofert, wobei die Zahl der hierbei verwendeten
Knoten so lange wie moglich der Anzahl der verwendeten Prozesse entspricht. Diese Prozedur
wird solange fortgefiihrt, bis der auf Taurus zur Verfiigung stehende Speicher (siche 6.2) auf-
gebraucht oder das Maximum der verfiigbaren Prozesse erreicht ist. Dementsprechend betréigt
die maximale Problemgréfie im zweidimensionalen N = 240
dungsfall N = 230 bzw. N = 239, Diese, auf zwei Szenarien aufbauende, Betrachtung wird auch
bei der Analyse der starken Skalierbarkeit angewendet. Hier wird jeweils der Speedup und die
Effizienz fiir ein Problem der Gréke 23° und eines der Grofe 240 (2D) bzw. 239 (3D) ausgewertet.
Die Wahl der Grokenordnung des ersten Szenarios orientiert sich hierbei am gréfitmdoglichen, auf
einem Knoten (mit einem Prozess) berechenbaren Problem und die des zweiten Szenarios an der
im Rahmen der schwachen Skalierung gréftmdéglich wiahlbaren Problemgrofe. Im Gegensatz zu
den Abbildungen die sich auf den Scaleup beziehen, zeigen die Abbildungen, zum Speedup und
zur parallelen Effizienz bis zu drei Messpunkte pro ausgewerteter Prozesszahl. Dies ist dem Sach-
verhalt geschuldet, dass es auf Taurus mehrere Moglichkeiten gibt, eine bestimmte Prozesszahl
zu allokieren. Werden zum Beispiel 16 Prozesse fiir eine Berechnung benétigt, kdnnen diese alle
von einem Knoten oder von 16 verschiedenen Knoten stammen. Bei der ersten Variante teilen
sich alle Prozesse den zur Verfiigung stehenden Arbeitsspeicher und auch den Level-3 Cache
(siehe Abbildung 6.1), im Gegensatz dazu kann bei der letzten Variante jeder Prozess allein auf
den kompletten Speicher, insbesondere den Level-3 Cache, zugreifen. Dies gilt jedoch nur unter
der Bedingung, dass alle verwendeten Knoten exklusiv genutzt werden konnen, was im Rahmen
der vorliegenden Arbeit durch die Verwendung der Slurm-Option [157] ,~-exclusive” sicherge-
stellt wurde. Aufgrund der besseren Cache-Verfiigbarkeit bei einem ausgeglichenen Verhéltnis
von Knoten- und Prozessanzahl repréisentieren in allen Féllen die Messpunkte mit dem besten
Speedup bzw. der besten Effizienz jeweils die Variante mit der groftmoglich nutzbaren Kno-
tenanzahl. Im Umkehrschluss dazu reprasentieren die Messpunkte mit den schlechtesten Werten
jeweils die Variante mit der kleinstméglichen Knotenzahl. Es sei an dieser Stelle explizit darauf
hingewiesen, dass die offensichtliche Fokussierung auf Zweierpotenzen bzgl. Problemgrofe und
Prozesszahl allein aus dem Anspruch heraus gewahlt wurde, die bestmdogliche Performance zu
erreichen. Das heif’t, die Verwendung von abweichenden Werten ist ohne Weiteres moglich, die
hierbei erzielten Ergebnisse iibertreffen jedoch in keinem Fall das mogliche Optimum. Analog
zu den bisher im sequentiellen Fall vorgenommenen Analysen werden weiterhin das Post- und
Préaprozessing als auch die allein auf dem kondensierten Gitter erzielte Losung separat analysiert.
Diese Separation der Komponenten findet sich in den Abbildungen 6.4 - 6.9 dahingehend wieder,
dass die obere Zeile immer dem Préprozessing, die mittlere Zeile immer der Losung und die letzte
Zeile immer dem Postprozessing gewidmet ist.

und im dreidimensionalen Anwen-

Abbildung 6.4 zeigt den Scaleup des zweidimensionalen Lésers bei Verwendung der drei unter-
schiedlichen Polynomgrade p = 16, 32,64. Unabhéngig von der Loser-Komponente, unterliegt der
Scaleup bei allen drei gewahlten Polynomgraden der gleichen Tendenz. Hierbei ist jedoch an-
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1.5 —— idealer Scaleup 1.5 —— idealer Scaleup
[ ] Polynomgrad p = 16 - [ ] Polynomgrad p = 16
—_ [ ] Polynomgrad p = 32 g‘l o Polynomgrad p = 32
§ v Polynomgrad p = 64 -] v Polynomgrad p = 64
2 S o
- ro—o—w g 1—0 4 [ .
© )
I V) - | )
=2 n
- ° g z
5z ol
wo | az |
o 05F w 05F
3 . S
] ® K
@ 3
- ‘D I
O i 1 L il - ol il 1 . | J O 1 ol | n 1
10° 10° 10" 10" 10" 10° 10" 10" 10"
ProblemgroBe PN ProblemgroBe PN
(a) Scaleup — Préprozessing, N = 226 (b) Scaleup — Préprozessing, N = 23°
1.5 —— idealer Scaleup 15 —— idealer Scaleup
I ] Polynomgrad p = 16 3 ] Polynomgrad p = 16
—_ [ ] Polynomgrad p = 32 g o Polynomgrad p = 32
g Polynomgrad p = 64 % | v Polynomgrad p = 64
«Q -
2 g
& S o S ¢ ]
n ] i - :
= v n v
= ° zZ |
2z v o
I.IJn. | ’ 2z
o 05F w 05
3 [-%
o | g
i = a |
O i 1 . T | - il Ll 1 Ll J O 1 | | L L 1 J
10° 10° 10" 10" 10" 10° 10" 10" 10"
ProblemgréBe PN ProblemgroBe PN
(c) Scaleup — Losung, N = 2%¢ (d) Scaleup — Losung, N = 2%°
1.5 — idealer Scaleup 151 —— idealer Scaleup
[ ] Polynomgrad p = 16 —_ [ ] Polynomgrad p = 16
=~ [ ] Polynomgrad p = 32 § [ ] Polynomgrad p = 32
S v Polynomgrad p = 64 @ v Polynomgrad p = 64
A4 Al
2 X .
-
B— 10— V] ) g 1—=© v & 5 =
n O © - © =
= (V] n -
7 Z ¢
g8z | = | (]
uf“ g z
a 0.5F w 05F
3 [-%
] -
: ° g
@ it
L (7]
O L 1 n il | Ll 1 L il J O | | T | |
10° 10° 10" 10" 10" 10° 10" 10" 10"
ProblemgréBe PN ProblemgroBe PN

(e) Scaleup — Postprozessing, N = 22°
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Abbildung 6.4: Schwache Skalierung des zweidimensionalen MG-SJW-Lésers am Beispiel eines
Problems mit moderater Grofse (linke Seite) bzw. mit der maximal auf einem Taurus-Knoten
realisierbaren Grofe (rechte Seite). In beiden Féllen wird die Ausgangsgrofe und Prozessanzahl
(P=1) solange vervierfacht, bis Prozessanzahl oder Arbeitsspeicher aufgebraucht sind. Sofern
moglich, betragt das hierbei genutzte Verhéltnis von Prozessen und Knoten 1:1. Von oben be-
ginnend ist jeweils der Scaleup fiir das Préaprozessing, die Losungsphase und das Postprozessing
angegeben. In jeder Abbildung werden hierbei drei unterschiedliche Polynomgrade analysiert.
Diese sind p = 16 (griine Quadrate), p=32 (blaue Kreise) und p = 64 (gelbe Dreiecke).
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zumerken, dass fiir das Pra- und Postprozessing eher ein niedriger Polynomgrad (p = 16, griine
Quadrate) und fiir die Losung selbst ein héherer Polynomgrad (p = 64, gelbe Dreiecke) von Vor-
teil sind. Die geringfiigige Bevorteilung niederer Polynomgrade im Préaprozessing resultiert zum
einen daraus, dass in dieser Phase die von jedem Prozess benétigten SEM-Operatoren (siehe
Gleichung 3.33) allein von Prozess 0 generiert und via MPI-Broadcast versendet werden. Hier-
bei fithrt ein kleinerer Polynomgrad zu einem performanteren Nachrichtenaustausch, als dies fiir
hohere Polynomgrade der Fall ist. Zum anderen ist dieses Ergebnis, analog zum Postprozessing,
auch ein Resultat des Polynomgrad-abhéngigen Verhéltnisses von Elementanzahl und inneren
Gitterpunkten, welches ebenfalls einen deutlichen Einfluss auf die Dauer und Méchtigkeit des
Nachrichtenaustausches besitzt. Der bessere Scaleup der hoheren Polynomgrade bei der Losung
selbst, ldsst sich direkt aus deren besserem Verhéltnis von Fein- und Grobgitterberechnungsan-
teil ableiten (siche Abschnitt 5.3.2). Unabhéngig davon zeigt sich, dass der in der Losungsphase
erreichbare Scaleup sehr schnell vom méglichen Optimum abweicht. Je nach gewéhlter Problem-
grofke betragt dieser bei Verwendung von 1.024 Prozessen (1 Prozess pro Knoten) nur noch 60
bzw. 70%. Das heift, dass der Grobgitterloser bereits nach wenigen Vervielfachungen der initialen
Problemgrofse zum limitierenden Faktor der gesamten Berechnung wird und somit der schwachen
Skalierung im zweidimensionalen Anwendungsfall recht enge Grenzen gesetzt sind. Zuséatzlich zu
den bisher diskutierten Auspriagungen und Effekten sei hier auf die im moderaten Fall (links)
deutlich sichtbaren Einbriiche des Scaleups ab 256 Prozessen (256 Knoten) bzw. bei 16.384 Pro-
zessen (1.024 Knoten) hingewiesen. Die Ursache des ersten Einbruchs liegt darin begriindet,
dass ab dieser Prozessanzahl Knoten unterschiedlicher Inseln in die Berechnung involviert sind,
was sich entsprechend negativ auf die Nachrichtenlaufzeiten auswirkt (siehe Abbildung 6.2). Der
zweite Einbruch lasst sich dahingehend erldutern, dass sich hier erstmalig eine grofse Zahl von
Prozessen den auf einem Knoten zur Verfligung stehenden L3-Cache teilen miissen. Diese Cache-
bedingte Reduzierung der Effizienz offenbart zum wiederholten Male die starke Abhéngigkeit des
entwickelten Losungsansatzes von der zur Verfiigung stehenden Cachehierarchie. Im Rahmen der
im Folgenden durchgefiihrten Analysen zur starken Skalierbarkeit zeigt sich diese Abhéngigkeit
noch einmal besonders deutlich.

Abbildung 6.5 zeigt den Speedup (linke Seite) und die parallele Effizienz (rechte Seite), die der
zweidimensionale Loser hinsichtlich der Lésung des Problems mit 23 Unbekannten (ca. eine
Milliarde) erreicht. Dieses Szenario garantiert den bestmoglichen Speedup bzw. die bestmdogliche
parallele Effizienz, die ausgehend von einem einzigen Prozess insgesamt zu erwarten ist. Das
heifst, sobald die Anzahl der zu bestimmenden Unbekannten (N) deutlich kleiner ausféllt, wird
auch der Speedup bzw. die Effizienz deutlich von dem hier gezeigten Optimum abweichen. Grund-
lage aller gezeigten Messreihen ist die wiederholte Vervierfachung der Anzahl der eingesetzten
Prozesse. Der Maximalwert betrigt hierbei 16.384 Prozesse. Generell lasst sich fiir alle gezeigten
Messreihen feststellen, dass es drei unterschiedliche Niveaus des Speedups und der Effizienz gibt.
Hierbei reprasentieren die Messwerte des oberen Niveaus allesamt Berechnungen, die mit exakt
einem Prozess pro Knoten durchgefiihrt wurden. Die Messwerte des mittleren Niveaus dagegen
beruhen auf Berechnungen mit einem Prozess-Knotenverhéltnis von 4:1 und die des unteren
Niveaus auf einem Verhéltnis von 16:1. Da das sequentielle Ausgangsproblem jeweils unter Ver-
wendung der kompletten Speicherhierarchie eines Knotens gelost wird, ist es offensichtlich, dass
eine faire Speedup- bzw. Effizienzanalyse nur bei Beibehaltung der gleichen Speicherkapazitét
gewéhrleistet ist und alle Abweichungen davon in suboptimalen Ergebnissen miinden. Dahinge-
hend sind die Messwerte des mittleren und des unteren Niveaus weniger beziiglich derer absoluter
Werte, sondern eher beziiglich der jeweils zu beobachtenden Trends zu bewerten. Hinsichtlich der
beschréankten Knotenanzahl gilt fiir das eigentlich relevante, obere Niveau wieder die gleiche Ein-
schrankung wie bereits beim Scaleup. Berechnungen mit mehr als 1.024 Prozessen (entspricht
1.024 Knoten) zeigen eine deutliche Reduktion bzgl. Speedup und Effizienz. Zusétzlich zu dieser
generellen Beobachtung ist festzustellen, dass alle drei Loser-Komponenten noch einer indivi-
duellen Beschrankung unterliegen. Um im Folgenden uniibersichtliche Mehrfachnennungen zu
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Abbildung 6.5: Starke Skalierung des zweidimensionalen MG-SJW-Losers am Beispiel eines
Problems mit circa einer Milliarde Unbekannten. Die Anzahl der hierbei eingesetzten Prozesse
basiert auf Potenzen der Basis 4 und variiert von 1 bis 16.384. Von oben beginnend zeigt jeweils
die linke Seite den Speedup (doppelt logarithmische Darstellung) und die rechte Seite die parallele
Effizienz (einfach logarithmische Darstellung) des Praprozessings, der Losungsphase und des
Postprozessings. Form und Farbe der Messpunkte sind analog zu Abbildung 6.4 gewahlt und
reprasentieren den jeweils gewihlten Polynomgrad. Sofern einer Prozesszahl mehrere Messpunkte
zugeordnet sind, reprasentiert jeweils der oberste Messpunkt das bestmogliche (ausgeglichenste)
Prozess-Knotenverhéltnis (moglich sind 1:1, 4:1 oder 16:1).
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Abbildung 6.6: An Abbildung 6.5 orientierte Darstellung der starken Skalierung des zweidimen-
sionalen MG-SJW-Losers am Beispiel eines Problems mit circa einer Billionen Unbekannten. Die

Anzahl der verwendeten Prozesse wird ausgehend von 1.024 Prozessen (1.024 Knoten) schritt-

weise auf 4.096, 16.384 und 24.334 Prozesse gesteigert. Im letzten Fall weicht die tatséchliche

Problemgréfie mit 1,098 - 10'? Unbekannten leicht von der eigentlich betrachteten Grife ab. Die

diesbeziiglich angegebenen Messwerte wurden entsprechend normiert.
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vermeiden, werden diese komponentenspezifischen Beschriankungen nur am Beispiel der Effizienz
erldutert. Alle diesbeziiglichen Aussagen lassen sich jedoch aufgrund des Zusammenhangs von
Speedup und Effizienz direkt iibertragen. Die dem Préprozessing zugeordnete Abbildung 6.5a
zeigt, dass die Variante mit Polynomgrad p = 64 bereits ab 256 Prozessen und die beiden ande-
ren Varianten spéatestens ab 4.096 Prozessen eine deutlich reduzierte Effizienz aufweisen. Dieses
Verhalten ist hierbei wieder direkt auf den hohen, proportional mit dem Polynomgrad zunehmen-
den, Anteil der sequentiellen Operatorberechnung zuriickzufithren. Entgegen den Erwartungen
bricht die Effizienz der Variante mit Polynomgrad p = 64, auch im Rahmen der kondensierten
Losung (Abbildung 6.5¢), bereits bei 1.024 Prozessen iiberdeutlich ein. Um diesen Sachverhalt
zu erldutern, ist es hilfreich, die Zahl der in diesem Szenario pro Raumrichtung eingesetzten Ele-
mente ne = 512 mitzuberiicksichtigen. Hier zeigt sich, dass deren Anzahl nur noch halb so groft
ist wie die Zahl der, fiir die parallele Berechnung des Grobgitterlosers, einsetzbaren Prozesse.
Entsprechend dem jeweiligen Verhéltnis von Polynomgrad und Elementzahl (n.) ist, bei jeder
weiteren Vervierfachung der Prozesszahl, ein Einbruch der Effizienz fiir den jeweils néachst kleine-
ren Polynomgrad zu beobachten. Anhand des eben beschriebenen Zusammenhanges lassen sich
auch die dem Postprozessing zugeordneten Messwerte (Abbildung 6.5f) erldutern. Hier bricht
die Effizienz der Variante mit Polynomgrad p = 64 ebenfalls bereits ab 1.024 Prozessen deutlich
ein. Bei Verwendung von 16.384 Prozessen ist beispielsweise nur noch ein Wert von EI’;OSt =0.06
zu beobachten. Da in diesem Fall jedem Prozess nur noch 16 Elemente (N.) zugeteilt werden,
ware selbst bei einem ausgeglichenen Prozess-Knotenverhéaltnis kein wesentlich hoherer Wert zu
erwarten. Bei Verwendung von Polynomgrad p = 16 und einem ausgeglichenen Verhéltnis von
Prozess- und Knotenanzahl, erscheint hingegen ein Wert von 0,6 - 0,7 durchaus im Bereich des
Moglichen zu liegen. Zusammenfassend lésst sich sagen, dass bei Verwendung von circa einer
Milliarde Unbekannten die starke Skalierung nur bis zu einer Zahl von 1.024 Prozessen wirklich
effizient (50 - 60%) ist.

Die in Abbildung 6.6 prisentierten Messwerte dienen dem Beleg, dass die starke Skalierung bei
Verwendung eines deutlich groferen Ausgangsproblems (circa eine Billionen Unbekannte) erheb-
lich besser ausféllt. Der Aufbau der Abbildung und die dargestellten Messreihen orientieren sich
hierbei an der bereits ausfiihrlich diskutierten Abbildung 6.5, so dass an dieser Stelle auf eine
Wiederholung der offensichtlichen Fakten verzichtet wird. Es sei jedoch auf die im Rahmen dieses
Szenarios erhohte, maximale Anzahl von 24.336 genutzten Prozessen hingewiesen. Insbesondere
der Sachverhalt, dass bei dieser Wahl der Prozessanzahl die Zahl der zu berechnenden Unbe-
kannten (ca. 1,098 -10?) um circa eine Milliarde von der eigentlich betrachteten Anzahl von
Unbekannten (1,099 - 10'2) abweicht, bedarf hier der besonderen Beachtung. Um dennoch einen
fairen Vergleich mit den auf Zweierpotenzen aufbauenden Konfigurationen (1.024, 4.096 und
16.384 Prozesse) zu ermoglichen, wurden die Messwerte entsprechend der tatsédchlichen Anzahl
von Unbekannten normiert. Im Vergleich mit dem zuvor diskutierten, deutlich kleineren Problem
zeigt sich, dass diesmal insbesondere die Messwerte bzgl. der Losung des kondensierten Problems
(Abbildung 6.6¢ und 6.6d) den Erwartungen entsprechen. Das heifst, ein hoherer Polynomgrad
bedingt auch eine bessere Skalierung. Beziiglich des Pra- und Postprozessings gilt analog zum
kleinen Anwendungsfall (Abbildung 6.5), dass ein kleinerer Polynomgrad eine bessere Skalierung
aufweist. Zusammenfassend ist festzustellen, dass die starke Skalierung von 1.024 auf 24.334 Pro-
zesse bzgl. eines Problems der Gréfenordnung O(10'2) im Mittel mit ungefihr 40% angegeben
werden kann.

Die im Folgenden dargestellten Messergebnisse (Abbildung 6.7 - 6.9) beziehen sich allein auf
den dreidimensionalen Anwendungsfall. Anders als im zweidimensionalen liegt hier der Fokus
nicht auf dem Vergleich von Varianten mit unterschiedlichem Polynomgrad, sondern auf dem
Vergleich der beiden Loser-Varianten MG-SJW und MG-SJC. Beide Varianten basieren hierbei
auf dem gleichen Polynomgrad, welcher mit p = 16 gewéhlt ist. Um die Vergleichbarkeit mit der
ebenfalls auf dem Polynomgrad p = 16 aufbauenden, zweidimensionalen Variante zu erleichtern,
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wurden die Messwerte des MG-SJW-Losers, in Analogie zu den Abbildungen 6.4 - 6.6, ebenfalls
mit griilnen Quadraten dargestellt. Die Messwerte des reduzierten Losers (MG-SJC) werden mit
dem bisher ungenutzten Symbol eines leeren Quadrates abgebildet. Die Form des Quadrates
verweist hierbei auf den zum MG-SJW-Loser identisch gewdhlten Polynomgrad. Die Auslassung
der Farbung soll zusétzlich verdeutlichen, dass im Gegensatz zum MG-SJW-Loser keine dqui-
valente Messreihe im zweidimensionalen Anwendungsfall existiert. Entsprechend der zu Beginn
dieses Abschnitts aufgezeigten Betrachtungsreihenfolge wird zunéchst der Scaleup, das heifit die
schwache Skalierung, fiir ein moderates (ca. 17 Millionen Unbekannte) und fiir das auf einem
Knoten groftmoglich berechenbare Problem (ca. eine Milliarde Unbekannte) analysiert. Im An-
schluss daran erfolgt anhand der Bewertung von Speedup und Effizienz die Analyse der starken
Skalierung. Hierbei wird zum einen ein Problem mit rund einer Milliarde und eines mit mehr als
einer halben Billionen Unbekannten untersucht.

Es zeigt sich, dass der Scaleup, mit Ausnahme der jeweils letzten Messwerte des moderaten
Problems (Abbildung 6.7a, ¢, e) unabhéngig von der gewéhlten Problemgrofe insgesamt deut-
lich besser als im zweidimensionalen Fall ausféllt. Insgesamt ist hier ein Komponenten- und
Loser-tibergreifender mittlerer Scaleup von 95,6% zu beobachten, wobei der Scaleup fiir die, die
Laufzeit dominierende, Losungs-Komponente sogar iiber dem Idealwert liegt. Dieser anndhernd,
ideale Scaleup belegt, dass eine weitere Erhchung der Problemgrofie ohne eine merkliche Steige-
rung der Berechnungszeit absolut im Bereich des Moglichen erscheint. Hinsichtlich der auf der
Topb00-Liste gefithrten HPC-Systeme und der von diesen bereitgestellten Knotenanzahl bzw.
des von diesen Systemen bereitgestellten Arbeitsspeichers ist eine Ausweitung auf Probleme der
Grékenordnung N = O(10'?) als sehr realistisch einzuschiitzen. Der Vollkommenheit halber sei an
dieser Stelle erwdhnt, dass die Einbriiche des Scaleups auf der linken Seite (moderates Problem)
abermals auf das jeweils erste Auftreten eines unausgeglichenen Verhéltnisses von Prozess- und
Knotenanzahl zuriickzufiihren sind. Da dieser Effekt im Rahmen der zweidimensionalen Analyse
jedoch bereits mehrfach diskutiert wurde, wird dieser hier nicht mehr gesondert betrachtet. Das
gilt insbesondere auch fiir die Diskussion der Messergebnisse bzgl. der starken Skalierung, welche
sich im Folgenden auf die Abbildungen 6.8 und 6.9 bezieht. Das hierbei jeweils fiir den Speedup
und die Effizienz genutzte Prozess-Knotenverhéltnis betragt fiir alle oberen Messwerte 1:1 und
fiir alle unteren Messwerte 8:1.

Analog zur starken Skalierung im zweidimensionalen Fall wurde zusétzlich zur eigentlichen, auf
Zweierpotenzen aufbauenden Messreihe, eine von diesem Schema abweichende Messung durch-
gefiihrt. Der jeweils ganz rechts abgebildete Messwert (betrifft alle Unterabbildungen von 6.8
und 6.9) beruht auf einer Messung mit 27.000 Prozessen bzw. 1.125 voll genutzten Knoten. Die
hierbei betrachtete Anzahl der Unbekannten betrégt im ersten Anwendungsfall circa 8,84 - 108
(Abbildung 6.8) und im zweiten Anwendungsfall circa 5,43 - 10! (Abbildung 6.9), so dass der
erzielte Speedup und auch die Effizienz entsprechend dem eigentlich betrachteten Ausgangs-
problem (1,07 -10° bzw. 5,49 - 10' Unbekannte) skaliert wurden. Es ist festzustellen, dass die
MG-SJW-Variante gegeniiber der MG-SJC-Variante generell im Vorteil und dieser im Rahmen
des Praprozessings sogar deutlich iiberlegen ist. Fiir das Praprozessing gilt jedoch insgesamt,
dass, unabhéngig von der gewahlten Problemgrofe, keine der beiden getesteten Loser-Varianten
wirklich iiberzeugen kann. Im Falle der kleinen Problemgrofe bricht die Skalierung spétestens
ab Verwendung von 512 und bzgl. des groffen Problems ab 4.096 Prozessen iiberdeutlich ein.
Die Erklarung fiir diese Beobachtung ist dabei die gleiche wie im zweidimensionalen Fall. Die
sequentielle Berechnung der bendtigten SEM-Operatoren, und deren, im dreidimensionalen An-
wendungsfall noch einmal deutlich gestiegener, Anteil an der Gesamtlaufzeit des Praprozessings
verhindern eine hinreichend gute parallele Effizienz. Im Gegensatz dazu ist beim Postprozessing
und insbesondere bei der Losungsphase sehr deutlich zu erkennen, dass hier der dreidimensionale
Ansatz deutlich vorteilhafter skaliert. Ausgehend von einem Prozess betrigt die starke Skalie-
rung des Postprozessings bei Verwendung von 4096 Prozessen im kleinen Anwendungsfall 40%
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Abbildung 6.7: Schwache Skalierung des dreidimensionalen MG-SJW- (griine Quadrate) und
MG-SJC-Lésers (farblose Quadrate) am Beispiel eines Problems mit moderater Grofe (linke Sei-
te) bzw. mit der maximal auf einem Taurus-Knoten realisierbaren Grofe (rechte Seite). In beiden
Féllen wird die Ausgangsgrofe und Prozessanzahl (P=1) solange verachtfacht, bis Prozessanzahl
oder Arbeitsspeicher aufgebraucht sind. Sofern moglich, betragt das hierbei genutzte Verhéltnis
von Prozessen und Knoten 1:1. Von oben beginnend ist jeweils der Scaleup fiir das Praprozessing,

die Losungsphase und das Postprozessing angegeben.
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Abbildung 6.8: Starke Skalierung des dreidimensionalen MG-SJW- (griine Quadrate) und MG-

SJC-Losers (farblose Quadrate) am Beispiel eines Problems mit circa einer Milliarde Unbekann-

ten. Die Anzahl der eingesetzten Prozesse basiert fast ausschlieflich auf Potenzen der Basis 8 und
variiert dabei von 1 bis 4.096. Die zusétzliche Messung mit 27.000 Prozessen wurde aufgrund der

leicht abweichenden Problemgrofie (8,84-10% Unbekannte) entsprechend normiert. Die linke Seite
zeigt jeweils den Speedup (doppelt logarithmische Darstellung) und die rechte Seite die parallele
Effizienz (einfach logarithmische Darstellung) fiir die jeweilige Loser-Komponente. Sofern einer

Prozesszahl mehrere Messpunkte zugeordnet sind, reprisentiert jeweils der oberste Messpunkt

das bestmogliche (ausgeglichenste) Prozess-Knotenverhéltnis (moglich sind hier 1:1 oder 8:1).
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Abbildung 6.9: An Abbildung 6.8 orientierte Darstellung der starken Skalierung des drei-
dimensionalen MG-SJW-Losers (griine Quadrate) und des MG-SJC-Losers (farblose Quadrate)
am Beispiel eines Problems mit circa einer halben Billionen Unbekannten. Die Anzahl der ver-
wendeten Prozesse wird ausgehend von 512 Prozessen (512 Knoten) schrittweise auf 4.096 und
27.000 Prozesse gesteigert. Im letzten Fall, weicht die tatsichliche Problemgrofe mit 5,43 - 10!
Unbekannten leicht von der eigentlich betrachteten Grofse ab. Die diesbeziiglich angegebenen
Messwerte wurden entsprechend normiert.
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(Abbildung 6.8f). Wird die Anzahl der zu l6senden Unbekannten stark erhoht (Abbildung 6.9f)
betriigt die starke Skalierung beim Ubergang von 512 zu 27.000 Prozessen sogar 50%. In der
Losungsphase selbst werden diese Werte noch einmal deutlich {ibertroffen. Im kleinen Anwen-
dungsfall (Abbildung 6.8d) erreichen beide Loser-Varianten eine starke Skalierung von circa 50%.
Liegt der Skalierung ein grofieres Ausgangsproblem (Abbildung 6.9d) zugrunde, erreicht der MG-
SJW-Loser sogar eine starke Skalierung von 71%. Der reduzierte MG-SJC-Ansatz liefert einen
leicht niedrigeren Wert, skaliert dabei jedoch immer noch mit 69%.

Abschliefsend lésst sich festhalten, dass der in dieser Arbeit entwickelte Losungsansatz grund-
sitzlich fir den Einsatz auf Hochstleistungsrechnern geeignet ist. Dabei zeigt sich jedoch, dass
der dreidimensionale Ansatz deutlich besser als der zweidimensionale Ansatz fiir die Paralleli-
sierung geeignet ist. Insbesondere der nahezu optimale Scaleup und die bei Verwendung von
bis zu 27000 Prozessen erzielte parallele Effizienz (50 - 70 %) in der Losungsphase sind hier er-
wéahnenswert. Dennoch hat der hier beschriebene Ansatz einige Schwichen, die einer optimalen
Implementierung im Wege stehen. Sofern der Loser im zweidimensionalen Anwendungsfall auf
HPC-Systemen mit anndhernd einhunderttausend und mehr Prozessen laufen soll, muss der bis-
her auf dem grobsten Gitter verfolgte Losungsansatz (Grobgitterloser) géanzlich neu durchdacht
werden. Zusétzlich ist es unabdingbar, das Praprozessing noch einmal komplett zu iiberarbeiten.
Hier ist insbesondere der sehr hohe sequentielle Anteil der Berechnung der SEM-Operatoren im
3D-Fall dufierst bedenklich. Da dieses Problem mit dem herkémmlichen message-passing Ansatz
jedoch nicht zu l6sen ist, bedarf die Losung dieses Problems einer zuséatzlichen Ebene der Pa-
rallelisierung. Ein moglicher Ansatz fiir die Zukunft wére hier eine hybride Parallelisierung via
Open Multi-Processing (OpenMP).

6.3.3 Vergleich mit etablierten Lésungsansidtzen bzw. Ldsern

Um die bisher in den vorangegangenen Abschnitten dieses Kapitels dargelegten Ergebnisse richtig
einordnen zu kénnen, werden diese im folgenden Abschnitt mit den von anderen Wissenschaft-
lern erzielten Ergebnissen verglichen. Zunéchst werden hierbei die mathematisch motivierten
Kenngrofien wie etwa Komplexitéit, Konvergenzrate und die Anzahl der maximal gelésten Unbe-
kannten verglichen. Im Anschluss daran folgt der Vergleich der im Rahmen der schwachen und
starken Skalierung erzielten Ergebnisse (Scaleup, Speedup und parallele Effizienz).

Tabelle 6.6 beinhaltet die Werte der, bereits in Abschnitt 4.1 zum Stand der Forschung auf dem
Gebiet der SEM-basierten Mehrgitter prasentierten, Tabelle 4.1 und erweiterte diese um die des
im Rahmen dieser Arbeit entwickelten Losungsansatzes. Es zeigt sich deutlich, dass sich der ei-
gens entwickelte Ansatz bei allen angegebenen Kenngrofen mindestens als ebenbiirtig erweist.
Dariiber hinaus konnte die bisher bestmogliche Konvergenzrate im zweidimensionalen Anwen-
dungsfall noch einmal um den Faktor 10 und im dreidimensionalen Fall um den Faktor 7.4
verbessert werden. Des Weiteren wurde im 2D-Fall erstmals eine lineare Komplexitat in der Lo-
sungsphase erzielt. Hierbei ist jedoch zu bemerken, dass diese Komplexitat nur auf Kosten eines
zusétzlichen, mit O(Np) skalierenden, Postprozessings realisiert werden konnte. Da das Post-
prozessing im Gegensatz zur eigentlichen Losungsphase einen nicht iterativen Charakter besitzt,
fiihrt diese Art der Aufwandsverschiebung jedoch tatséchlich zu einer generellen Verbesserung
des Gesamtaufwands. Die deutlich gesteigerte Grofse der Ansatzordnung ist offensichtlich, deren
tatsichlicher Nutzen muss jedoch noch anhand von Benchmarks bewiesen werden (nicht Teil die-
ser Dissertation). Es ist jedoch davon auszugehen, dass ein Polynomgrad der Grofe p = 64 eher
von theoretischem und weniger von praktischem Interesse ist. Fin offensichtlicher Nachteil des
eigens entwickelten Losungsansatzes ist der, dass nur kartesische Gitter zum Einsatz kommen.
Die Abbildung beliebiger Geometrien ist damit bisher nicht moglich. Auferdem besteht bisher,
im Gegensatz zum Losungsansatz von Janssen & Kanschat, keine Moglichkeit, das verwendete
Berechnungsgitter an einzelnen Stellen zu verfeinern. Diese Einschrankung ist jedoch nicht von
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. Komplexitat )
Publikation P Pmazx Besonderheiten

Vor-/Nachbereitung ~ V-Zyklus

Lottes & Fischer;qy) 0,240 16 opH /- O(Np)  Kartesisch, 2D
Mitchell[1g7) 0,500 4 O(Np®) /- O(Np)  Unstrukturiert, 2D
Janssen & Kanschatg; 0,200 9 kA /- O(Np)  Kartesisch, 2/3D
Haupt pissertation 0,027 32 O(Np+p%) / O(Np) O(Np) Kartesisch, 3D
Haupt et al.jg7], Diss. 0,020 64 O(Np+p®) / O(Np) O(N) Kartesisch, 2D

Tabelle 6.6: Konvergenzrate p, maximale Ansatzordnung pn,q., algorithmische Komplexitét
und Besonderheiten von Mehrgitterverfahren fiir die Helmholtz-Gleichung ausgewéhlter Publi-
kationen. Die Angabe zur Komplexitit des V-Zyklus von Janssen & Kanschat [81] kennzeichnet
den bestmoglichen Wert — die Autoren selbst geben die Kosten nicht explizit an.

genereller Natur, der verwendete Mehrgitter-Ansatz begiinstigt eine zukiinftige Implementierung
der Adaption sogar.

Hinsichtlich der Problemgrofse der gelosten Poisson- und Helmholtz-Gleichungen ist festzustellen,
dass bereits die allein im sequentiellen Anwendungsfall durchgefiihrte Losung von Gleichungssys-
temen mit anndhernd einer Milliarde Unbekannten besonders erwédhnenswert ist. Im internatio-
nalen Vergleich zeigt sich, dass die im parallelen Anwendungsfall durchgefiihrten Berechnungen
mit bis zu einer Billionen Unbekannten (N ~ 10'%) dem Stand der Forschung (siehe Abschnitt
5.2) entsprechen. Werden zusétzlich der im dreidimensionalen Anwendungsfall erreichte, nahe-
zu ideale Scaleup und die tatséchlich benétigten Berechnungszeiten (einstelliger Minutenbereich)
berticksichtigt, besteht dariiber hinaus sogar die Moglichkeit, bereits jetzt Problemgrofien jenseits
des Stands der Forschung zu bewaltigen.

Die Bewertung der Giite der parallelen Implementierung offenbart Licht und Schatten zugleich.
Es zeigt sich, dass der zweidimensionale Loser bereits bei der vermeintlich leichter zu erreichenden
schwachen Skalierung jenseits von 1.024 Prozessen deutlich vom Optimum abweicht. Zusétzlich
betrigt die starke Skalierung, selbst fiir den groften Anwendungsfall (N = 10'2), maximal 40%
und das bei Verwendung von nicht mehr als 24.334 Prozessen. Wird die Anzahl der Unbekannten
kleiner gewahlt, sinkt die Giite der Skalierung erheblich und liegt damit eher auf dem Niveau
von h-Mehrgitterlosern (siche Abschnitt 5.2). Im Gegensatz dazu erreicht der dreidimensionale
Losungsansatz mit seinem nahezu idealen Scaleup und einer starken Skalierung von 50 - 71% das
Niveau effizienter p-Mehrgitterverfahren. Auch wenn die maximale Zahl der tatsachlich verwende-
ten Prozesse (27.000) noch eine Grofenordnung unterhalb der des Nek5000 Simulationscodes [7]
liegt, ist auf Grund des idealen Scaleups davon auszugehen, dass die Ergebnisse bei Verwendung
von liber einhunderttausend Prozessen dhnlich aussehen.
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In dieser Arbeit wird ein neuer methodischer Ansatz zur effizienten numerischen Simulation
physikalischer Prozesse entworfen. Der Fokus liegt dabei allein auf der effizienten Losung der
in jedem Zeitschritt auftretenden Randwertprobleme mit dem Ziel, die hohe Lésungsgenauig-
keit und Flexibilitdt von Losungsmethoden hoherer Ordnung mit der optimalen Komplexitat
von Methoden niederer Ordnung in einer neuen Ldsungsmethode zu vereinen. Dieses Ziel wird
durch eine neuartige Kombination von Spektralelemente-Verfahren (Methode hoherer Ordnung),
Statischer Kondensation und geometrischem Mehrgitterverfahren erreicht. Besonders innovativ
und effektiv hinsichtlich des Erreichens der Zielsetzung erweisen sich hierbei neben der, bei
Verwendung der Statischen Kondensation zu erwartenden, Reduktion der Gitterpunkte (Unbe-
kannte) um eine Grofenordnung, die Verwendung von allein auf der Basis 2 beruhender An-
satzordnungen (p = 2,0 < L) fiir alle Basisfunktionen und der Einsatz des eigens entwickelten
Stern-Glatters”. Das so erzeugte ,,Spektralelemente-basierte Mehrgitterverfahren auf kondensier-
ten Gittern® zeichnet sich durch drei Losungsphasen aus: die Initialisierung (Préprozessing), die
Losungsphase (Losung) und die Rekondensation (Postprozessing), wobei allein die Lésungspha-
se einen iterativen Charakter besitzt und diese somit die zur Losung bendtigte Gesamtlaufzeit
dominiert. Um die praktische Eignung des Verfahrens zu beweisen, wird dieses mit Hilfe der
Programmiersprache Fortran und unter Zuhilfenahme von hocheffizienten, numerischen Biblio-
theken (MKL [78], FFTW [55], P3DFFT [118|) zur Anwendung auf dem Hochleistungsrechner
des ZIH (HPC-System Taurus - [159]) gebracht. Darauf aufbauend wird zum einen der Beweis
der optimalen numerischen Eigenschaften (optimale, numerischer Komplexitat, herrausragende
Konvergenzgeschwindigkeit und Robustheit gegeniiber Gitterverfeinerung) und zum anderen der
Nachweis der praktischen (ca. 30.000 Prozesse und 10'? Gitterpunkte) bzw. der theoretischen
(ca. 1.000.000 Prozesse) Skalierbarkeit des Verfahrens erbracht. Die wesentlichen Beitrége der
Arbeit lassen sich wie folgt zusammenfassen:

e Es wird eine neue Methode zur effizienten Losung der bei der numerischen Simulation
physikalischer Prozesse auftretenden Randwertprobleme entwickelt. Deren Innovation be-
ruht auf der Kombination von Spektralelementen, Statischer Kondensation und geometri-
scher Mehrgittermethode. Hierbei kommen speziell ausgewéhlte Gauss-Lobatto-Legendre-
Polynome und der eigens entwickelte Glatter (,Stern-Glatter”) zum Einsatz.

o Das entwickelte ,,Spektralelemente-basierte Mehrgitterverfahren auf kondensierten Gittern
kombiniert die Vorteile von Methoden héherer Ordnung mit denen von Methoden niederer
Ordnung. Im zweidimensionalen Anwendungsfall besticht das Verfahren durch lineare Kom-
plexitét in der iterativen Losungsphase. Im dreidimensionalen Anwendungsfall entspricht
diese, trotz der zusitzlichen Abhéngigkeit von der Ansatzordnung der Basis-Polynome,
ebenfalls dem Stand der Forschung.

e Die erreichte Konvergenzgeschwindigkeit tibertrifft den Stand der Forschung um annéhernd
eine Grokenordnung. Aufgrund der zeitgleich geltenden, gegeniiber Gitterverfeinerung und
Polynomgraderhéhung bestehenden, Robustheit setzt das Verfahren einen neuen Mafstab.

e Es wird gezeigt, dass das Verfahren im dreidimensionalen Anwendungsfall theoretisch bis
eine Millionen Prozesse skaliert. In der praktischen Anwendung (Skalierung bis ca. 30.000
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Prozesse) ergibt sich fiir dieses eine optimale schwache Skalierung sowie eine starke Skalie-
rung von ca. 71%. Das entspricht dem Stand der Forschung und beweist die Eignung des
Verfahrens fiir komplexe, hochauflésende, numerische Simulationen im HPC-Bereich.

e Die auf dem HPC-System Taurus maximal berechneten linearen Gleichungssysteme um-
fassen mehr als eine Billionen (10'?) Unbekannte. Diese Grékenordnung reprisentiert den
Stand der Forschung und dient zugleich als Beleg dafiir, dass das Verfahren bei Verwendung
von HPC-Systemen aus der Top Ten der Top500-Liste numerische Simulationen mit mehr
als 10'3 bzw. 1011 Gitterpunkten (Unbekannten) erméglichen kann.

Die Arbeit belegt, dass das entwickelte Verfahren aufgrund der bereits auf Taurus bewéltigten
Menge von einer Billionen (10'?) Unbekannten, der effizienten Skalierung und den optimalen
numerischen Eigenschaften den Anforderungen, die an moderne, hochauflésende, numerische Si-
mulationsprozesse gestellt werden, gewachsen ist.

Dariiber hinaus ist festzustellen, dass das in dieser Arbeit prisentierte Verfahren im Vergleich
mit bestehenden Ansétzen, welche fast vollstdndig auf nicht kondensierte Gitter setzen, hinsicht-
lich der in Zukunft zu erwartenden, fortwéahrenden Steigerung der zu handhabenden Anzahl von
Unbekannten bzw. Freiheitsgraden deutlich geeigneter erscheint. Diese Erkenntnis resultiert hier-
bei aus der starken Reduktion der wiahrend der eigentlichen Losungsphase zu beriicksichtigenden
Freiheitsgrade, was wiederum die Menge des in dieser Phase tatsdchlich ben6tigten Arbeitsspei-
chers stark reduziert. Demnach wéren Probleme, die aktuell, aufgrund von nicht ausreichend
zur Verfiigung stehendem Arbeitsspeicher, unlésbar sind, mit dem kondensierten Ansatz be-
reits jetzt 16sbar. Dem entgegen ist die im Rahmen dieser Arbeit erreichte Konvergenzrate kein
Alleinstellungsmerkmal kondensierter Methoden, da diese innerhalb der Endphase der vorliegen-
den Arbeit erstmals auch fiir nicht kondensierte Gitter erreicht wurde. Die Arbeiten von Stiller
[140, 141] belegen im Mittel eine nahezu identische und in Einzelféllen auch eine etwas bessere
Konvergenzrate fiir ausgewéhlte Problemstellungen auf nicht kondensierten Gittern. Es sei hier
darauf hingewiesen, dass der in der vorliegenden Arbeit entwickelte ,Stern-Glatter (siehe auch
Haupt, Stiller und Nagel [67]) einen Spezialfall des in [140, 141] verwendeten Glattungsansatzes
darstellt. Aufgrund der von Stiller im nicht kondensierten Fall erzielten Ergebnisse muss fiir ein-
zelne Probleme abgewogen werden, ob sich die Mehrkosten fiir die Initialisierung und Umsetzung
der Kondensation in der Gesamtbilanz rentieren. Abschliefsend kann diesbeziiglich jedoch keine
finale Aussage getroffen werden, denn zum einen bleiben die Arbeiten [140, 141] den Beweis der
Skalierbarkeit auf massiv parallelen Systemen schuldig und zum anderen gibt es vielversprechen-
de Entwicklungen im Bereich der Faktorisierung der im Kapitel 3.2 beschriebenen Operatoren,
welche die Annahme zulassen, dass eine deutliche Verbesserung des im Rahmen dieser Arbeit
vorgestellten Verfahrens moglich ist.

Dariiber hinaus ergeben sich weitere Moglichkeiten, das ,Spektralelemente-basierte Mehrgitter-
verfahren auf kondensierten Gittern“ zu optimieren. Dies betrifft zum einen die Skalierung, die
mafgeblich durch den verwendeten FFT-basierten Grobgitterloser beeintréchtigt ist, und zum
anderen die nicht optimale Komplexitit der Losungsphase im dreidimensionalen Anwendungsfall.
Ein vielversprechender Ansatz hinsichtlich der Verbesserung der Skalierung ist die Umstellung des
reinen Mehrgitteransatzes auf ein vorkonditioniertes CG-Verfahren, wie dies bereits im NEK5000
Code eingesetzt wird. Entsprechend dem allgemeinen Trend der letzten Jahre [96] wiirde der ent-
wickelte Mehrgitteransatz dabei direkt als Vorkonditionierer Verwendung finden. Zusétzlich sollte
sich so auch die Abhéngigkeit der Konvergenzgeschwindigkeit vom Elementverhéltnis (Verhaltnis
der pro Raumrichtung verwendeten Elemente) reduzieren. Aktuell bricht diese fiir Verhéltnisse
von 1:10 und mehr deutlich ein.

Eine weitere Verbesserung der Skalierbarkeit des Losers kann durch den Einsatz von hybrider Pa-
rallelisierung erreicht werden. Da die dominierenden Matrix-Matrix-Produkte des Stern-Glétters
bei hohen Polynomgraden deutlich mehr Zeilen als Spalten aufweisen und dieses Missverhéltnis
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via Gebietszerlegung nur noch verstarkt wird, erscheint ein zusétzlicher Parallelisierungsansatz
auf Matrixebene sinnvoll. Die einfachste Moglichkeit der Umsetzung wére hierbei die Aktivierung
der OpenMP-basierten Parallelisierung innerhalb der MKL Bibliothek und die Parallelisierung
ausgewahlter Schleifen. Erste Untersuchungen, die hierzu, im Rahmen einzelner vom Autor be-
treuter Arbeiten, angefertigt wurden [95, 133], haben gezeigt, dass die zu erwartende Effizienz
nahe dem Optimum liegen sollte. Aufgrund mangelnder Kapazitdten und dem hohen zu erwar-
tenden Zeitaufwand bei der Umsetzung steht die Hybridisierung jedoch noch aus. Eine mogliche,
nicht zu unterschlagende Alternative wére auch die Auslagerung der Matrixprodukte auf spezielle
Beschleuniger-Hardware. Diese Option soll hier jedoch nicht weiter diskutiert werden.

Die Komplexitdt im dreidimensionalen Anwendungsfall wird mafgeblich durch die Anwendung
des Stern-Glatters und die Losung des damit einhergehenden Gleichungssystems bestimmt. Ein
erster Ansatz, den Sternoperator so weit aufzuteilen (Operator-Splitting), dass anstatt des vol-
len Operators mehrere Blocke, welche jeweils benachbarten Elementseiten zugeordnet sind, und
ein reduzierter Sternoperator, welcher nur noch die Kanten benachbarter Elemente verbindet,
behandelt werden miissen, lieft die Konvergenzgeschwindigkeit nicht hinnehmbar stark einbre-
chen. Zwei weitere Ideen, die Komplexitéit zu reduzieren, sind zum einen die Verwendung einer
CG-Verfahren- oder einer Linien-basierten Subiteration zur Losung des vollen Sternoperators.
Da jedoch vorab nicht abschétzbar ist, ob diese iterativen Ansétze tatséachlich robust sind und so
die reduzierte Komplexitat durch eine Vielzahl von benoétigten Iterationen wieder kompensiert
wiirde, sind diese Ansétze eher mit Skepsis zu betrachten.
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Correction Scheme
Spezielle Klasse von geometrischen Mehrgitterverfahren

Finite-Differenzen-Methode
Klassisches, numerisches Verfahren zur Losung gewohnlicher und partieller
Differentialgleichungen.

Finite- Elemente-Methode
Klassisches, numerisches Verfahren zur Losung von partiellen
Differentialgleichungen mit elliptischem Charakter.

Fast Fourier-Transformation
Algorithmus zur effizienten Berechnung der diskreten Fourier-Transformation.

Full-Multigrid-Scheme
Spezielle Klasse von geometrischen Mehrgitterverfahren

Gauss-Legendre-Lobatto
Spezielle Verteilung der Stiitzstellen von Laplace-Polynomen

Message Passing Interface
Programmierstandard fiir Parallelrechner mit verteiltem Speicher.

Static Condensation
Algorithmus zur separaten Behandlung von inneren und &ufseren
Freiheitsgraden.

Spektralelemente-Methode
Spezielle FEM Methode mit polynombasierten Ansatz und Testfunktionen.

Star Jacobi Cut Smoother
Selbst entwickelter, auf reduzierten Sternen basierender, jacobiartiger Glétter.

Star Jacobi Weighted Smoother

Selbst entwickelter, auf gewichteten Sternen basierender, jacobiartiger Glatter.
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A Weiterfiihrende Messergebnisse

A.1 Relative Mehrkosten der parallelen Implementierung

3D
o Tsol o MG-SJW MG-SJC o

T TNMGSIW MG-SIC o Torsfrt  Teelfr,  Tersfrr. Tl i

1,19 1,22 1,22 1,19 - . - B, }

1,26 1,22 1,23 1,15 1,17 1,09 1,27 1,06 1,13

o 1,19 1,22 1,22 L6 1,15 1,04 1,14 1,02 1,14
" 1,17 1,13 1,09 L4 L 1,05 0,96 1,04 0,92 1,06
1,17 1,06 1,01 1,14 . - - - }

1,17 1,03 1,02 1,13 - - - - -

1,10 1,01 1,00 1,05 - - - - -

0,74 0,96 0,92 1,10 1,25 1,21 1,13 1,21 1,28

1,16 1,27 1,28 1,26 1,23 1,19 1,23 1,18 1,18

1,23 1,24 1,24 1,12 1,23 1,18 1,19 1,16 1,18

= 1,15 1,21 1,21 1,12 =2 1,15 1,13 1,13 1,08 1,15
A 1,15 1,07 1,08 1,12 A - - - - -
1,14 1,05 1,06 1,12 - - - - -

1,15 1,04 1,05 1,12 - - - - -

1,09 1,14 1,14 1,08 - - - - -

1,03 1,46 1,44 1,01 1,22 1,22 1,08 1,22 1,11

1,24 1,32 1,33 1,12 1,21 1,23 1,12 1,18 1,13

1,27 1,25 1,22 1,21 1,11 1,20 1,10 1,18 1,10

= 1,19 1,24 1,18 1,11 gl“? 1,09 1,15 1,07 1,11 1,08
I 1,16 1,21 1,20 1,10 = - - - - -
B 1,14 1,14 1,16 1,10 - - - - -
1,15 1,10 1,09 1,11 - - - - -

1,07 1,07 1,06 1,04 - - - - -

Tabelle A.1: Relativer Laufzeitoverhead der parallelen Loser-Variante mit P = 1 im Vergleich
zur sequentiellen Implementierung (siehe Tabelle 6.1 (2D-) und Tabelle 6.3 bzw. 6.4 (3D-Léser)).
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A Weiterfithrende Messergebnisse

A.2 Sequentielle Losungszeiten ohne Nachglattung im 2D-Fall

27t [h N  #Glattungen P Tori [9] ool IS Tpost [S]
MG-SJW  MG-SJC

128 1.048.576 8 0,049 0,02 0,31 0,30 0,02

256 4.194.304 8 0,044 0,11 1,43 1,44 0,11

Oﬁ 512 16.777.216 8 0,040 0,47 7,99 7,92 0,48
= 1024 67.108.864 8 0,042 1,95 35,39 34,91 1,93
2048 268.435.456 8 0,048 7,94 151,39 153,32 7,81
4096 1.073.741.824 8 0,041 33,13 565,19 271,15 32,83

32 9262.144 7 0,028 0,01 0,03 0,03 0,01

64 1.048.576 7 0,030 0,02 0,13 0,12 0,03

o 1= 4.194.304 7 0,031 0,12 0,55 0,54 0,12
T 256 16.777.216 7 0,037 0,48 3,05 3,03 0,51
S s0 67108864 7 0,030 1,94 14,54 14,27 2,09
1024 268.435.456 7 0,032 7,80 60,22 59,93 8,42
2048 1.073.741.824 7 0,035 33,11 233,44 233,27 32,16

8 65.536 6 0,018 0,01 0,01 0,01 0,01

16 262.144 6 0,019 0,01 0,02 0,01 0,01

32 1.048.576 7 0,024 0,02 0,07 0,07 0,02

R 64 4.194.304 7 0,023 0,10 0,28 0,27 0,11
& 198 16.777.216 7 0,025 0,41 1,27 1,23 0,45
256 67.108.864 7 0,031 1,65 6,74 6,44 1,78

512 268.435.456 7 0,034 6,61 98,78 927,11 7.29
1024 1.073.741.824 7 0,025 30,06 111,27 109,19 30,63

4 65.536 4 0,002 0,03 0,01 0,01 0,01

8 262.144 6 0,013 0,03 0,01 0,01 0,01

16 1.048.576 6 0,017 0,05 0,04 0,04 0,03

- 32 4.194.304 6 0,018 0,15 0,15 0,14 0,14
ql? 64 16.777.216 6 0,019 0,54 0,60 0,56 0,56
h 128 67.108.864 6 0,020 2,10 2,89 2,71 2,24
256 268.435.456 6 0,016 8,45 15,07 14,13 8,99

512 1.073.741.824 6 0,020 37,44 51,57 49,81 37,22

Tabelle A.2: Laufzeiten und Robustheit der Loser MG-SJW /C fiir variierende Polynomgrade
p im zweidimensionalen Anwendungsfall. Start- und Abbruchfehler entsprechen den bereits in
Tabelle 6.1 gewéahlten, die Zahl der Nachglattungen wurde von I/é<L =1 auf ué = 0 reduziert.
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A.3 Sequentielle Losungszeiten ohne Nachglattung im 3D-Fall

2w /h N  #Glattungen p Tpra [9] Tsol [S|  Tpost [S|  Trein/Tgrob
32 16.777.216 9 0,077 0,96 26,82 0,70 1489,00
)
" 64  134.217.728 9 0,070 778 29495 556  2560,37
128 1.073.741.824 9 0,059 62,08 406568 4598  3836,00
8 2.097.152 7 0,030 0,35 2,77 0,10 2097,48
< 16 16.777.216 8 0,039 1,05 23,76 0,80 781,09
i
S 32 134.217.728 8 0,054 6,52 186,39 6,09 11833,29
64 1.073.741.824 9 0,058 51,02 1719,90 49,81 14970,27
4 2.097.152 5 0,003 14,69 6,24 0,11 316,78
9 8 16.777.216 6 0,019 15,27 38,80 0,77 35271,73
I
= 16 134.217.728 7 0,028 20,18 318,60 5,54 12234,02
32 1.073.741.824 8 0,045 59.11 2716,15 43,32 172452,97

Tabelle A.3: Laufzeiten und Robustheit des MG-SJW-Lésers fiir variierende Polynomgrade
p im dreidimensionalen Anwendungsfall. Start- und Abbruchfehler entsprechen den bereits in
Tabelle 6.3 gewahlten, die Zahl der Nachglattungen wurde von yé<L =1 auf I/é = 0 reduziert.

27 /h N  #Glittungen p Tora [8] Tsol [8]  Tpost [S]  Trein/Tarob
32 16.777.216 10 0,097 0,67 26,73 0,70 1319,00
o0
Lo 64 134217728 9 0,072 568 291,69 558 253808
128 1.073.741.824 9 0,060 46,28 4066,52 45,96 3836,79
8 2.097.152 7 0,030 5,65 1,79 0,09 1355,06
© 16 16.777.216 8 0,039 629 1526 0,79 501,30
i
& 32 134.217.728 8 0,054 12,29 118,71 6,09 7536,14
64 1.073.741.824 9 0,059 56,27 1110,84 50,09 9668,57
4 2.097.152 5 0,006 559,10 4,08 0,11 206,77
R 8  16.777.216 6 0,019 550,85 23,49 0,77 2135345
i
& 16 134.217.728 7 0,027 562,08 178,97 557  6871,89
32 1.073.741.824 8 0,045 594,03 1479,41 43,50 93929,79

Tabelle A.4: Laufzeiten und Robustheit des MG-SJC-Lésers fiir variierende Polynomgrade p im
dreidimensionalen Anwendungsfall. Start- und Abbruchfehler entsprechen den bereits in Tabelle
6.4 gewahlten, die Zahl der Nachglattungen wurde von 1/§<L =1 auf Vé = 0 reduziert.
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