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Regelflachen, das sind durch die Bewegung von Geraden erzeugte Flachen, haben flr
den Betonleichtbau unter den Gesichtspunkten Statik und Herstellung herausragende
Eigenschaften: Auch wenn sie doppelt gekrimmt sind, kdnnen sie geradlinig bewehrt
oder vorgespannt werden. Aufserdem kann die Schalung beispielsweise durch Heil3-
drahtschneiden aus Polystyrol-Hartschaum gewonnen werden. In gangigen CAD-
Systemen ist die Klasse der Regelflachen bislang nicht angemessen reprasentiert und
steht deshalb fir die Bauteilgestaltung nur eingeschrankt zur Verfigung. Liniengeome-
trie fiir den Leichtbau liefert nun ein mathematisches Modell, das Regelflachen und auf
sie wirkende Kréafte abbildet, und entwickelt daraus Formfindungswerkzeuge, die in
einer vertrauten Entwurfsumgebung das Prinzip form follows force unterstttzen.

1 Einflhrung

Liniengeometrie fiir den Leichtbau flihrt zwei sehr gegenséatzliche Themenfelder zu-
sammen. Auf der einen Seite steht eine weit verzweigte mathematische Theorie und
auf der anderen Seite die Praxis des Bauens mit ihren konkreten Anforderungen.

Die Liniengeometrie ist ein Teilgebiet der Mathematik mit zahlreichen Anwendungen,
beispielsweise in Optik und Robotik. Die Grundelemente der Liniengeometrie sind die
Geraden. Das ist durchaus besonders, weil wir eigentlich gewohnt sind, unseren An-
schauungsraum mithilfe des kartesischen Koordinatensystems als dreidimensionalen
Punktraum zu begreifen. In diesem Modell entstehen Kurven durch die Bewegung von
Punkten und sind insofern eine einparametrische Schar der Grundelemente. Betrachtet
man nun aber die Geraden als Grundelemente, so stellt man zunachst fest, dass die
Mannigfaltigkeit aller Geraden des Anschauungsraumes nicht drei-, sondern vierdimen-
sional ist. Das macht den Umgang mit Geraden ungleich schwerer und insbesondere
das Entwerfen mit Geraden fordert die Vorstellungskraft stark heraus. Vierdimensional
bedeutet: Um eine Gerade im Raum festlegen zu konnen, sind vier Werte notig. Legt
man zunachst mit zwei Koordinaten einen Punkt in der Grundrissebene fest, so braucht
man darUber hinaus noch zwei Winkel. Anschaulich gesprochen sind das die Richtung
im Grundriss und der Neigungswinkel. Alternativ kann man auch den Schnitt der Gera-
den mit einer weiteren Ebene angeben.

Damit die Geraden einem eleganten Kalkil zugéanglich werden, gibt es verschiedene
Methoden, die Geraden in ein hoherdimensionales Punktmodell zu Ubersetzen. Jeder
Punkt in diesem reprasentiert dann eine Gerade und jede Kurve entspricht einer Regel-
flache. Auf diesem theoretischen Fundament behandeln wir in Liniengeometrie fiir den
Leichtbau Regelflachen so dhnlich wie NURBS-Kurven in CAD-Programmen: Es greifen
nun Interpolations- und Relaxationsalgorithmen.

Der Leichtbau, und hier insbesondere der Leichtbau mit Beton, erfordert geschickte
Bauteilformen, um Lasten mit einem effektiven Materialeinsatz abzutragen. Soll die
Liniengeometrie dem Leichtbau dienen und somit die Vorteile bei der Herstellung von
Regelflachen gewahrleisten, muss sie auch Krafte und Lastfalle in den Modellraum
Ubersetzen und dort behandeln. Nur so wird wéahrend des Formfindungsprozesses die
Klasse der Regelflachen nicht verlassen. In diesem Zusammenhang ist eine entschei-
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dende Eigenschaft unserer Herangehensweise, dass nicht nur einfache Krafte, sondern
notwendigerweise zugleich auch Momente mit erfasst werden kénnen.

Wir berichten, nach einem kurzen Abriss zur Anwendung von Regelflachen im Bauwe-
sen und deren Implementierung in CAD-Software, welche Strategien wir verfolgt ha-
ben, um die Liniengeometrie im Sinne des Leichtbaus nutzbar zu machen. Wir geben
einen Uberblick tber die bisherigen Resultate und skizzieren, in welche Richtung die
ausgebreiteten Konzepte weiterentwickelt werden sollen. AuRerdem geben exemplari-
sche Ergebnisse aus einem Modellierungskurs mit Studierenden der Architektur einen
Einblick in die grundsatzlichen Herausforderungen beim Transfer des hier akkumulier-
ten Wissens und regen insofern kiinftige Aufgaben an.

2  Regelflachen im Bauwesen

Unter dem Blickwinkel »Herstellung« und »Statik« zerfallt die Klasse der Regelflachen
in zwei wesentliche Arten. Zur einen Art, den abwickelbaren Regelflachen, gehdren
die Zylinder, Kegel und Torsen. Das sind Flachen mit durchgangig verschwindender
Gauss'scher Krimmung (einfach gekrimmte Flachen), die aus ebenem Baumaterial,

z. B. Blech, durch einfaches Biegen hergestellt werden kénnen. Die andere Art sind die
windschiefen Regelflachen mit im Wesentlichen negativer Gauss'scher Krimmung (ge-
gensinnig doppelt gekriimmte Flachen), die durch ihre Krimmung glinstige statische
Eigenschaften aufweisen. Liniengeometrie fiir den Leichtbau befasst sich mit letzteren,
weil Beton fiir das Herstellen doppelt gekrimmter Bauteile in besonderer Weise geeig-
net ist und derartige Konstruktionen auch bei geringer Materialstarke Gberdurchschnitt-
lich leistungsfahig sind.

Die gebrauchlichsten windschiefen Regelflachen im Bauwesen sind die algebraischen
Regelflachen 2. Ordnung, die sogenannten Reguli, namentlich das hyperbolische
Paraboloid (HP-Flache) und das einschalige Hyperboloid. Die Besonderheit der Reguli
ist, dass auf ihnen zwei Scharen von Geraden liegen, sie also in doppelter Hinsicht
Regelflachen sind. Einschalige Drehhyperboloide sind seit den Konstruktionen des
russischen Ingenieurs WLabiMIR ScHucHow (1853-1939) als extrem wirtschaftliche
Bauformen flr groRe Bauwerke bekannt und dienen vielfach als Grundform fir
Kihltdrme, z. B. BeckH [1]. AnTont Gaupi hat Reguli als Gestaltungsmittel umfangreich
in der Sagrada Familia eingesetzt, Burry [2]. Als diinne Betonschalen wurden insbe-
sondere die HP-Flachen durch FeLix CANDELA (1910-1997) beriihmt. Ebenso haben
aber auch AnToN Tepesko (1903-1994), Epuarpo CataLono (1917-2010), ULricH MUTHER
(1934-2007) und viele andere HP-Flachen verwendet, siehe z. B. HEINLE & ScHLAICH [3]
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Bild 1: Durch Geraden erzeugte Regelflachen im Modell, Museum in der Sagrada Familia
[Fotos: Silke Scheerer]
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oder DecHau [4]. Als vorgefertigte Bauteile sind die Hyperboloidschalen von WiLHELM
SILBERKUHL (1912-1984) bekannt geworden, bei denen Vorspannung zur Anwendung
kam, RupperT ET AL. [B]. Ein besonderes Beispiel fiir die Anwendung von Reguli ist das
Panorama-Bauwerk Bad Frankenhausen, bei dem sowohl die Wénde als auch das Dach
aus HP-Schalensegmenten errichtet wurden, MULLER & KokoTT [6].

Das internationale Symposium Shell Pioneers, 2012 durchgefiihrt am Fachgebiet von
Prof. Mike ScHialcH (TU Berlin), forderte weitere, kaum populére, doch nicht minder
spektakuldre Beispiele aus dem europaischen Ausland zu Tage [7]. Auch jenseits von
HP-Flache und Drehhyperboloid sind die Vielseitigkeit der Betonschalenkonstruktionen
und ihr verhéaltnismaRig geringer Baustoffverbrauch unbestritten. Jedoch fihrt insbe-
sondere der hohe Arbeitsaufwand bei der Herstellung dazu, dass sie heute kaum mehr
gebaut werden, ScHiaicH [8]. Offensichtlich ist eine zentrale Aufgabe, die Schalung fir
doppelt gekrimmte Schalen wirtschaftlich in den Griff zu bekommen. Das ist auch
der Grund, warum wir uns auf die Klasse der Regelflachen beschranken. Schliellich
kdnnen in diesem Fall die Schalungselemente einigermafien unkompliziert durch Heil3-
drahtschneiden aus extrudiertem Polystyrol gewonnen werden.

Regelflachen, die keine Reguli sind, kommen im Bauwesen relativ selten vor. Konoide,
bei denen die Erzeugenden zu einer Richtebene parallel sind (das gilt auch fir HP-
Flachen), treten dabei noch am héaufigsten auf. Die Untersicht von massiven Wendel-
treppen ist oft als Wendelflache ausgefiihrt, obwohl auch schiefe Schraubregelflachen
anzutreffen sind. AnToni Gaupi (1852-1926) hat dariber hinaus solche Konoide verwen-
det, die eine Sinuskurve als Leitkurve besitzen. In neuerer Zeit finden sogar allgemeine
windschiefe Regelflachen, unter anderem im Werk von ZaHa Habip, Anwendung, FLORY
& Pottmann [9]. Im Ubrigen ist aber das Gestaltungspotential der Regelflachen noch
bei weitem nicht ausgeschopft. Das liegt unter anderem daran, dass Regelflachen in
aktuellen CAD-Programmen nicht strukturiert gehandhabt werden kénnen. Wesent-
liche konstruktive Eigenschaften sind nur auf Umwegen erreichbar, der Einsatz von
Regelflachen im Entwurf somit mihsam.

3 Standard-Implementierung von Regelflachen
in CAD-Software

Regelflachen treten in CAD-Software als eine Untergruppe der NURBS-Flachen

auf. Sind beispielsweise fur eine Loft-Flache nur zwei Profilkurven vorgegeben, so
werden diese linear verbunden und man erhalt
eine NURBS-Flache, deren Parameterkurven in
einer Richtung Geradenstlicke sind. Es handelt
sich bei einer derartigen NURBS-Flache somit
um einen Ausschnitt einer Regelflache. Die
Erzeugenden der Regelflache, also die Geraden,
verbinden immer einander entsprechende Pa-
rameterpunkte auf den Profilkurven. Diese Zu-

ordnung ist aber weitgehend willklrlich, hédngt
nur von der Parametrisierung der Profilkurven
ab und entzieht sich zunachst der Kontrolle

des Benutzers. Es bedarf typischerweise einer
zusatzlichen Bearbeitung, um die gewlinschte
Regelflache zu erhalten. Allgemein gilt namlich,
dass erst durch drei Kurven eine Regelflache

Bild 2: Festlegung einer Regelflache durch die Treffgera- eindeutig bestimmt ist (Bild 2 und PoTTmaNN/
den zu drei Kurven g, g, und q,, aus Loroick [11] WALLNER [10]).
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Bild 3: Kilden Theater- und Konzerthas in Kristiansand bei Nacht
[Foto: Knut Arne Gjertsen, CC BY-SA 3.0]

Beim Kilden Theater- und Konzerthaus in Kristiansand (Bild 3) war beispielsweise das
Entwurfsziel, eine konoidale Flache zu erzeugen. In der Frontansicht sollten die Erzeu-
genden, als Holzleisten materialisiert, zueinander parallel erscheinen. Das leistete aber
das geometrische Modell der Architekten zunachst nicht und es wurde erst erreicht,
indem nachtraglich die Parametrisierung der Randkurven manipuliert wurde( Bild 4).
Diese Aufgabe war also dem digitalen Entwurf nachgeordnet und wurde von der auf
Geometriemodellierung spezialisierten Firma Design-to-Production durchgefihrt,
SCHEURER [12].

Dieser Ablauf bei der Formfindung und Realisierung ist in gewisser Weise typisch, aber
keineswegs zufriedenstellend! Wir wollen die geometrische und statische Optimierung
in die Formfindung einbeziehen und so zu einer grundsétzlichen Verbesserung beim
Entwerfen mit Regelflachen beitragen.

Bild 4: Fassade des Kilden Theater- und Konzerthauses, ALA Architects; links: NURBS-
Entwurf, rechts: konoidale Flache
[Abbildungen: Design to production, Fasian ScHEURER [12]]
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4 Liniengeometrisches Modell

Liniengeometrie fiir den Leichtbau stellt dem Konzept der NURBS-Flachen eine neue
und - in Bezug auf windschiefe Regelflachen — artgerechte Berechnungsmethode

zur Seite. Das Grundprinzip ist, die Menge aller Geraden des Anschauungsraums in
einem hoherdimensionalen Modellraum zu behandeln. Die Projektmitarbeiter Markus
HacemMANN und DaNIEL KLawITTER haben insbesondere zwei bekannte liniengeometrische
Modelle auf ihre Tauglichkeit fir die Anwendung im Leichtbau naher untersucht, das
PLUcker'sche Geradenmodell und die Dualsphare.

Das PLucker'sche Geradenmodell ist eingebettet in einen projektiven, finfdimensio-
nalen Raum, in dem alle Geraden des dreidimensionalen Raumes als Punkte auf der
sogenannten KLeIN-Quadrik liegen. Die Besonderheit des Modells liegt in seiner Voll-
standigkeit. So sind Ferngeraden in dieses Modell in natlrlicher Weise integriert. Das
Parallelenaxiom ist auf3er Kraft: Irgend zwei verschiedene Geraden haben entweder
einen Schnittpunkt oder sind windschief. Liniengeometrische Zusammenhéange kdénnen
sehr gut mit Hilfe der durch die KLein-Quadrik induzierten Polaritat erklart werden.

All das macht das PLucker'sche Geradenmodell aus mathematischer Sicht elegant.
Allerdings werden Fernelemente und die projektive Sichtweise flr ingenieurspezifische
Fragestellungen nicht bendtigt.

Ein weiteres Modell ist die Dualsphére. Ausgangspunkt sind die dualen Quaternionen
zur Beschreibung von Bewegungen im Raum (allgemein: Schraubungen). Durch Ein-
schrankung auf Drehungen um 180° erhalt man die sogenannten liniensymmetrischen
Bewegungen. Die dualen Quaternionen vereinfachen sich in diesem Fall entscheidend
und erflllen die Dualsphére, die damit wiederum als eine Einbettung der Geraden des
dreidimensionalen Raumes in das Bewegungsmodell angesehen werden kann. Wah-
rend das Attribut ,, dual” auf die zu Grunde liegende algebraische Struktur der dualen
Zahlen zurtckzufihren ist, ist der Begriff der , Sphére” durch eine Normierungsbedin-
gung gepragt. In der Tat konnen also Geraden als Punkte auf einer zweidimensionalen
Sphare im dreidimensionalen Modul Gber dem Ring der dualen Zahlen angesehen
werden.

Die Dualsphére hat zwar den Nachteil, Fernelemente nicht erfassen zu kénnen,
aber den fir das Bauwesen entscheidenden Vorteil, dass eine Norm induziert

wird. Diese Norm ist eine duale Zahl und beinhaltet den Abstand und den Winkel
zwischen zwei Geraden. Diese Eigenschaft ist vor allem aus Sicht der zu behan-
delnden Optimierungsaufgaben wichtig. AuRerdem bietet die Korrespondenz des
Modells mit der Darstellung von Bewegungen als duale Quaternionen die Moglich-
keit, bereits bekannte Erkenntnisse aus der Kinematik auf Geraden zu lbertragen.
Faktisch ist es mit diesem Kalkil sehr einfach maglich, Geraden im Raum gezielt zu
bewegen.

Eine Besonderheit der Dualsphére ist die Tatsache, dass jede Geodatische, das heildt
die kirzeste Verbindung zweier Punkte im Punktmodell, immer genau einer Wendelfla-
che im dreidimensionalen Raum entspricht. Nun sind die Wendelflachen bekannterma-
Ren die einzigen Regelflachen, die zugleich Minimalflachen sind. Offensichtlich harmo-
niert also das Modell der Dualsphéare mit den Zielen des Leichtbaus, weil in organischer
Weise solche Flachen bevorzugt werden, die minimalen Flacheninhalt haben und damit
Materialersparnis bringen. Aus den genannten Grinden haben wir uns auf das linien-
geometrische Modell der Dualsphare konzentriert und es fir die Belange des Entwer-
fens im Leichtbau ausgearbeitet. Im Zuge dieser Arbeit und zum Teil deutlich Gber die
vordergrindigen Intentionen des Projektes hinaus, sind mathematische Grundlagen
geschaffen worden, die unsere Ergebnisse in einen wesentlich grof3eren theoretischen
Kontext einbetten.
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Bild 5: Subdivisionsalgorithmen fiir vier Geraden (Airken, BEzier, B-Spline)

4.1 Interpolationsalgorithmen flr Regelflachen

Zunachst wurde die Interpolation von Regelflachen aus einer Schar vorgegebener
Erzeugender untersucht, HacemanN/KLawiTTeR [4], KLawiTTeR [13]. Die Erzeugenden sind
Punkte auf der Dualsphare und die gesuchte Regelflache eine Kurve, die diese Punkte
interpoliert. Dieser Zugang unterscheidet sich grundsatzlich von der NURBS-Techno-
logie im EukLipischen Modell, kann aber durch eine analoge Betrachtung erschlossen
werden. Der grof3e Vorteil ist, dass Regelflachen definierbarer Glte entstehen.

Mit dem Ubertragungsprinzip von Bewegungen und im Zusammenspiel mit der Defini-
tion eines Teilverhéaltnisses konnten verschiedene Subdivisionalgorithmen konstruiert
werden, die etablierte Konzepte etwa von AITkeN, be CasTELJAU und BEzier unter Beach-
tung der Gruppenstruktur auf der Dualsphére adaptieren (Bild 5). Die Besonderheit bei
diesem Zugang liegt in der direkten Verarbeitung der vorgegebenen diskreten Gera-
denmenge. Spezifisch liniengeometrische Grofien, wie der Drall, kdnnen nun direkt

in den Algorithmus integriert werden. Der Benutzer kann durch einzelne Geraden den
Interpolationsalgorithmus steuern und die Regelflache so manipulieren, wie er durch
Steuerpunkte einen Spline manipuliert. Mal3geblich ist dabei der Unterschied zu be-
kannten Interpolationsalgorithmen, welche auf dem Konzept der HermiTE-Interpolation
basieren und lediglich C2-Stetikeit gewahrleisten. So bietet das neue Verfahren eine
Spline-Interpolation mit beliebig hohem Grad und entspricht damit einem adaptierten
B-Spline-Verfahren fir Geraden. Eine weitere Eigenschaft des Algorithmus ist die
zwanglose Erzeugung konoidaler Regelflachen, sobald die vorgegebenen diskreten
Geraden eine gemeinsame Ferngerade schneiden.

4.2  Verallgemeinerung der kinematischen Abbildung

Im Zuge unserer Forschung konnte die kinematische Abbildung, welche die Bewe-
gungsgruppe SE(3) auf Punkte einer Hyperquadrik im siebendimensionalen projektiven
Raum abbildet, verallgemeinert werden, KLawiTTer & Hagemann [15]. Mit Hilfe des
Currorp-Algebra-Kalkils wurden Isometriegruppen von CayLev-KLein-Geometrien auf
pseudo-algebraische Varietaten als Teilmenge von projektiven Raumen abgebildet.
Insbesondere lief3en sich mit Hilfe des entwickelten Apparates die bekannten Ab-
bildungen von BrLascHkeE und GRUNWALD sowie von Stupy im CLiFForp-Algebra-Kalkdl
vereinheitlichen. Aufserdem wurden Maoglichkeiten bereitgestellt, die Isometriegruppen
verschiedener CavLey-KLEIN-Gruppen als Matrix-Gruppen darzustellen.

4.3 Entwicklung eines liniengeometrischen
CLiFrForp-Algebra-Models

Weiterhin wurde ein homogenes CLiFForp-Algebra-Model entwickelt, welches die
KLen-Quadrik als MaRquadrik besitzt, siehe KLawitTer [16]. In diesem Modell finden
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Geraden, welche in PLucker-Koordinaten dargestellt sind, ein natlrliches Analogon als
Nullvektoren. Geometrische Objekte, die im KLein-Modell vorkommen, werden in das
Currorp-Algebra-Model Gbertragen und sind dort durch bestimmte Algebraelemente
beschrieben. So lassen sich beispielsweise Reguli, lineare Geradenkongruenzen und
lineare Geradenkomplexe einfach als Algebraelemente darstellen. Nach Pottmann &
WALLNER [10] ist die Gruppe der reguldren projektiven Transformationen des dreidimen-
sionalen projektiven Raumes isomorph zur Gruppe der automorphen Kollineationen
der KLEiN-Quadrik. Diese Gruppe kann in dem CLiFrorp-Algebra-Modell als Pingruppe
gefunden werden. Es wurde eine Moglichkeit bereitgestellt, beliebige projektive Ab-
bildungen direkt in das Modell zu Ubertragen. Vorteile ergeben sich dadurch, dass die
Transformation, wenn sie in der Algebra dargestellt ist, mit einer Algebraoperation auf
verschiedene geometrische Objekte, die in der Algebra darstellbar sind, angewendet
werden kann.

4.4  Relaxation auf der Dualsphare

Fir Formfindung und Optimierung von Regelflachen haben wir im liniengeometrischen
Modell die entsprechenden Grundlagen geschaffen. Abhangig von gewahlten Zielgro-
Ren konnen etwa Evolutionsgleichungen betrachtet werden. Eine der bekanntesten
Evolutionsgleichungen ist der Curve-Shortening Flow, welcher aus der Warmelei-
tungsgleichung resultiert. Die Verallgemeinerung dieser Theorie auf duale Zahlen, vor
allem fur eine Anwendung auf der Dualsphére, erforderte eine intensive Einarbeitung in
Kurvenflisse, HacEMANN, KLAWITTER, ODEHNAL [17].

Die Anwendung des Curve-Shortening Flow hat grofse Gemeinsamkeit mit der Simula-
tion eines Masse-Feder-Dampfer-Systems. Werden Federn als Kanten eines polygona-
len Netzes angenommen, kdnnen damit Membranen unter Krafteinfluss simuliert wer-
den. Diese Ildee lasst sich fur Polygonzlge (eindimensionale polygonale Netze) auf die
Dualsphére Ubertragen. Der Feder, als Gerade zwischen zwei Punkten, entsprechen
dann jedoch duale Grof3kreisbogen und diese wiederum der kleinsten Wendelflache
zwischen zwei Geraden. Dies steht in Analogie zu Geraden als kiirzeste Verbindung
zwischen zwei Punkten. Mechanische Eigenschaften dieser dualen Felder sind eben-
falls zu dualisieren, wodurch eine Abhéngigkeit von translatorischer und rotatorischer
Steifigkeit erreicht werden kann. Mit Hilfe dieses Ansatzes lassen sich dynamische
Einflisse auf Regelflachen Ubertragen, was direkt flr eine geeignete Formfindung im
Raum der Regelflachen — und das ist das Entscheidende! — Verwendung finden kann,
siehe Bild 6 und HaGemANN, KLawiTTER, LoRbick [18].

4.5 Ruckubertragung in den Anschauungsraum

Im Bauwesen liegen Regelflachen immer nur ausschnittweise vor, wahrend die Erzeu-
genden auf der Dualsphére als unendlich lange Geraden definiert sind. Die Modifikation
der Regelflachen im Anschauungsraum gelingt dennoch Uber einen Zusammenhang
mit der Kinematik: Da Wendelflachen Schraubbewegungen von Geraden entsprechen,

Bild 6: Relaxation unter Flachen- und Einzellast mit fixen Randgeraden, HaGemann et al. [18]

230



Leicht Bauen mit Beton

SPP 1542

Regelflache R, gegeben durch
ein Menge orientierter Geraden
(Strahlen, Speere), den
diskreten Erzeugenden L,.

Externe Lastfélle sollen durch
diese Pfeile symbolisiert
werden. Krafte und Momente
werden im Zusammenhang mit
den Erzeugenden definiert.

<5

Qb

Endpunkte der Strahlensegmente | Orientierte Geraden in normali-
in homogenen Koordinaten sierten Plicker-Koordinaten

Kréfte und Momente als
Schraubbeschleunigungen

b

7

b

Jeder Punkt der dualen Ein-
heitssphére hat vier Para-
meter und repréasentiert eine
orientierte Gerade. Kurven
stellen Strahlflachen und Geo-
datische Wendelflachen dar.
Letztere sind das nattirliche
Optimum im Modellraum.

Jl

Transformation

o

Jede Berechnung im SE(3)
bewegt die Endpunkte mit.

Schraubbeschleunigungen als
duale Vektoren im Tangential-
raum zu jeder Transformation.

SE(3) ist ein Punktmodell der
Euklidischen Bewegungen.
Transformationen erzeugen
bei der Relaxation Spuren.

Die Endpunkte definieren, die Strahlsegmente, aus denen die
optimierte Regelflache R durch Interpolation erzeugt wird.

Die optimierte Regelflache
korrespondiert automatisch mit
ihrer Représentation auf der
dualen Einheitssphére. In
unserem Beispiel (noch ohne
auBere Krafte) ist sie Teil einer
Wendelflache — die einzige
Minimalflache in der Klasse der
windschiefen Regelflachen.

Bild 7: Diagramm des Prozesses, vgl. [18]
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lassen sich die Bewegungsvorgange auch auf
andere Objekte, speziell auf die Endpunkte der
Geradensegmente Ubertragen. Es werden also
zunéachst im liniengeometrischen Modell nur die
Geraden manipuliert und erst nach der Optimie-
rung die Endpunkte der Geradenstlcke durch
die Anwendung der gefundenen Transformati-
onsmatrix zurlckibertragen und dargestellt. Der
Gesamtvorgang dieser Regelflachenmanipulation
mag im Detail aufwandig erscheinen (Bild 7), ist
aber in nahe Echtzeit durchfihrbar.

Bild 8: 3-D-Druck des Summer School Pavillon aus dem  Die gefundenen Ergebnisse wurden als Add-On
3D LAB B25

[Foto: Jens Martin Bornemann] in das Rhinoceros-Plug-In Grasshopper imple-
mentiert. Darldber hinaus wurden grundlegende
Funktionalitaten plattformUbergreifend in Matlab
und Python realisiert. Dazu zahlt neben dem Geradenkalkil fir verschiedene liniengeo-
metrische Modelle ein Simulationswerkzeug flr Regelflachenrelaxation.

Das Grasshopper-Add-On ist ein Entwurfswerkzeug zum geradenbasierten Design
von Regelflachen mit Interpolations- und Relaxationsalgorithmen. Abgerundet wird
das Add-On durch ein Werkzeug zur Erzeugung von Asymptoten- und Hauptkrim-
mungslinien, welches die Approximation von Freiformflachen durch Regelflachenpat-
ches ermdoglicht. In einer Fallstudie Summer School Pavillon wurde der Prototyp einer
Regelflachenschale wahrend der SPP-Sommerschule 2013 entworfen (siehe Bild 8 und
Beitrag ScHeerer/CurBacH im vorliegenden Band). Beteiligt waren Markus HAGEMANN
(Mathematik, TU Dresden), BJorn FrReund (Massivbau, TU Darmstadt) und MicHAEL
BRreITENBERGER (Statik, TU Minchen). Zum Entwurf wurde mit Hilfe von CARAT++ eine
Festigkeitsanalyse durchgeflhrt. Ein Modell der Flache entstand im 3D LAB B25 am
Institut fir Geometrie, TU Dresden.

5  Modellierungskurs , Gestalten mit Regelflachen”

Im Sommersemester 2014 hatten 20 Studierende aus der Architekturfakultat der

TU Dresden Gelegenheit, in die Liniengeometrie einzusteigen, mit Regelflachen zu
entwerfen und die im Forschungsprojekt entstandenen Werkzeuge zu nutzen. Vier Tei-
laufgaben strukturierten den Kurs 3-D-Modellieren von Prof. Lorbick. Zunachst sollten
die Studierenden lediglich gebaute Beispiele sammeln und prasentieren. Dabei stellte
sich heraus, dass es flir Neulinge keineswegs
einfach ist, windschiefe Regelflachen zu erken-
nen und etwa von anderen Freiformflachen zu
unterscheiden.

Die zweite Aufgabe war, eine freie Regelflachen-
studie zu kreieren, und sich dabei beispielsweise
durch Fadenmodelle aus der mathematischen
Sammlung am Institut fir Geometrie inspirieren
zu lassen [19]. Diese Ubung war formal streng
gefasst: Alle mussten ihre Modelle in einem
Wirfelmodul von 25 cm Kantenldnge realisieren
(Bild 9). Das Material — Faden und ein Rahmen
aus Holzwerkstoff — war vorgegeben. Fir den

Bild 9: Studierende mit ihren Fadenmodellen Rahmen wurde der Lasercutter im 3D LAB B25
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[Foto: Daniel Lordick] verwendet; die Schnittmuster mussten also
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auf digitalem Wege gewonnen werden. Bis zu diesem Punkt hatten die Studierenden
nicht nur prinzipielle Erzeugungsweisen von Regelflachen, sondern auch die grafische
Programmierumgebung Grasshopper kennengelernt.

Im nachsten Schritt erhielten die Studierenden einen Einblick in die Formfindungswerk-
zeuge aus unserem Forschungsprojekt und sollten aufderdem ein inhaltliches Konzept
fur einen kleinen Pavillon auf dem Campusgelédnde entwickeln. In der Abschlussaufga-
be galt es dann, die gesammelten Kenntnisse und Konzepte zu einem Pavillonentwurf
zusammenzufthren (Bild 10). Fur die Evaluierung der Entwiirfe wurden neben den
Zeichnungen auch 3-D-Drucke erstellt.

Wahrend des Kurses wurde offenbar, welche Herausforderung fiir die raumliche Vor-
stellung der Umgang mit Regelflachen bedeutet. Der digitale Modellbau war insofern
unabdingbarer Bestandteil der Veranstaltung. Der weitgehend unvoreingenommene
Zugang der Teilnehmer zum Thema war ein Vorteil, weil dadurch ein ungeahntes Spek-
trum an Regelflachenentwirfen angeboten wurde — zunachst ohne Ricksicht auf die
Effektivitat der Konstruktionen.

Bild 10: Pavillonentwtirfe zum Thema »Campus-Station«; von links oben nach rechts unten von Mark ULLRICH,
ANDREAS MARGERT, DANIEL PETERMANN UND SANDY KLEMM [Rendering: die jeweiligen Autoren]

6 Ausblick

Die bisherigen Ergebnisse des Projektes ermdglichen die Gestaltung mit Regel-
flachen auf eine neuartige und zugleich kraftadaptive Weise. Im SPP-Anschluss-
projekt Dinnwandige Betonbauteile mit Regelflachengeometrie, in Kooperation mit
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Prof. Mike ScHLalcH von der Technischen Universitat Berlin, wird es darum gehen, die
mathematische Strategie mit ingenieurtechnischen Formfindungs- und Optimierungs-
methoden abzugleichen, zu systematisieren und somit praxistauglich zu machen. Das
Ziel sind Werkzeuge zur Konstruktion unkonventioneller, aber effektiver und leichter
Betonbauteile mit Regelflachengeometrie.

Damit die Leistungsfahigkeit der regelflachenbasierten Herangehensweise zu Tage
treten kann, sollen schalenartige Bauteile und exemplarische Tragwerkskonzepte
entwickelt werden. Dabei wird auch die wirtschaftliche Herstellung der Schalung
mitbehandelt. Im Fokus steht die Untersuchung und Evaluierung von Dachsegmenten
(Schalen), Balkenkonstruktionen, Wandsegmenten und Stlitzen mit numerischen und
experimentellen Mitteln.

Die Erfahrung mit Studierenden hat gezeigt, dass der Wissenstransfer in Bezug auf

das Gestalten mit Regelflachen eine komplexe Herausforderung ist. Um eine breite
Wissensbasis zu schaffen, soll deshalb ein Doktorandenworkshop zum Thema Entwurf
mit Regelflachen im konstruktiven Betonleichtbau durchgeflhrt werden. Dieser Work-
shop bietet zugleich die Moglichkeit, die Entwurfswerkzeuge zu evaluieren und fir die
Nutzung in einer gewohnten CAD-Umgebung auszubauen.
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