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Dr.-Ing. Georg Haasemann danke ich für die freundschaftliche Aufnahme in sein Arbeitszim-
mer und Herrn Dipl.-Ing. Martin Obst für den offenen wissenschaftlichen Gedankenaustausch.
Mit ihren kreativen Ideen zur Probenherstellung, Versuchsdurchf̈uhrung und mikromechani-
schen Simulation lieferten Frau Dr.-Ing. Karin Thielsch, Herr Dr.-Ing. Van Bac Pham und Herr
Dipl.-Inf. Swen Blobel zahlreiche Impulse für meine Arbeit. Frau Dr.-Ing. Thielsch danke ich
außerdem f̈ur die Auswertung der ARAMIS-Daten. Den Kollegen der Arbeitsgruppe Betriebs-
festigkeit unter der Leitung von Prof. Dr.-Ing. habil. K.-G. Eulitz bin ich f̈ur die Bereitschaft,
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naler Versẗarkung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .120
6.1.1 Effektives linear elastisches Materialverhalten . . . . . . . . . . . . . . .. . . 120
6.1.2 Effektives inelastisches Materialverhalten . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . 123

6.2 Simulation des effektiven Materialverhaltens eines GF-PP-Verbundesmit Gewebever-
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1.2 Beispiele f̈ur textile Versẗarkungsstrukturen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
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B.4 Analyse des Einflusses der Versuchsgeschwindigkeit auf den Informationsgehalt von

realen Relaxationsversuchen mittels kontinuierlicher Spektren . . . . . . . . .. . . . 152

Tabellenverzeichnis

2.1 Indextransformation für VOIGT-Notation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

5.1 Fallunterscheidung zur Bestimmung des Elementtyps und Zuweisung der Materialpa-
rameter . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .108

viii



Glossar

Glossar

amorph V̈ollig ungeordnete, unregelm̈aßige Werkstoffstruktur 47

Duroplast Polymer, das aus stark vernetzten Makromolekülen besteht 46
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Elements 73

η̂ In einem Zugversuch bestimmte Viskosität 57
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qend qend
ij Tensorielle innere Variable des endochronen Modells 71

qend Innere Variable des einachsigen endochronen Modells 60

qi Innere Variable, Zustandsvariable 10

qov,i qov,i
ij Tensorielle innere Variable desi-ten MAXWELL -Elements 71

qov
i Innere Variable desi-ten MAXWELL -Elements 52
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i Überspannung desi-ten MAXWELL -Elements 54

σov,i σov,i
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1 Einführung

Verbundwerkstoffe bieten durch die Kombination von zwei oder mehr verschiedenen konstitutiven Be-Verbundwerkstoffe

standteilen die M̈oglichkeit, Werkstoffe zu entwickeln, deren Eigenschaften präzise an die Anforde-
rungen der jeweiligen Anwendung angepasst sind. Eine Klasse von Verbundwerkstoffen, die aufgrund
ihrer guten mechanischen Eigenschaften in einem immer größer werdenden Spektrum technischer An-
wendungen zum Einsatz kommt, sind Faser-Kunststoff-Verbunde (FKV). Bei diesem Verbundwerkstoff
werden hochfeste und -steife Verstärkungsfasern in einer polymeren Matrix eingebettet. Dabei nutzt
man die Eigenschaft zahlreicher Werkstoffe, als Faser eine deutlich höhere Steifigkeit und insbesonde-
re Festigkeit aufzuweisen als in kompakter Form. Zur Herstellung schalenförmiger Bauteile kommen
dabei ḧaufig Faserb̈undel zum Einsatz, die zu einem textilen Halbzeug weiterverarbeitet worden sind.

1.1 Motivation und Zielstellung

Da das mechanische Verhalten von FKV mit textiler Verstärkungsstruktur entscheidend durch die Ei-Motivation

genschaften der einzelnen Komponenten und durch die Geometrie der Faserversẗarkung bestimmt wird,
führt die Bewertung verschiedener Werkstoffvarianten auf der Basiseiner experimentellen Charakteri-
sierung des mechanischen Verhaltens des Verbundes zu einem erheblichen Aufwand.
Um den Umfang der experimentellen Untersuchungen zukünftig auf Versuche an den Verbundkompo-
nenten beschränken zu k̈onnen, wird in dieser Arbeit eine skalenübergreifende Modellierung und Simu-
lation des Werkstoffverhaltens vorgeschlagen, die ausgehend von den konstitutiven Eigenschaften der
Verbundbestandteile (Mikroskala) und ihrer geometrischen Anordnungim Verbund (Mesoskala) die
Vorhersage des effektiven Materialverhaltens des Verbundwerkstoffs (Makroskala) erm̈oglicht (Abb.
1.1). Zur besseren Ausschöpfung des Leichtbaupotenzials ist dabei neben der Vorhersage effektiver
elastischer Kennwerte auch die Simulation des resultierenden inelastischen Materialverhaltens erfor-
derlich.
Eine wesentliche Ursache für Nichtlineariẗaten des Materialverhaltens von Verbundwerkstoffen stel-
len Scḧadigungsprozesse dar, die Gegenstand zahlreicher aktueller Forschungsarbeiten sind. Weiter-
hin ist davon auszugehen, dass sich das inelastische Materialverhalten der polymeren Matrices auch
auf den faserverstärkten Verbund auswirkt. InHufenbach(2007) wird z. B. eine deutliche Dehnraten-
abḧangigkeit der Steifigkeit von glasfaserverstärkten Epoxydharzen beschrieben, insbesondere dann,
wenn die Belastung nicht in Richtung der Verstärkungsfasern erfolgt. Dieser Effekt sollte sich für den
hier betrachteten Thermoplast Polypropylen noch verstärken.

Zielstellung dieser Arbeit ist daher die Entwicklung und Anwendung einer skalen̈ubergreifenden Zielstellung

Methodik zur Simulation des effektiven mechanischen Verhaltens textilverstärkter Verbunde. Der Ein-
fluss des inelastischen Verhaltens des Matrixmaterials auf den Verbundwerkstoff soll anhand verschie-
dener Glasfaser (GF)-Polypropylen (PP)-Verbunde untersucht werden.
Zur Umsetzung der vorgeschlagenen Berechnungsstrategie ist entsprechend Abb.1.1zun̈achst die ex-
perimentelle Untersuchung und mathematische Modellierung des mechanischenVerhaltens der Ver-
bundkomponenten erforderlich. Ẅahrend f̈ur die Glasfasern isotropes, linear elastisches Materialver-
halten vorausgesetzt wird, führt die experimentelle Charakterisierung von Polypropylen auf ein iso-

1



1 Einführung

tropes, viskoplastisches Materialverhalten, dessen Modellierung den ersten Schwerpunkt der Arbeit
bildet.

RVE-Modell
für Verbund mit

textiler Verstärkungs-
struktur

Effektive Spannungs-
Dehnungskurven

Entwicklung
phänomenologischer
Materialmodelle für

Verbund

Gekoppelte
Mehrskalensimulation

Modellierung des
Materialverhaltens der
Verbundkomponenten

MesoMikro

Experimentelle
Charakterisierung des
Materialverhaltens der
Verbundkomponenten

Makro

Effektive elastische
Steifigkeiten

effektives
inelastisches
Materialver-
halten

effektives
elastisches
Materialver-
halten

Abbildung 1.1: Zielstellung der Arbeit

Neben den Materialmodellen der Verbundkomponenten wird für die Berechnung des effektiven me-
chanischen Verhaltens ein Modell ihrer geometrischen Anordnung innerhalb des Verbundes benötigt.
Während f̈ur einfache, kugelf̈ormige oder elliptische Einschlüsse analytische L̈osungen f̈ur die loka-
len Spannungs- und Verzerrungsfelder vorliegen, ist aufgrund der textilen Versẗarkung die numeri-
sche Modellierung eines charakteristischen Ausschnitts der Werkstoffstruktur erforderlich, der als re-
präsentatives Volumenelement (RVE) bezeichnet wird. Dabei führt die Komplexiẗat der inneren Struk-
tur des Werkstoffs zu einem erheblichen Aufwand bei der Erstellung der erforderlichen Modelle, wenn
die geẅohnliche Finite-Elemente-Methode (FEM) eingesetzt wird. Im zweiten Schwerpunkt der vor-
liegenden Arbeit wird daher die erweiterte Finite-Elemente-Methode (XFEM)zur Modellierung von
Verbundwerkstoffen adaptiert. Sie ermöglicht durch die lokale Anreicherung des Verschiebungsansat-
zes der FEM die Modellierung von Steifigkeitssprüngen unter Verwendung eines regelmäßigen Berech-
nungsnetzes. Die Erstellung der XFEM-Modelle erfolgt ausgehend vonder dreidimensionalen Geome-
trie der Versẗarkungsstruktur des RVE mithilfe einer Routine zur automatischen Modellgenerierung.
Die damit zur Verf̈ugung stehenden RVE-Modelle werden unter Nutzung entsprechenderRandbedin-
gungen undÄquivalenzkritierien, die aus der Homogenisierungstheorie folgen, zurSimulation des
effektiven elastischen und inelastischen Materialverhaltens des Verbundes eingesetzt. Neben der Be-
rechnung effektiver Spannungs-Dehnungskurven für homogene Beanspruchungszustände bilden diese
RVE-Modelle auch die Grundlage für Verfahren der gekoppelten Mehrskalensimulation im Fall inho-
mogener Beanspruchungen (vgl. Kapitel2). Die aus der skalen̈ubergreifenden Modellierung und Si-
mulation folgenden Erkenntnisse können außerdem in die Entwicklung mikromechanisch motivierter,
phänomenologischer Materialgesetze für den Verbund einfließen (Abb.1.1).

Nach einer Einf̈uhrung zu FKV mit textiler Versẗarkung werden in Kaptitel2 die wesentlichenGliederung der
Arbeit Grundlagen der Berechnung des effektiven mechanischen Verhaltens von Verbundwerkstoffen behan-

delt. In Kapitel3 wird anschließend die experimentelle Charakterisierung des unverstärkten Polypro-
pylens in monotonen Zug-, Relaxations- und zyklischen Versuchen beschrieben. Die auf der Grund-
lage dieser Experimente durchgeführte Formulierung eines phänomenologischen Materialmodells für
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1.2 Faser-Kunststoff-Verbunde mit textiler Verstärkungsstruktur

Polypropylen ist Inhalt von Kapitel4. Das Kapitel5 gibt einenÜberblick zur XFEM-Modellierung
von Verbundwerkstoffen mit komplexer textiler Verstärkung. Schließlich werden die Methoden zur
Berechnung des effektiven Materialverhaltens mit der erweiterten Finiten-Elemente-Methode und den
Materialmodellen der Verbundbestandteile kombiniert und zur Simulation des Materialverhaltens von
zwei Werkstoffbeispielen angewendet (Kapitel6). Die Verifikation der Berechnungsergebnisse erfolgt
anhand experimenteller Daten für den Verbund. Abschließend werden die wesentlichen Erkenntnisse
der Arbeit in Kapitel7 zusammengefasst. Dabei wird auch auf weiterführende Fragestellungen hinge-
wiesen.

1.2 Faser-Kunststoff-Verbunde mit textiler Verst ärkungsstruktur

Faser-Kunststoff-Verbunde kombinieren Verstärkungsfasern mit einer polymeren Matrix. Wie eingangsFaserwerkstoffe

erwähnt, nutzt man dabei die Eigenschaft zahlreicher Werkstoffe, in Faserform eine deutlich ḧohere
Steifigkeit und Festigkeit aufzuweisen als in kompakter Form. Dies ist bei polymeren Werkstoffen
haupts̈achlich auf die Ausrichtung der Molekülketten ẅahrend des Herstellungsprozesses der Fasern,
bei kristallinen Materialien dagegen auf eine Verringerung der Defekthäufigkeit zur̈uckzuf̈uhren.
Glasfasern verbinden gute mechanische Eigenschaften mit niedrigen Kosten und werden deshalb, mit
Ausnahme von Hochleitstungsverbundwerkstoffen, häufig als Versẗarkung in FKV eingesetzt. Haupt-
bestandteil der Glasfaser ist, neben anderen Oxiden, Siliziumoxid. Im Herstellungsprozess werden die
Oxide aufgeschmolzen und die Fasern durch eine Lochplatte abgezogen. Während des Abziehens trägt
man Schlichten zum Schutz der Filamentoberfläche und zur Beeinflussung der späteren Faser-Matrix-
Grenzfl̈achen auf. Die Einzelfasern mit Durchmessern zwischen 3 und 25µm werden schließlich zu
Filamentstr̈angen zusammengefasst, aufgewickelt und getrocknet. Je nach Zusammensetzung der Oxid-
mischung unterscheidet man verschiedene Fasertypen, die sich auch in ihren Eigenschaften unterschei-
den. Glasfasern besitzen eine hohe Festigkeit, aber geringe Steifigkeit. Aufgrund ihrer amorphen Struk-
tur sind sie im Unterschied zu anderen Verstärkungsfasern isotrop.
Für Anwendungen in denen die Steifigkeit der Glasfasern nicht ausreichend ist, verwendet man meist
Kohlefasern, die aus verschiedenen Vorstufen, Fasern aus Polyacrylnitril oder Petroleum, durch schritt-
weise Ẅarmebehandlung zur Erhöhung des Kohlenstoffgehalts gewonnen werden. Die zwischen 4 und
11µm starken Fasern bestehen aus einzelnen Graphenschichten. Starke kovalente Kohlenstoffbindun-
gen innerhalb dieser Schichten bestimmen die Eigenschaften der Kohlefaser in entscheidendem Maße.
Deshalb variieren Festigkeit und Steifigkeit abhängig von der Ausrichtung der Graphenschichten in der
Faser in einem breiten Spektrum.
Neben diesen beiden hauptsächlich eingesetzten Faserarten existieren eine Vielzahl anwendungsspezi-
fischer Versẗarkungsfasern. So wird die hohe Zähigkeit von Aramidfasern in stoßartig belasteten Bau-
teilen zur Sicherung der Bauteilintegrität und Verbesserung der Energieabsorption genutzt. Weitere
Fasertypen sind Polymer-, Keramik-, Metall- und Naturfasern (Åström (1997)).
Bereits ẅahrend des Herstellungsprozesses werden die auch als Filamente bezeichneten, nur wenige
Mikrometer starken Einzelfasern ohne Drehung zu glatten Filamentsträngen, dem sogenannten Garn,
zusammengefasst. Ab einer Feinheit von 68tex wird das Garn auch als Roving bezeichnet. Dabei gibt
die Tex-Zahl die l̈angenspezifische Masse des Garns bzw. Rovings in Gramm je Kilometer an.Eine
weitere wichtige charakteristische Größe ist die Anzahl der Filamente, die in einem Roving enthalten
sind. Sie wird mit der sogenannten k-Zahl angegeben.

Zur Herstellung fl̈achenf̈ormiger Bauteile werden Rovings häufig zu textilen Halbzeugen weiterver-Textile Halbzeuge

arbeitet. Bei Geweben erfolgt die textile Flächenbildung durch rechtwinklige Verkreuzung von Rovings
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1 Einführung

mindestens zweier Fadensysteme (Abb.1.2(a)). Da die Rovings infolge der Fadenkreuzungen in Wel-
lenform verlaufen, weisen gewebeverstärkte Verbunde gegenüber einer unidirektionalen Verstärkung
schlechtere mechanische Eigenschaften auf. Gestricke werden durchdie Verbindung von zu Schlaufen
verformten F̈aden gebildet. Durch die Kombination des maschenförmigen Gestricks mit gestreckten
Versẗarkungsf̈aden (Abb.1.2(b)) können uni-, bi- und multiaxial verstärkte Gestricke erzeugt werden
(Offermann u. a.(2005)). Vorteile dieser Verstärkungsstrukturen sind die gegenüber Geweben ḧohere
Beanspruchbarkeit, die auf den geradlinigen Rovingverlauf zurückzuf̈uhren ist, sowie die gute Dra-
pierbarkeit, die durch die zwischen den Maschen verschiebbaren Versẗarkungsf̈aden erm̈oglicht wird.
Außerdem f̈uhrt der die einzelnen Schichten in Dickenrichtung verbindende Maschenfaden zu einem
erḧohten Widerstand gegen Delamination (Hufenbach(2007)).

(a) Gewebe (b) Gestrick

Abbildung 1.2: Beispiele f̈ur textile Versẗarkungsstrukturen

Da Rovings oder textile Verstärkungsstrukturen nur begrenzt als Konstruktionswerkstoffe einsetzbarMatrixwerkstoffe

sind, wird durch die Einbettung in ein Matrixmaterial ein kompakter Werkstoff hergestellt. Neben der
Fixierung der Versẗarkungsf̈aden bestehen die Hauptaufgaben der Matrix in der Lastverteilung inner-
halb des Verbundes sowie in der Sicherung der Beständigkeit des Werkstoffs gegen Umwelteinflüsse.
Zur Einbettung der Rovings kommen bei FKV verschiedene Kunststoffe zurAnwendung. Aufgrund
ihrer guten mechanischen Eigenschaften werden häufig duroplastische Matrices eingesetzt. Sie sind
im Ausgangszustand im Allgemeinen flüssig und weisen eine niedrige Viskosität auf. Dies erm̈oglicht
eine gute Benetzung und Durchtränkung der Verstärkungsfasern. Durch Mischen mit einem Härter und
weiteren Zusatzstoffen wird das chemische Aushärten aktiviert.
Im Gegensatz dazu sind Thermoplaste bei Raumtemperatur fest und müssen durch Erẅarmung ge-
schmolzen werden. Die im Vergleich zu den Duroplasten höhere Viskosiẗat der Schmelze erschwert
dabei den Benetzungsvorgang. Im Vergleich zu den steifen aber spröden Duroplasten sind Thermo-
plaste deutlich z̈aher, weisen jedoch häufig ein ausgeprägtes inelastisches Materialverhalten auf. Ihre,
durch die Schmelzbarkeit bedingte, Umformbarkeit lässt Thermoplaste für die Anwendung in der Se-
rienfertigung attraktiv werden (Ehrenstein(2006), vgl. 3.2.1).
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2 Skalenübergreifende
kontinuumsmechanische Modellierung

Die Modellierung des Verbundwerkstoffs erfolgt in dieser Arbeit auf der Grundlage der Kontinuums-Kontinuum

mechanik, d. h. einer Feldtheorie, bei der physikalische Prozesse durch Feldgr̈oßen, die Funktionen von
Ort und Zeit sind, beschrieben werden. Im Rahmen dieser Theorie bleibt der innere Aufbau der Materie
unber̈ucksichtigt. Stattdessen wird die Modellvorstellung eines strukturlosen Kontinuums verwendet.
Dieses Modell wird bei der hier für Verbundwerkstoffe vorgeschlagenen mehrskaligen Modellbildung
auf verschiedenen Skalen angewendet (vgl.2.3).
Im Mittelpunkt der Kontinuumsmechanik steht der materielle KörperK, der aus einer Menge materi-
eller Elemente oder Teilchen besteht (Truesdell und Noll(2004); Haupt(2002)) und dessen Bewegung
unter dem Einfluss̈außerer Belastungen untersucht wird. Der KörperK besitzt die Massem, das Volu-
menV und ist durch seine OberflächeO = ∂V von der Umgebung abgegrenzt.

2.1 Grundgleichungen der Kontinuumsmechanik

Die Grundgleichungen der Kontinuumsmechanik lassen sich in drei Gruppen einordnen. Die Geome- Grundgleichungen

trie der Bewegung wird durch die kinematischen Beziehungen beschrieben, Bilanzgleichungen erfas-
sen dieÄnderungen des Zustandes des materiellen Körpers infolge von Fl̈ussenüber seine Grenzen
sowie infolge von Quellen oder Senken in seinem Inneren. Sie sind allgemeingültige Beziehungen.
Die individuellen Stoffeigenschaften werden schließlich mithilfe der Materialgleichungen erfasst.

2.1.1 Kinematik

Der materielle K̈orper nimmt im Verlauf der Bewegung verschiedene Zustände an, die als Konfiguratio- Konfiguration

nen bezeichnet werden. Da die mathematische Beschreibung vonK sowie der ablaufenden physikali-
schen Prozesse eine Identifikation der materiellen Teilchen erforderlich macht, ist es zweckm̈aßig, zum
Zeitpunktt0 eine Referenzkonfiguration festzulegen. Der OrtsvektorX eines materiellen Teilchens in
der Referenzkonfiguration dient dann als Bezeichner.
In der zeitlichen Abfolge verschiedener Konfigurationen nimmt das materielleTeilchenX unterschied-
liche Raumpunktex ein. Die aktuelle Konfiguration zum Zeitpunktt wird dabei als Momentankonfi-
guration bezeichnet. Eine Darstellung der Bewegung vonX ist durch

x = x (X, t) mit det

(
∂x

∂X

)

6= 0 (2.1)

gegeben, f̈ur seine Verschiebung folgt

u (X, t) = x (X, t) − X. (2.2)

Im Folgenden soll f̈ur die Norm des VerschiebungsgradientenH = ∇Xu Kleine
Deformationen
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2 Skalen̈ubergreifende kontinuumsmechanische Modellierung

δH =‖ H ‖=
√

H : H ≪ 1 (2.3)

gelten, d. h. es erfolgt eine Beschränkung auf kleine Deformationen und Rotationen. Des Weiteren
soll der Betrag der Verschiebungen klein gegenüber einer charakteristischen Längelc des betrachteten
Körpers |u(X,t)|

lc
≪ 1 sein. Anhand der Definition des Verschiebungsvektors erkennt man in diesem

Fall, dass Referenz- und Momentankonfiguration für kleine Verschiebungen sehr dicht beieinander
liegen. Daher ist eine Unterscheidung zwischen der EULERschen und LAGRANGEschen Betrachtungs-
weise nicht erforderlich. Die Feldgleichungen werden in Abhängigkeit vom r̈aumlichen Ortsvektorx
und der Zeitt formuliert. Die Deformation eines materiellen Teilchens kann in diesem Fall durch die
linearisierten Verzerrungs-Verschiebungsbeziehungen

ε =
1

2

(

∇u + (∇u)T
)

(2.4)

beschrieben werden. Dabei istε der infinitesimale Verzerrungstensor.

2.1.2 Bilanzgleichungen

Zus̈atzlich zur Geometrie der Bewegung müssen dieÄnderungen weiterer physikalischer Zustands-Globale und lokale
Bilanzen größen des materiellen K̈orpersK quantifiziert werden. Dies erfolgt durch die Bilanzgleichungen, die

in globaler Form f̈ur den gesamten K̈orper oder in lokaler Form für ein materielles Teilchen formuliert
werden k̈onnen. DerÜbergang von globalen zu lokalen Bilanzen ist möglich, wenn die ausreichen-
de Stetigkeit der Feldgrößen und die G̈ultigkeit der Bilanzen f̈ur beliebige Teilgebiete des materiellen
Körpers vorausgesetzt werden. Für das mechanische Feldproblem sind die Bilanzen der Masse, des
Impulses und des Drehimpulses von Bedeutung.

Die MasseMassebilanz

m =

∫

V

ρ dV (2.5)

ist eine Eigenschaft des materiellen Körpers und ein Maß für dessen Tr̈agheit und Schwere. Bei feh-
lendem Masseaustauschüber die Oberfl̈ache und fehlenden Massequellen oder -senken im Inneren des
Körpers, wie hier f̈ur den Festk̈orper vorausgesetzt wird, ist die zeitlicheÄnderung der Massėm = 0.

Der ImpulsvektorImpulsbilanz

p =

∫

V

vρ dV (2.6)

ist eine globale Gr̈oße zur Beschreibung des kinetischen Zustandes des materiellen KörpersK. In Glei-
chung (2.6) bezeichnetv den Geschwindigkeitsvektor. Die zeitlicheÄnderung des Impulses ist gleich
der Summe aller auf den K̈orper von außen einwirkenden Oberflächen-t und Volumenkr̈afte f . Dies
wird mathematisch durch die Impulsbilanz

∂

∂t

∫

V

vρ dV =

∫

∂V

t dA +

∫

V

fρ dV (2.7)

ausgedr̈uckt.
Zwischen dem Spannungsvektort an der Oberfl̈ache des materiellen K̈orpers besteht dabeiüber den
nach außen gerichteten Normaleneinheitsvektorn des Oberfl̈achenelements ein linearer Zusammen-
hang

t = n ·σ ∀ x ∈ ∂V (2.8)

6



2.1 Grundgleichungen der Kontinuumsmechanik

zum Spannungstensorσ, der den Spannungszustand im Inneren des Körpers beschreibt. Unter den
oben genannten Voraussetzungen zur Stetigkeit und Gültigkeit der Bilanzen f̈ur beliebige Teilgebiete
folgt die lokale Form der Impulsbilanz

∇ ·σ + fρ = v̇ρ ∀ x ∈ V, (2.9)

die auch als 1. CAUCHYsche Bewegungsgleichung bezeichnet wird. Für den Sonderfall der Statik geht
Gleichung (2.9) in die Gleichgewichtsbedingungen

∇ ·σ + fρ = 0 ∀ x ∈ V (2.10)

über.
Der Drehimpulsvektor Drehimpulsbilanz

lP =

∫

V

(x − xP ) × vρ dV (2.11)

stellt neben dem Impuls eine weitere globale Größe zur Charakterisierung des kinetischen Zustandes
von K dar. Dabei ist die zeitlichëAnderung des Drehimpulses gleich der Momentenwirkung der am
Körper angreifenden Oberflächen- und Volumenkräfte bez̈uglich eines geẅahlten PunktesP mit dem
OrtsvektorxP . Damit folgt für die globale Drehimpulsbilanz in einem Kontinuum ohne Momenten-
dichten

∂

∂t

∫

V

(x − xP ) × vρ dV =

∫

∂V

(x − xP ) × t dA +

∫

V

(x − xP ) × fρ dV, (2.12)

deren lokale Konsequenz unter Voraussetzung der Erfüllung der Impulsbilanz (2.9) die Symmetrie des
Spannungstensors

σ = σT ∀ x ∈ V (2.13)

ist. In den globalen Bilanzaussagen der Impuls- und Drehimpulsbilanz können zus̈atzlich zu den Ober-
flächen- und Volumenkräften auch diskrete Einzellasten berücksichtigt werden.

Die Formulierung numerischer Methoden zur Lösung mechanischer Randwertaufgaben kann ausge-Prinzip der
virtuellen Arbeithend von Leistungs- oder Arbeitsprinzipien erfolgen, die aus der folgenden Standardargumentation der

Variationsrechnung abgeleitet werden. Sindw (x) undζ (x) kontinuierliche Vektorfelder, dann gilt
∫

V

w (x) · ζ (x) dV = 0 (2.14)

für beliebigeζ (x), wenn
w(x) = 0 ∀ x ∈ V. (2.15)

Durch Multiplikation der lokalen Form der Impulsbilanz (2.9) mit einer Funktionζ (x) und Integration
über das VolumenV des K̈orpers sowie Ber̈ucksichtigung der Drehimpulsbilanz durch die Symmetrie
des Spannungstensors (2.13), erḧalt man in Form desD’A LEMBERTschen Prinzips

∫

V

σ :
1

2

(

∇ζ + (∇ζ)T
)

dV =

∫

∂V

t · ζ dA +

∫

V

ρ (f − v̇) · ζ dV (2.16)

die Möglichkeit, die mechanischen Bilanzgleichungen als eine skalare Gleichung zu formulieren (Haupt
(2002)). Interpretiert man die Funktionζ (x) als ein virtuelles, d. h. kinematisch zulässiges, infinitesi-
males Verschiebungsfeldδu (x), das die kinematischen Randbedingungen und Stetigkeitsforderungen
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2 Skalen̈ubergreifende kontinuumsmechanische Modellierung

hinsichtlich der Verzerrungs-Verschiebungsbeziehungen (2.4) erfüllt, ergeben die Integrale in (2.16)
die virtuelle Arbeit der inneren Lasten

δWi =

∫

V

σ :
1

2

(

∇δu + (∇δu)T
)

dV =

∫

V

σ : δε dV, (2.17)

deräußeren Lasten

−δWe =

∫

∂V

t · δu dA +

∫

V

ρf · δu dV (2.18)

und der Tr̈agheitslasten

−δWt =

∫

V

ρv̇ · δu dV. (2.19)

Für den Fall der Statik (δWt = 0) folgt daraus das Prinzip der virtuellen Arbeit

δW = δWi + δWe = 0. (2.20)

Es fordert die Erf̈ullung der Gleichgewichtsbedingungen in Form einer skalaren Gleichung.Das Prin-
zip der virtuellen Arbeit wird in Abschnitt4.3.2zur Ableitung der Gleichgewichtsbedingungen der
nichtlinearen FEM angewendet.

Während der Bewegung̈andert sich infolge der einwirkendenäußeren Lasten auch der energetischeEnergiebilanz

Zustand des materiellen Körpers. Die Bilanz der mechanischen Energie

Pe = Ṫ + Pi , (2.21)

quantifiziert die Umwandlung der Leistung deräußeren Lasten in die kinetische EnergieT des K̈orpers
und die SpannungsleistungPi in seinem Inneren. Sie ist allerdings keine unabhängige Gleichung, son-
dern folgt als direkte Konsequenz aus der Impuls- und Drehimpulsbilanz.
Erfahrungsgem̈aß wird ein Teil der Spannungsleistung im Körper als innere EnergieU gespeichert,
während der andere Teil in nichtmechanische Energie umgewandelt oder inForm von Ẅarme an die
Umgebung abgegeben wird. Werden andere nichtmechanische Energienvon der Betrachtung ausge-
schlossen, folgt mit der Definition einer positiven WärmezufuhrQ der erste Hauptsatz der Thermody-
namik

Pe + Q = Ṫ + U̇ , (2.22)

der dieÄquivalenz der von außen zugeführten mechanischen Leistung und Wärme und der zeitlichen
Änderungen von kinetischer und innerer Energie des materiellen Körpers beschreibt. Die Ẅarmezufuhr
Q erfolgt dabei einerseits̈uber die Oberfl̈ache des K̈orpers in Form des Ẅarmestromdichtevektorsq
und andererseits aus Ẅarmequellenr im Inneren des K̈orpers. Unter Ber̈ucksichtigung von (2.9) und
(2.13) ergibt sich die Bilanz der inneren Energie in lokaler Form

u̇ =
1

ρ
σ : ε̇ − 1

ρ
∇ ·q + r. (2.23)

Dabei sindu die spezifische innere Energie und das Produkt von Spannung und Verzerrungsgeschwin-
digkeit ε̇ die spezifische innere Leistung oder Spannungsleistung.

Gem̈aß der Entropiebilanz ist die zeitlicheÄnderungṠ der Entropie gleich der Summe aus der Entro-Entropiebilanz

piezufuhrH und der EntropieproduktionΣ im Inneren des K̈orpers, die ein Maß für die Umkehrbarkeit
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2.1 Grundgleichungen der Kontinuumsmechanik

eines physikalischen Prozesses darstellt. Die praktische Anwendung der Entropiebilanz erfolgt in der
Form der Ungleichung

Σ = Ṡ − H ≥ 0. (2.24)

Ist die EntropieproduktionΣ während eines Prozesses größer als Null, ist dieser irreversibel. Der
Grenzfall der Reversibiliẗat, d. h. des Gleichheitszeichens, tritt nur bei idealisierten Prozessen auf. Eine
negative Entropieproduktion ist aus physikalischer Sicht nicht zulässig, da dies der Erfahrung wider-
spricht, dass mechanische Energie zwar vollständig in nichtmechanische Energie umgewandelt werden
kann, eine vollsẗandige Umkehrung jedoch nicht möglich ist. Der zweite Hauptsatz der Thermodyna-
mik (2.24) liefert damit eine Einschränkung f̈ur die Realisierbarkeit eines Prozesses.
Zur Konkretisierung der Bilanzaussage wird angenommen, dass die Entropiezufuhr nur durch Ẅarme-
zufuhrQ bei der absoluten Temperaturϑ erfolgt. Wird dabei unterstellt, dass der Entropiestromdichte-
vektor parallel zum Ẅarmestromdichtevektorq ist und Entropie infolge der Ẅarmequeller im Inneren
des K̈orpers zugef̈uhrt wird, ergibt sich aus (2.24) unter Ber̈ucksichtigung der Bilanz der inneren Ener-
gie (2.23) die folgende lokale Darstellung der Entropieungleichung

ϑσi = −u̇ + ϑṡ +
1

ρ
σ : ε̇ − 1

ρ

q ·∇ϑ

ϑ
≥ 0, (2.25)

die als CLAUSIUS-DUHEM-Ungleichung bezeichnet wird. Dabei sindσi die spezifische Entropiepro-
duktion unds die spezifische Entropie. Mit der spezifischen freien oder HELMHOLTZschen Energie

f = u − ϑs (2.26)

kann die CLAUSIUS-DUHEM-Ungleichung als

ϑσi = −ḟ − ϑ̇s +
1

ρ
σ : ε̇ − 1

ρ

q ·∇ϑ

ϑ
≥ 0 (2.27)

angegeben werden. Sie vereinfacht sich im isothermen Fall (ϑ = ϑ0 = konst.,∇ϑ = 0, ϑ̇ = 0) zu

δi =
1

ρ
σ : ε̇ − ḟ ≥ 0. (2.28)

Dabei ist die Spannungsleistungσ : ε̇ die an einem materiellen Teilchen pro Zeiteinheit geleistete me-
chanische Arbeit. Ẅahrend eines physikalischen Prozesses wird nur ein Teil dieser Spannungsleistung
in freie Energie umgewandelt, die reversibel in mechanische Arbeit umgesetzt werden kann. Die Diffe-
renz und damit das Produktδi = ϑσi kann daher als spezifische innere Dissipationsleistung interpretiert
werden.

2.1.3 Materialgleichungen

Die bisher diskutierten Gleichungen zur Beschreibung der Bewegung eines materiellen K̈orpers sowie Notwendigkeit von
Materialgleichun-
gen

zur Bilanzierung der̈Anderungen der Zustandsgrößen stellen allgemeingültige Beziehungen dar, die
nicht von den speziellen Stoffeigenschaften abhängig sind. Erfahrungsgem̈aß wird das Deformations-
verhalten eines realen Körpers unter der Wirkung̈außerer Belastungen aber durch seinen Werkstoff
beeinflusst. Die Ber̈ucksichtigung dieses Einflusses erfolgt in der Kontinuumsmechanik durchMateri-
algleichungen. Sie stellen Modelle dar, die das reale Materialverhalten in einer bestimmten N̈aherung
wiedergeben. Entsprechend der Philosophie der kontinuumsmechanischen Modellbildung bleibt dabei
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2 Skalen̈ubergreifende kontinuumsmechanische Modellierung

die innere Struktur der Materie unberücksichtigt.
Die physikalische Notwendigkeit zur Berücksichtigung der Stoffeigenschaften bei der Beschreibung
des Deformationsverhaltens wird aus mathematischer Sicht zudem anhand der Differenz zwischen der
Anzahl der zur Verf̈ugung stehenden Feldgleichungen und den zu bestimmenden Feldvariablendeut-
lich. Für das mechanische Feldproblem sind sechs weitere Gleichungen in Form der Spannungs-Ver-
zerrungsbeziehungen zu formulieren. Zur vollständigen Formulierung des Anfangs-Randwertproblems
sind außerdem Anfangs- und Randbedingungen anzugeben.

Die im Rahmen dieser Arbeit verwendete allgemeine Form der Spannungs-VerzerrungsbeziehungenPrinzipien der
Materialtheorie ist als Funktional

σ (t) = F
τ≤t

[ε (τ)] (2.29)

gegeben, das den Einfluss der gesamten Deformationsgeschichteε (τ) eines materiellen Teilchens
auf den aktuellen Spannungszustand beschreibt. Trotz ihrer allgemeinen Form erf̈ullt die Gleichung
(2.29) drei grundlegende Prinzipien der Materialtheorie. Da keine in der Zukunft liegenden Zeitpunk-
te ber̈ucksichtigt werden, ist zum einen die Erfüllung des Prinzips des Determinismus gewährleistet.
Das Prinzip der lokalen Wirkung wird in Form des einfachen Materials berücksichtigt. Durch die Be-
schreibung der Deformation mit dem infinitesimalen Verzerrungstensorε haben nur Gradienten erster
Ordnung und damit nur direkt benachbarte materielle Teilchen Einfluss aufdas Materialverhalten. In-
teressant ist dabei die Unsymmetrie von (2.29) hinsichtlich der Ber̈ucksichtigung von Raum und Zeit
(Haupt(2002)). Als wesentliche Konsequenz aus dem Prinzip der materiellen Objektivität (Truesdell
und Noll (2004)) tritt in (2.29) außerdem keine explizite Zeitabhängigkeit auf. Durch die Beschränkung
auf kleine Rotationen und Verschiebungen ist eine weitere Diskussion derverwendeten Spannungs- und
Verzerrungsmaße hinsichtlich Objektivität nicht erforderlich.
Mithilfe des Funktionals (2.29) kann ein nichtlinearer Zusammenhang zwischen den Spannungen und
Verzerrungen beschrieben werden. Dies wird nachfolgend als materielle oder physikalische Nichtlinea-
rität bezeichnet.

Neben der expliziten Form von Gleichung (2.29) können die Spannungs-VerzerrungsbeziehungenImplizite
Darstellung auch implizit durch

σ (t) = σ (ε(t),q1(t), . . . ,qn(t)) (2.30)

angegeben werden. Dabei wird der Einfluss der zurückliegenden Lastgeschichte durch zusätzliche in-
nere Variablenqi abgebildet. Zur vollsẗandigen Beschreibung des Materialverhaltens sind konstitutive
Gleichungen f̈ur die zeitlicheÄnderung der Zustandsvariablenqi zu formulieren. Dies erfolgt durch
ein System geẅohnlicher Differenzialgleichungen erster Ordnung

q̇i(t) = q̇i (ε(t),q1(t), . . . ,qn(t)) , (2.31)

die als Evolutionsgleichungen bezeichnet werden. Ihre mathematische Struktur sowie die Anzahl der
inneren Variablen ḧangt von dem zu modellierenden Materialverhalten ab. Vorzugsweise werden dabei
physikalisch interpretierbare innere Variablen gewählt. Die Evolutionsgleichungen liefern somit eine
phänomenologische Beschreibung der in der Materiestruktur ablaufendenProzesse und erm̈oglichen
die systematische Formulierung eines Materialmodells.
Durch Integration der Evolutionsgleichungen und Einsetzen in die Spannungs-Verzerrungsbeziehungen
kann das aus (2.30) und (2.31) bestehende vollständige Materialmodell in eine explizite Darstellung
entsprechend Gleichung (2.29) überf̈uhrt werden. Da die erforderliche Zeitintegration im Allgemeinen
nicht geschlossen ausführbar sein wird, ist diëAquivalenz von expliziter und impliziter Darstellung
formaler Natur. Aus Sicht der hier angestrebten numerischen Materialmodellierung stellt dies jedoch
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2.2 Klassifizierung von Materialverhalten und Materialmodellen

keine Einschr̈ankung dar.
Die Ableitung von Materialgleichungen kann vorrangig auf theoretischem Wege erfolgen. Dabei wird
mithilfe von Bilanzgleichungen und allgemeinen Prinzipien der Materialtheorie einRahmen f̈ur die
konstitutiven Beziehungen vorgegeben.Über zus̈atzliche konstitutive Annahmen wird dann die konkre-
te Form der Gleichungen bestimmt (Altenbach und Altenbach(1994)). Hier wird dagegen eine induk-
tive Ableitung anhand von experimentellen Befunden angewendet. Die erhaltenen Gleichungen sind
anschließend auf thermomechanische Konsistenz, d. h. Kompatibilität mit der Entropieungleichung, zu
prüfen.

2.2 Klassifizierung von Materialverhalten und Materialmodellen

Zur systematischen Entwicklung eines Materialmodells ist es sinnvoll, das experimentell beobachtete
Materialverhalten zu klassifizieren. Die Einteilung erfolgt nach bestimmten Materialeigenschaften. Im
Folgenden wird ein Vorschlag vonHaupt(1993) verwendet, dessen Klassifizierung auf der Beobach-
tung von Gleichgewichtszuständen beruht.

2.2.1 Klassifizierung des mechanischen Materialverhalten s

In Bezug auf das pḧanomenologische Werkstoffverhalten ist unter einem solchen Gleichgewichtszu- Gleichgewichtszu-
ständestand ein zeitlich konstanter Spannungs- und Deformationszustand zu verstehen, gegen den das System

bei unver̈anderter̈außerer Belastung strebt. Beispiele sind die Endpunkte der Spannungsrelaxation bei
konstant gehaltener Dehnungε0 und der Dehnungszunahme bei konstanter Spannungσ0 in Kriechver-
suchen (Abb.2.1).

0

Gleichgewichts-
relation

t >( ) 0

(t)=0

(t)=0
0

(a) Verfestigendes Verhalten der Gleichgewichts-
relation

Gleichgewichts-
relation

(t)=0

(t)=0

t >( ) 0
0

0

(b) Entfestigendes Verhalten der Gleichgewichts-
relation

Abbildung 2.1: Zur Ermittlung von Gleichgewichtszuständen aus Relaxations- und Kriechversuchen

Die in realen Experimenten mit ausreichender, aber endlicher Haltezeit erreichten Endwerte k̈onnen
als asymptotische N̈aherung f̈ur einen Gleichgewichtszustand angesehen werden. Im Rahmen dieser
Arbeit wird der Begriff Gleichgewichtszustand ausschließlich für die in Relaxationsexperimenten er-
mittelten, zeitlich konstanten Spannungswerte verwendet. Motiviert ist dies durch den in Abb.2.1(b)
dargestellten Fall, in dem durch das Kriechexperiment, trotz Existenz einer Gleichgewichtsrelation,
kein Gleichgewichtszustand festgestellt werden kann. Derartige Spannungszusẗande werden nachfol-
gend als Gleichgewichtsspannungσeq bezeichnet.
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2 Skalen̈ubergreifende kontinuumsmechanische Modellierung

Die Menge aller zu einem deformationsgesteuerten Experiment gehörenden Gleichgewichtsspan-Gleichgewichtsre-
lation nungen bildet die Gleichgewichtsrelation. Theoretisch kann die Gleichgewichtsrelation durch unend-

lich langsame Versuche bestimmt werden. Die in Abschnitt3.1.4dargestellten experimentellen Ergeb-
nisse zeigen jedoch, dass Spannungs-Dehnungskurven, die durchVersuche mit sehr geringen Dehnra-
ten |ε̇| > 0 bestimmt wurden, stets oberhalb der Endpunkte der Relaxation liegen. Praktisch können
demzufolge nur diskrete Punkte der Gleichgewichtsrelation mithilfe von Relaxationsexperimenten er-
mittelt werden. Ihre Verbindung liefert eine Näherung f̈ur die Gleichgewichtsrelation.

Unterscheiden sich die bei verschiedenen Belastungsgeschwindigkeiten ermittelten Spannungs-Deh-Klassifizierung

nungskurven, wird das Materialverhalten als geschwindigkeitsabhängig bezeichnet. Die Geschwindig-
keitsabḧangigkeit stellt eine charakteristische Materialeigenschaft dar. Die zwischen dem in einem Ex-
periment mit endlicher Dehnrate|ε̇| > 0 gemessenen Spannungs-Dehnungsverlauf und der Gleichge-
wichtsrelation festzustellende Differenz heißtÜberspannungσov.
Die zweite wesentliche Materialeigenschaft wird durch die Gestalt der Gleichgewichtsrelation in zy-
klischen Versuchen bestimmt. Tritt hierbei eine Hysterese auf, wird diese als Gleichgewichtshysterese
bezeichnet.
Mit den beiden wesentlichen Materialeigenschaften der Geschwindigkeitsabhängigkeit und der Gleich-
gewichtshysterese ist eine zweckmäßige Klassifizierung der grundlegenden Phänomenologie des Ma-
terialverhaltens m̈oglich (Abb.2.2). Da die experimentellen Befunde im Allgemeinen nicht eindeutig
sein werden, sind dabei Idealisierungen erforderlich.

(a) Elastiziẗat (b) Plastiziẗat

Gleichgewichtsrelation

t >( ) 0

(c) Viskoelastiziẗat

Gleichgewichtsrelation

t >( ) 0

(d) Viskoplastiztïat

Abbildung 2.2: Vier Klassen des Materialverhaltens

Für das geschwindigkeitsunabhängige Materialverhalten sind keine Unterschiede zwischen den bei ver-
schiedenen Dehnraten aufgezeichneten Spannungs-Dehnungskurven vorhanden. Man unterscheidet:

• Elastiziẗat: Geschwindigkeitsunabhängig ohne Hysterese (Abb.2.2(a)),

• Plastiziẗat: Geschwindigkeitsunabhängig mit Hysterese (Abb.2.2(b)).
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2.2 Klassifizierung von Materialverhalten und Materialmodellen

Für das geschwindigkeitsabhängige Materialverhalten ist das Auftreten einer Hysterese im Spannungs-
verlauf dagegen kein eindeutiges Klassifizierungsmerkmal, da die Spannungsantwort verschieden von
der Gleichgewichtsrelation ist. Deren Gestalt ist zusätzlich zu untersuchen. Demnach unterscheidet
man:

• Viskoelastiziẗat: Geschwindigkeitsabḧangig ohne Gleichgewichtshysterese (Abb.2.2(c)) ,

• Viskoplastiziẗat: Geschwindigkeitsabḧangig mit Gleichgewichtshysterese (Abb.2.2(d)).

2.2.2 Klassen mechanischer Materialmodelle

Den oben genannten experimentell beobachteten Materialverhalten sind entsprechende Materialmodel-Elastizität

le zugeordnet, f̈ur die eine Spezialisierung der allgemeinen Form des Spannungsfunktionals(2.29) vor-
genommen werden kann. Im Fall der Elastizität hat die Lastgeschichte keinen Einfluss auf den aktuel-
len Spannungswert, d. h. es treten weder Geschwindigkeitsabhängigkeit noch Gleichgewichtshysterese
auf. Aus mathematischer Sicht geht das allgemeine Spannungsfunktional ineine Funktion

σ (t) = σeq(ε(t)) (2.32)

des aktuellen Deformationszustandesε(t) über. Gleichung (2.32) beschreibt deshalb ein spontanes
Materialverhalten. EinëAnderung des Verzerrungszustandes führt sofort zu einer̈Anderung des Span-
nungszustandes. Bedingt durch die nicht vorhandene Geschwindigkeitsabḧangigkeit ist jeder Span-
nungszustand ein Gleichgewichtszustandσeq. Im Gegensatz zum elastischen Material wird das Verhal-
ten der drei verbleibenden Klassen als inelastisch bezeichnet, es hängt von der Verzerrungsgeschichte
ab.

Im Fall der Plastiziẗat ist der aktuelle Spannungstensorσ (t) wegen der charakteristischen geschwin-Plastizität

digkeitsunabḧangigen Hysterese bei zyklischen Belastungen ein geschwindigkeitsunabhängiges Funk-
tional

σ (t) = Feq

τ≤t
[ε (τ)] . (2.33)

der gesamten Verzerrungsgeschichteε (τ). Dies wird als perfektes Gedächtnis bezeichnet.
Die Theorie der Viskoelastizität beschreibt ein geschwindigkeitsabhängiges Materialverhalten ohneViskoelastizität

Gleichgewichtshysterese. Eine spezielle Form der allgemeinen Materialgleichung besteht deshalb aus
einem elastischen Anteil zur Abbildung der Gleichgewichtsrelationσeq und einem FunktionalFov zur
Modellierung des geschwindigkeitsabhängigen Verhaltens

σ (t) = σeq(ε(t)) + Fov

τ≤t
[ε (τ)] . (2.34)

Dabei besitzt das FunktionalFov, wie in Abschnitt2.2.3näher erl̈autert wird, Relaxations- bzw. nach-
lassende Ged̈achtniseigenschaften (Haupt(1993, 2002)), d. h. es strebt f̈ur konstante Verzerrungen oder
sehr langsame Prozesse asymptotisch gegen Null.

Das Spannungsfunktional der Viskoplastizität kombiniert dehnratenabhängiges Materialverhalten Viskoplastizität

mit einer Gleichgewichtshysterese entsprechend dem plastischen Materialverhalten. Im Gegensatz zur
Viskoelastiziẗat ist daher der Gleichgewichtsanteil durch ein FunktionalFeq zu beschreiben

σ (t) = Feq

τ≤t
[ε(τ)] + Fov

τ≤t
[ε (τ)] . (2.35)
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2 Skalen̈ubergreifende kontinuumsmechanische Modellierung

Aufgrund der Relaxationseigenschaft des geschwindigkeitsabhängigen FunktionalsFov kann das plas-
tische Materialverhalten als asymptotischer Grenzfall der Viskoplastizität interpretiert werden.
Weitere Vereinfachungen und Einschränkungen der allgemeinen anisotropen Spannungsfunktionale
(2.32)-(2.35) sind durch die Ber̈ucksichtigung von Symmetrien des Materialverhaltens sowie durch
kinematische Zwangsbedingungen, wie der Inkompressibilität, möglich.

Für die vier grundlegenden Materialmodelle können einfache schematische Darstellungen in FormRheologische
Modelle von rheologischen Modellen nach Abb.2.3 angegeben werden. Durch die unterschiedliche Schaltung

von Grundelementen und der ihnen zugrundeliegenden Materialgleichungen k̈onnen beliebig kompli-
zierte einachsige Materialmodelle konstruiert werden. Dieses Vorgehen wird bei der Entwicklung ei-
ner konstitutiven Beschreibung für Polypropylen in Kapitel4 genutzt. Dabei dienen Federelemente
zur Abbildung elastischen Materialverhaltens. Dämpferelemente repräsentieren das geschwindigkeits-
abḧangige Verhalten und Reibelemente symbolisieren geschwindigkeitsunabhängige Hysteresen. Alle
Grundelemente sind masselos.

(a) Elastiziẗat (b) Plastiziẗat

(c) Viskoelastiziẗat (d) Viskoplastiztïat

Abbildung 2.3: Beispiele f̈ur rheologische Modelle der vier Klassen des Materialverhaltens

2.2.3 Eigenschaften geschwindigkeitsabh ängiger und -unabh ängiger
Funktionale und Korrespondenzprinzip

Nach der Vorstellung der vier grundlegenden Kategorien des mechanischen Verhaltens sollen im Fol-Fading Memory

genden die Eigenschaften des Funktionals derÜberspannung

σov(t) = Fov

τ≤t
[ε (τ)] (2.36)

diskutiert werden. Wie bereits im vorangegangenen Abschnitt erwähnt wurde, beschreibt das Funktio-
nal Fov ein Materialverhalten, dessen Spannungsantwort zum Zeitpunktt umso geringer von einem
in der Vergangenheit liegenden Verzerrungszustandε (τ) beeinflusst wird, je weiter dieser Zustand
zurückliegt. Diese charakteristische Eigenschaft wird als nachlassendes Ged̈achtnis oder auch Fading
Memory bezeichnet. Sie erm̈oglicht die Modellierung geschwindigkeitsabhängiger Materialpḧanomene
sowie der Spannungsrelaxation bei konstant gehaltener Deformation. Die zugrundeliegende Theorie ge-
schwindigkeitsabḧangiger Funktionale mit Fading-Memory-Eigenschaften wird inColeman und Noll
(1960) sowieHaupt(2002) erläutert. Zur mathematischen Beschreibung wird dasÜberspannungsfunk-
tional in Abḧangigkeit von einer Verzerrungsgeschichte

εt
r (s) = ε (t − s) − ε (t) ∀ s ≥ 0 (2.37)
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2.2 Klassifizierung von Materialverhalten und Materialmodellen

relativ zum Zeitpunktt bzw. dem aktuellen Verzerrungszustandε(t) betrachtet. Damit folgen für den
aktuellen Zeitpunktt entsprechend Abb.2.4s = 0 undεt

r(0) = 0.

t

( )t
( )

(a) Dehnungsgeschichte

t

s

( )st
r

t
r

(b) Relative Dehnungsgeschichte

Abbildung 2.4: Relative einachsige Dehnungsgeschichte

Die Untersuchung der Relaxationseigenschaften des Funktionals derÜberspannung erfordert dieStatische
FortsetzungBetrachtung der Spannungsantwort auf die statische Fortsetzung

εt+δ(τ) =

{

ε(t) für t − δ ≤ τ ≤ t

ε(τ + δ) für −∞ < τ < t − δ
(2.38)

einer beliebigen Deformationsgeschichte um die Zeitdifferenzδ entsprechend Abb.2.5, wodurch der
zurückliegende Verzerrungsprozess weiter in die Vergangenheit geschoben wird. Die Realisierung ei-
ner solchen Belastung in experimentellen Untersuchungen erfolgt durchRelaxationsversuche oder den
Einbau von Haltezeiten (Zwischenrelaxationen) in den Deformationsprozess. F̈ur die relative Darstel-
lung der statischen Fortsetzung gilt

εt+δ
r (s) =

{

0 für 0 ≤ s < δ

εt
r(s − δ) für δ ≤ s < ∞

. (2.39)

t

( )t
( )

(a)

t

s

( )st+
r

t
r

(b)

Abbildung 2.5: Statische Fortsetzung einer beliebigen einachsigen Dehnungsgeschichte

Damit das FunktionalFov für eine konstant gehaltenene Verzerrung die Relaxation derÜberspannung

lim
δ→∞

Fov
[

εt+δ
r (s), ε(t)

]

= 0. (2.40)
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2 Skalen̈ubergreifende kontinuumsmechanische Modellierung

beschreibt, muss es ausreichende Kontinuitätseigenschaften (vgl.Haupt(2002)) bez̈uglich der als Ge-
dächtnisnorm bezeichneten, gewichteten relativen Verzerrungsgeschichte

‖εt
r(s)‖h =





∞∫

0

‖εt
r(s)‖2h2(s)ds





1

2

(2.41)

besitzen. Dabei isth(s) eine f̈ur großes monoton fallende Einflussfunktion, die weiter zurückliegenden
Deformationsereignissen eine geringere Wichtung erteilt. Unter Voraussetzung der weiterhin notwen-
digen Normierung

Fov [0, ε(t)] = 0 (2.42)

relaxiert dieÜberspannung für die statische Fortsetzung mit der Eigenschaftlim
δ→∞

εt+δ
r (s) = 0 auf den

Wert Null und das Funktional besitzt die geforderte Relaxationseigenschaft (2.40). In Abschnitt4.1.1
wird diese Eigenschaft für die einachsige lineare Viskoelastiztität nachgewiesen.

Die degressive Wichtung weiter zurückliegender Deformationsereignisse führt neben der Spannungs-Verzögerte
Prozesse relaxation auch zur Geschwindigkeitsabhängigkeit des Materialverhaltens. Je langsamer der Dehnungs-

prozess der verz̈ogerten relativen Verzerrungsgeschichte (Abb.2.6)

εtα
r (s) = ε (t − αs) − ε (t) ∀ s ≥ 0 (2.43)

durchlaufen wird, d. h. je größer der Verz̈ogerungsfaktorα ist, desto weiter liegen einzelne Dehnungser-
eignisse zur̈uck und desto geringer ist ihr Einfluss auf den aktuellen Spannungszustand.

t

s

( )s

t
r

t
r

( )st
r

Abbildung 2.6: Verz̈ogerte einachsige Dehnungsgeschichte

Im Gegensatz zum Funktional derÜberspannung, bei dem weiter zurückliegende Ereignisse derGeschwindigkeits-
unabhängigkeit Deformationsgeschichte eine geringere Auswirkung auf den momentanen Spannungszustand besitzen,

beeinflusst bei einem geschwindigkeitsunabhängigen Materialverhalten der gesamte zurückliegende
Deformationsprozess die aktuelle Spannung unverändert stark. Das Material zeichnet sich durch ein
perfektes Ged̈achtnis aus, Relaxationseffekte sind ausgeschlossen. Die zur Modellierung eines derar-
tigen Verhaltens erforderliche Geschwindigkeitsunabhängigkeit des Funktionals der Gleichgewichtss-
pannungFeq ist durch die Verwendung einer Bogenlängendarstellung der Verzerrungsgeschichte ge-
währleistet.
Eine Definition der Bogenlänge in der Form

z(t) = z(t0) +

t∫

t0

∥
∥ε′(τ)

∥
∥ dτ mit ( )′ =

d( )

dτ
(2.44)

ż(t) = ‖ε̇(t)‖ =
√

ε̇kl(t)ε̇kl(t) (2.45)
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entspricht einer akkumulierten Dehnung und erfüllt die allgemeinen Anforderungen an eine Bogenlän-
gendarstellung

1. ż(t) > 0 für ε̇(t) 6= 0,

2. ż(t) = 0 für ε̇(t) = 0 und

3. ż(t) → |α| ż(t) für ε̇(t) → αε̇(t).

Die vollsẗandige mathematische Beschreibung des zeitlichen Verzerrungsverlaufsε(t) ist durch die
Bogenl̈angendarstellung des Verzerrungstensorsε̄(z) und die Bogenl̈angez(t) gegeben

ε(t) = {ε̄(z), z(t)} . (2.46)

Während durch̄ε(z) eine Zuordnung zwischen Bogenlänge und dem Zustand im Verzerrungsraum
erfolgt, beschreibṫz(t) die Geschwindigkeit mit der verschiedene Punkte der Bogenlängendarstellung
durchlaufen werden.
Damit die Gleichgewichtsspannung geschwindigkeitsunabhängig ist, muss im Spannungsfunktional

σ (t) = F
τ≤t

[ε(τ)] = F
τ≤t

[ε̄(ζ), ζ(τ)] . (2.47)

die Abḧangigkeit vonζ(τ) verschwinden

σ (t) = Feq

ζ≤z(t)
[ε̄ (ζ)] . (2.48)

Dadurch entḧalt das Spannungsfunktional keine Informationen darüber, wie schnell die Bogenlänge
durchlaufen wird. Das Materialverhalten ist geschwindigkeitsunabhängig.
Durch die Substitution vont durchz(t) kann aus einem beliebigen, geschwindigkeitsabhängigen Span-
nungsfunktional der Viskoelastizität ein geschwindigkeitsunabhängiges Funktional zur Modellierung
plastischen Materialverhaltens erzeugt werden. Dies wird als Korrespondenzprinzip bezeichnet (Haupt
(2002)). Die konkrete Anwendung wird in Abschnitt4.2.1durch Nutzung des Korrespondenzprinzips
zur Überführung eines linear viskoelastischen Materialmodells in ein endochrones Modell (Valanis
(1971b,a); Khan und Huang(1995)) der Plastiziẗat demonstriert. Dabei wird das Korrespondenzprinzip
auf die implizite Darstellung der konstitutiven Beziehungen angewendet, indem die Evolutionsglei-
chungen (2.31) der inneren Variablenqi

q̄′
i(z) = q̄′

i (ε̄(z), q̄1(z), . . . , q̄n(z)) (2.49)

als Funktionen der Bogenlänge formuliert werden. Deren Lösungen sind geschwindigkeitsunabhängige
Funktionale. Deutlich wird dies anhand der Untersuchung der zeitlichenÄnderung der inneren Varia-
blen. Durch Anwendung der Kettenregel folgt

q̇i(t) = q̄′
i (ε̄(z), q̄1(z), . . . , q̄n(z)) ż(t). (2.50)

Tritt keineÄnderung des Verzerrungszustandes auf, muss entsprechend derEigenschaften der Bogen-
längeż(t) = 0 gelten. In diesem Fall ist keinëAnderung der inneren Variablen (q̇i(t) = 0) und damit
auch keine Relaxation m̈oglich.

Die in diesem Abschnitt erläuterten Grundlagen der kontinuumsmechanischen Beschreibung und
Modellierung des Materialverhaltens kommen im Rahmen der skalenübergreifenden Simulation des
Materialverhaltens von Verbundwerkstoffen auf unterschiedlichen Skalen der hierarchischen Werk-
stoffstruktur zum Einsatz.
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2.3 Mehrskalige Modellbildung und Berechnung des effektiven
Materialverhaltens

Bei der numerischen Simulation des mechanischen Verhaltens von Bauteilen aus Verbundwerkstof-Effektives
Materialverhalten fen ergibt sich eine grundlegende Problemstellung. Einerseits wird das Materialverhalten des Verbun-

des durch die Eigenschaften seiner Komponenten, der Materialgrenzflächen und der Geometrie der
Versẗarkungsstruktur bestimmt, andererseits ist es im Hinblick auf Modellierungsaufwand und Rechen-
zeit nicht sinnvoll, Details der heterogenen Materialstruktur des Verbundes im Rahmen eines Bauteil-
modells zu ber̈ucksichtigen. F̈ur die Strukturanalyse wird der inhomogene Verbundwerkstoff daher
durch ein homogenes Ersatzkontinuum ersetzt, dessen Eigenschaften das effektive Verhalten des Ver-
bundes auf der Bauteilebene mit ausreichender Genauigkeit wiedergeben. Voraussetzung für diese Art
der Modellierung ist, dass sich die charakteristischen Längen der Inhomogenitätend, des BauteilsL
sowie der Belastungen des Bauteilsλ deutlich voneinander unterscheiden

d ≪ L; d ≪ λ. (2.51)

Die Materialparameter für ein solches makroskopisches Materialmodell sind zum Teil durch Versuche
an Probek̈orpern aus Verbundmaterial bestimmbar. Allerdings ist zur experimentellen Charakterisie-
rung des im Allgemeinen anisotropen, effektiven Materialverhaltens ein erheblicher Aufwand erforder-
lich. Eine besondere Herausforderung stellt dabei die Ermittlung von Kennwerten f̈ur die Dickenrich-
tung des Verbundes dar, die insbesondere für die Simulation schlagartiger Beanspruchungen senkrecht
zur Bauteiloberfl̈ache ben̈otigt werden. Da das makroskopische Materialverhalten durch die konstitu-
tiven Eigenschaften der Verbundkomponenten und durch ihre Anordnung im Verbund bestimmt wird,
muss bei Ver̈anderung eines dieser Merkmale zudem die gesamte experimentelle Untersuchung des
Verbundes wiederholt werden.

Um den Umfang der experimentellen Materialcharakterisierung in Zukunft reduzieren zu k̈onnen,Homogenisierung

wird im Rahmen dieser Arbeit die rechnerische Vorhersage des effektiven Materialverhaltens auf der
Basis konstitutiver und geometrischer Eigenschaften der inneren Struktur des heterogenen Verbun-
des angewendet – ein Vorgehen, das als Homogenisierung bezeichnetwird (Abb. 2.7). Dabei existie-

RVE

Bauteil

x
1

x3

x2

Homogenes
Ersatzkontinuum

Abbildung 2.7: Ermittlung des effektiven Materialverhaltens eines homogenen Ersatzkontinuums

ren verschiedene Homogenisierungsverfahren, die sich in der Art des Skalen̈ubergangs, der Modellie-
rung der heterogenen Materialstruktur und der Berechnung des lokalen Materialverhaltens unterschei-
den. Die Anwendung von analytischen Verfahren, die auf der Basis von Konzentrationstensoren einen
Zusammenhang zwischen dem makroskopischen Beanspruchungszustand und den mikroskopischen
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2.3 Mehrskalige Modellbildung und Berechnung des effektiven Materialverhaltens

Spannungs- und Verzerrungsfeldern herstellen, bleibt dabei auf geometrisch einfache Mikrostrukturen
beschr̈ankt. Abḧangig von den Annahmen zu den lokalen Verzerrungs- und Spannungsfeldern, liefern
diese Verfahren Schätzwerte oder Schranken für das effektive makroskopische Materialverhalten. In
diese Gruppe lassen sich beispielsweise die VOIGT-REUSS-Schranken, das MORI-TANAKA -Modell
(Mori und Tanaka(1973); Benveniste(1987)) oder das selbstkonsistente Modell (Kröner(1958)) ein-
ordnen (Pierard(2006)).
Aufgrund der komplexen textilen Verstärkungsstrukturen erfolgt hier die FE-Modellierung eines für die
Verbundstruktur typischen Ausschnitts, dem sogenannten repräsentativen Volumenelement (RVE). Bei
der Anwendung eines derartigen FE-basierten Homogenisierungsverfahrens entsteht durch die erfor-
derliche numerische Modellierung der lokalen Materialstruktur innerhalb des RVE ein z. T. erheblicher
Aufwand, andererseits können durch die detaillierten FE-Modelle praktisch beliebige Phänomene des
lokalen Materialverhaltens und der Interaktion der Vebundkomponenten abgebildet werden. Aus den
Simulationsergebnissen des lokalen Verhaltens des RVE kann, nach Definition geeigneter Mittelwerte
und Äquivalenzkriterien zur Verkn̈upfung des mechanischen Verhaltens zweier aufeinanderfolgender
Skalen, das effektive Materialverhalten des Verbundes berechnet werden.
Dadurch bleiben die experimentelle Charakterisierung und die konstitutive Modellierung auf die Ver-
bundkomponenten beschränkt. Im Idealfall kann auf bestehende Materialmodelle und bereits vorhande-
ne experimentelle Daten zurückgegriffen werden. Experimentelle Untersuchungen an Verbundproben
sind bei dieser Form der mehrskaligen Modellierung im Idealfall lediglich zur Validierung der Simu-
lationsergebnisse erforderlich. Bei der Materialmodellierung der Verbundkomponenten wird vorausge-
setzt, dass die kleinsten charakteristischen Längen noch immer die Anwendbarkeit der Kontinuums-
mechanik und ihrer pḧanomenologischen Materialmodelle erlauben.

Abhängig von der inneren Struktur des Verbundes sind unterschiedliche Varianten eines RVE denk- Varianten von RVE

bar. Besitzt der Verbund eine regellose innere Struktur, wie es beispielsweise bei partikelverstärkten
Polymeren der Fall ist, sollte das RVE eine ausreichende Anzahl von statistisch verteilten Partikeln
enthalten, um einen repräsentativen Ausschnitt abzubilden. Für die charakteristische Länge des RVEl
gilt in diesem Fall

d ≪ l ≪ L. (2.52)

Trotz der regellosen Anordnung sollten quantifizierbare Eigenschaften, wie Volumenanteil der Ver-
sẗarkung oder Form und Orientierung der Partikel durch das RVE-Modell wiedergegeben werden.
Ausführliche Untersuchungen zu Auswahl und Größe des RVE sind inGusev(1997); Kanit u. a.(2003)
zu finden.
Neben der bereits genannten Variante eines stochastischen RVE-Modells, kann es f̈ur regellose Struktu-
ren sinnvoll sein, diese durch idealisierte regelmäßige Anordnungen zu ersetzen. Ein typisches Beispiel
dafür stellt die Faseranordnung in unidirektional verstärkten Verbunden dar (Abb.2.8). Neben dem in
Abb. 2.8(b)gezeigten RVE mit statistischer Faserverteilung, werden häufig idealisierte, reguläre Faser-
anordnungen zur Bestimmung effektiver Eigenschaften herangezogen. Abḧangig von den getroffenen
Annahmen zur Verteilung der Filamente ergeben sich bei gleichem Faservolumengehalt unterschiedli-
che Ergebnisse für die effektiven Materialeigenschaften. Während die hexagonale Anordnung in Abb.
2.8(c)zu einem transversal isotropen effektiven Materialverhalten (vgl.2.3.2) führt, ist das Material-
verhalten f̈ur die quadratische Anordnung in Abb.2.8(d)in der dargestellten Ebene senkrecht zur Faser
nicht richtungsunabḧangig.
In regelm̈aßigen Faseranordnungen kann eine sogenannte Einheitszelle als kleinste wiederkehrende
Einheit identifiziert werden (Abb.2.8(c),2.8(d)), deren periodische Fortsetzung in der Ebene die Ver-
sẗarkungsstruktur selbst ergibt. Für derartige periodische Strukturen kann bei Verwendung periodischer
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2 Skalen̈ubergreifende kontinuumsmechanische Modellierung

(a) Schliffbild (b) RVE mit statisti-
scher Faserverteilung

(c) RVE mit ideali-
sierter, hexagonaler
Faseranordnung

(d) RVE mit ideali-
sierter, quadratischer
Faseranordnung

Abbildung 2.8: Schliffbild eines unidirektionalen Verbundes und Variantenvon RVE-Modellen

Randbedingungen (s. Abschnitt2.3.1) ein RVE in Form einer Einheitszelle (d ≈ l) geẅahlt werden,
da die Anzahl der Einheitszellen innerhalb des RVE in diesem Fall das Ergebnis der Homogenisierung
nicht beeinflusst. Damit kann der Modellierungsaufwand gegenüber einem statistischen RVE deut-
lich verringert werden. Textilverstärkte Materialien weisen im Allgemeinen ebenfalls eine solche re-
gelmäßige innere Struktur auf.

Das hier betrachtete textilverstärkte Polypropylen ist aufgrund seines hierarchischen Werkstoffauf-Skalen

baus pr̈adestiniert f̈ur die Anwendung der Homogenisierungstechnik. Allerdings besitzt der textil-
versẗarkte Verbund drei charakteristische Skalenebenen (Abb.2.9), so dass zur Berechnung des Ver-
bundverhaltens ein zweistufiges Homogenisierungsverfahren erforderlich ist.

MesoebeneMikroebene Makroebene

Roving+MatrixFilament+Matrix Bauteil

eff. Rovingeigenschaften eff.Verbundeigenschaften

Abbildung 2.9: Mehrskalige Betrachtung des hierarchischen Werkstoffaufbaus von textilverstärktem
Polypropylen

Mesoskopisch betrachtet, besteht der Verbund im kompakten Zustand aus den mit Matrix durchtr̈ankten
und konsolidierten Rovings der textilen Verstärkungsstruktur. Weil der Durchmesser eines einzelnen Fi-
laments lediglich wenige Mikrometer beträgt und damit deutlich unter den charakteristischen Abmes-
sungen der textilen Verstärkungsstruktur liegt, wird der konsolidierte Roving in einem mesoskopischen
RVE als homogenes Kontinuum modelliert. Zusätzlich zu diesen Bereichen mit einem hohen Faservo-
lumengehalt existieren mit Matrix gefüllte Hohlr̈aume, die keine Fasern enthalten (Abb.2.10).
Da die Eigenschaften des Rovings durch die aus einzelnen Filamenten, Matrixbereichen und Grenz-
flächen bestehende Mikrostruktur bestimmt werden, ergibt sich folgende hierarchische Unterteilung
der heterogenen Verbundstruktur in drei Skalenebenen:
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2.3 Mehrskalige Modellbildung und Berechnung des effektiven Materialverhaltens

Abbildung 2.10: Schliffbild eines mehrlagigen gewebeverstärkten Verbundes; Kennzeichnung des me-
soskopisch als homogen betrachteten Rovingbereichs

• Mikroskala: in Matrix eingebettete Filamente(d Mikro ≈ 1 . . . 100µm),

• Mesoskala: konsolidierte Rovings der texilen Verstärkungsstruktur und reine Matrixbereiche
(d Meso≈ 100µm . . . 10mm),

• Makroskala: Bauteil(d Makro > 10mm).

Die in Klammern genannten charakteristischen Abmessungen der einzelnen Skalen sind Richtwerte.
Sie werden f̈ur die Mikroebene, sofern keine anderen Einschlüsse auftreten, durch den Durchmesser der
Filamente bestimmt. Als typische Faserdurchmesser können f̈ur Glasfasern20µm und f̈ur Kohlefasern
7µm angenommen werden. Die charakteristischen Längen der Mesoebene entsprechen denäußeren
Abmessungen der Einheitszelle der textilen Verstärkungsstruktur. Aufgrund der Vielfalt der möglichen
Versẗarkungen kann hier nur ein grober Richtwert angegeben werden.

Die Vorhersage des makroskopischen Materialverhaltens erfolgt schließlich mithilfe eines zweistu- Effektive
Eigenschaftenfigen Homogenisierungsverfahrens

1. Mikro → Meso: Berechnung effektiver Eigenschaften des konsolidierten Rovings,

2. Meso→ Makro: Berechnung effektiver Eigenschaften des Verbundes.

Dabei ist zu beachten, dass für den Skalen̈ubergang von der Meso- zur Makroebene, aufgrund der
häufig platten- oder schalenförmigen Verbundstrukturen, die Forderungd Meso ≪ L im Allgemeinen
in der Ebene, aber nicht in Dickenrichtung erfüllt ist. Dadurch wirkt sich die innere Struktur des Ver-
bundwerkstoffs f̈ur bestimmte Belastungen wie Biegung und Torsion direkt auf das makroskopische
Materialverhalten aus – ein Einfluss der durch das hier angewendete Homogenisierungsverfahren nicht
erfasst werden kann. Um das Strukturverhalten bei Biegung und Torsion korrekt abzubilden, sind ange-
passte Homogenisierungsmethoden zur Berechnung effektiver Kennwerte makroskopischer Struktur-
modelle (Platten- oder Schalensteifigkeiten,Geers u. a.(2007)) oder erweiterter Kontinuumsmodelle
(COSSERAT-Kontinua,Forest und Sab(1998); Forest u. a.(1999); Haasemann(2008)) zu verwenden.
Da im Rahmen dieser Arbeit das Verhalten der Verbundstruktur in Zugversuchen experimentell unter-
sucht und simuliert wird, ist eine derartige Erweiterung nicht erforderlich. Der in diesen Experimenten
näherungsweise vorliegende ebene Spannungszustand wird durch dieWahl der Randbedingungen (vgl.
Abschnitt Abb.2.3.2) für die Homogenisierung berücksichtigt.
Um Verwechslungen zu vermeiden, wird zur Darstellung der Grundlagender Homogenisierung, die un-
abḧangig von dem konkreten Skalenübergang g̈ultig sind, der Begriff des effektiven Materialverhaltens
zur Kennzeichnung des homogenen Ersatzkontinuums verwendet. Die Bezeichnung makroskopisches
Materialverhalten kennzeichnet effektive Eigenschaften der Bauteilebene.
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2 Skalen̈ubergreifende kontinuumsmechanische Modellierung

2.3.1 Skalenübergang – Mittelwerte, Äquivalenzkriterium und
Randbedingungen

Für denÜbergang von den lokal veränderlichen Materialeigenschaften des heterogenen Verbundwerk-Mittelwerte

stoffs zu einem homogenen Ersatzkontinuum wird ein physikalisch sinnvolles Äquivalenzkriterium
ben̈otigt. Da dieses Kriterium den durch die effektiven Spannungenσ̄ und Verzerrungen̄ε gekenn-
zeichneten Beanspruchungszustand in einem Materiepunktx des homogenen Ersatzkontinuums mit
den von den lokalen Koordinateny abḧangigen Spannungs-σ(y) und Verzerrungsfeldernε(y) inner-
halb des RVE verkn̈upft, ist zun̈achst die Festlegung geeigneter Mittelwerte der lokalen Feldgrößen
erforderlich. Effektive Beanspruchungen und Materialparameter werden im folgenden Abschnitt durch
einen Querstrich gekennzeichnet.

RVE Y

Bauteil

x
1

x3

x2
x y

1

y3

y
1

y
3

y
2

( ,   ( )x) x

y2

Y
1+

Y 3+Y1-
Y 2+

Y 2-

Y
3-

Abbildung 2.11: RVE und lokales Koordinatensystem

Eine Möglichkeit zur Definition eines Vergleichswertes für den Verzerrungszustand des RVE ist durch
den Volumenmittelwert

〈ε (y)〉 =
1

VY

∫

Y

ε (y) dV (2.53)

des lokalen Verzerrungsfeldesε (y) gegeben, wobeiVY das Volumen eines RVEY mit den Abmes-
sungen∆y1, ∆y2 und∆y3 ist. Analog dazu k̈onnen das Volumenmittel

〈σ (y)〉 =
1

VY

∫

Y

σ (y) dV (2.54)

des lokalen Spannungsfeldesσ (y) und der Volumenmittelwert der Arbeit der inneren Lasten

〈σ (y) : ε (y)〉 =
1

VY

∫

Y

σ (y) : ε (y) dV (2.55)

definiert werden.
Mithilfe dieser Mittelwerte kann ein Kriterium für die Gleichwertigkeit von lokalem und effektivemÄquivalenz-

kriterium Materialverhalten formuliert werden.Hill (1963, 1972) postuliert mit derÄquivalenz

σ̄ : δε̄ = 〈σ (y) : δε (y)〉 (2.56)
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der virtuellen Arbeit der effektiven inneren Lastenσ̄ : δε̄ und des zugeḧorigen lokalen Mittelwertes
〈σ (y) : δε (y)〉 ein Kriterium, das auch als HILL -MANDEL-Bedingung bezeichnet wird.
Ziel der Homogenisierung ist es nun, das lokale Verhalten innerhalb des RVE für eine, durch die Verzer-
rungenε̄ oder Spannungen̄σ vorgegebene, effektive Beanspruchung numerisch zu simulieren. Mittels
geeigneter Randbedingungen ist in dem RVE ein lokaler Beanspruchungszustand zu erzeugen, für den
die Mittelwerte der lokalen Verzerrungs- und Spannungsfelder

ε̄ = 〈ε (y)〉 =
1

VY

∫

Y

ε (y) dV (2.57)

σ̄ = 〈σ (y)〉 =
1

VY

∫

Y

σ (y) dV (2.58)

den zugeḧorigen Effektivwerten̄ε undσ̄ entsprechen.
Dazu ist es zweckm̈aßig, die zur Mittelwertbildung verwendeten Volumenintegrale in Oberflächenin-
tegrale züuberf̈uhren, so dass der Mittelwert unabhängig von den Feldern im Inneren des RVE ist und
lediglich durch die Verschiebungen und Spannungsvektoren auf dem Rand des RVE bestimmt wird.
Ersetzt man den Verzerrungstensor mithilfe der linearen Verzerrungs-Verschiebungsbeziehungen (2.4)

〈εij (y)〉 =
1

2VY

∫

Y

(ui,j + uj,i) dV, (2.59)

kann der erhaltene Ausdruck in

〈εij (y)〉 =
1

2VY

∫

∂Y

(uinj + ujni) dA (2.60)

überf̈uhrt werden, so dass der Mittelwert vollständig durch die Randverschiebungen des RVE definiert
ist. Die Überführung in ein Oberfl̈achenintegral ist dabei an kartesische Koordinaten gebunden, da
anderenfalls die Definition des Mittelwertes von den verwendeten Koordinaten abḧangt und damit nicht
mehr eindeutig ist.
Im Fall des Spannungstensors ergibt sich durch Anwendung des GAUSSschen Integralsatzes

〈σij (y)〉 =
1

VY

∫

Y

σijdV =
1

VY

∫

Y

(σkjyi),k
dV =

1

VY

∫

∂Y

σkjyinkdA, (2.61)

ein Ausdruck f̈ur den Mittelwert des lokalen Spannungsfeldes

〈σij (y)〉 =
1

VY

∫

∂Y

tjyidA (2.62)

der nur von den Spannungsvektorent am Rand des RVE bestimmt wird. Dabei ist die Erfüllung der
Gleichgewichtsbedingungen (2.10) im Inneren des RVE vorauszusetzen, wobei Volumenlasten nicht
betrachtet werden.

Durch die Gleichungen (2.60) und (2.62) ist der Zusammenhang zwischen den Randgrößen, die in Randbedingungen

der Simulation vorzugeben sind, und den resultierenden Volumenmittelwertender Verzerrungen und
Spannungen gegeben. Um ein konsistentes Homogenisierungsverfahren zu erhalten, m̈ussen die Rand-
bedingungen sichern, dass die Mittelwerte den zugehörigen effektiven Verzerrungen̄ε und Spannungen
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σ̄ entsprechen. Weiterhin ist das Kriterium derÄquivalenz von lokalem und effektivem Beanspru-
chungszustand in Form der HILL -MANDEL-Bedingung (2.56) durch die Randbedingungen einzuhal-
ten. Diese Forderungen können durch drei Arten von Randbedingungen erfüllt werden:

• Vorgabe eines effektiven Spannungszustandesσ̄ durch konstante Spannungsvektorrandbedin-
gungen

t (y) = n (y) · σ̄ ∀ y ∈ ∂Y, (2.63)

• Vorgabe eines effektiven Verzerrungszustandesε̄ durch

– lineare Verschiebungsrandbedingungen

u (y) = ε̄ ·y ∀ y ∈ ∂Y, (2.64)

– periodische Verschiebungs- und antiperiodische Spannungsvektorrandbedingungen

u (y) = ε̄ ·y + uP (y)

uP periodisch

t antiperiodisch







∀ y ∈ ∂Y, (2.65)

wobein den Ausẅartsnormaleneinheitsvektor,t den Spannungsvektor auf dem Rand des RVE undε̄

bzw. σ̄ den vorzugebenden effektiven Beanspruchungszustand bezeichnen.
Die periodischen Randbedingungen nach (2.65) unterscheiden sich von den linearen Verschiebungs-
randbedingungen durch einen periodischen Anteil des VerschiebungsfeldesuP. Zur Sicherung der ki-
nematischen Kompatibilität zweier benachbarter Einheitszellen muss für dieuP auf zwei gegen̈uber-
liegenden Seitenfl̈achen des RVEyi+ ∈ ∂Y i+ undyi− ∈ ∂Y i− (vgl. Abb.2.11)

uP(
yi+

)
= uP(

yi−)
(2.66)

gelten. Damit ergeben sich für die in der Prinzipskizze von Abb.2.12(a)eingezeichneten Punkte die
ZwangsbedingungenuP (P1) = uP (P2) = uP (P3) sowieuP (P4) = uP (P5). Durch Symmetrien in

y1

y3
y2 RVE Y

P2 P3

P5

P4

P1

(a) Periodische Randverschiebung bei
Zugbelastung

RVE Y

y1

y3
y2

(b) Periodische Randverschiebung bei
Schubbelastung

Abbildung 2.12: Verformungsverhalten unter periodischen Randbedingungen

der lokalen Materialstruktur werden die periodischen Anteile der Randverschiebungen bei Belastung
normal zu den Grenzfl̈achen des RVE in vielen Fällen nicht angesprochen. Sie können meist nur unter
Schubbelastung (Abb.2.12(b)) beobachtet werden.
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Im Allgemeinen erḧalt man, abḧangig vom Typ der verwendeten Randbedingungen unterschiedlicheRandbedingungs-
einflussErgebnisse f̈ur das effektive Materialverhalten. Verschiebungsrandbedingungen führen in der Regel zu

einem steiferen Verformungsverhalten als Spannungsvektorrandbedingungen, ẅahrend die Ergebnisse
bei periodischen Randbedingungen zwischen diesen beiden Variantenliegen. Das mit den verschie-
denen Randbedingungen berechnete effektive Materialverhalten ist generell von der Gr̈oße des als re-
präsentativ angesehenen Materialausschnitts abhängig (Pierard(2006)).
Für die hier betrachteten Verbundwerkstoffe wird auf der Mikro- und Mesoebene eine periodische Ma-
terialstruktur angenommen. Das RVE entspricht, unter Verwendung periodischer Verschiebungsrand-
bedingungen und der sich automatisch einstellenden antiperiodischen Spannungen an der Oberfläche
des RVE, einer Einheitszelle. In diesem Fall ist das Ergebnis der Homogenisierung unabḧangig davon,
wie viele Einheitszellen das RVE enthält. Werden dagegen Verschiebungs- oder Spannungsvektorrand-
bedingungen genutzt, nähern sich die so berechneten effektiven Kennwerte mit zunehmender Anzahl
von Einheitszellen innerhalb des RVE dem mit periodischen Randbedingungen ermittelten Verhalten
an (Drago und Pindera(2007)).

Das gesuchte effektive Materialverhalten erhält man aus der L̈osung der lokalen RandwertaufgabeEffektives
Materialverhaltenund der anschließenden Berechnung des nicht durch die Randbedingungen vorgegebenen Mittelwer-

tes. Bei Verwendung von Spannungsvektorrandbedingungen ist〈ε (y)〉 zu bestimmen, bei linearen oder
periodischen Verschiebungsrandbedingungen entsprechend〈σ (y)〉. Das lokale Randwertproblem wird
dabei durch die Gleichgewichtsbedingungen (2.10) ohne Ber̈ucksichtigung von Volumenkraftdichten
σij,i = 0, die Symmetrie des Spannungstensors (2.13), die Verzerrungs-Verschiebungsbeziehungen
(2.4) und die konstitutiven Gleichungen der Verbundbestandteile sowie durchdie geẅahlten Randbe-
dingungen definiert.
Da die Auswertung der Spannungsfelder nach (2.54) bei der Modellierung des lokalen Feldproblems
mittels FEM von der geẅahlten Elementformulierung sowie der Geometrie jedes Elements abhängig
ist, sollte zur Berechnung des Spannungsmittels auf das Oberflächenintegral (2.62) zurückgegriffen
werden. Eine besonders effiziente Möglichkeit zur Aufbringung der periodischen Randbedingungen
und zur Ermittlung des effektiven Materialverhaltens ist durch die Einführung von Haupt- oder Mas-
terknotenMy1 , My2 undMy3 zur Kontrolle der Deformation des RVE gegeben (Abb.2.13).
Durch die Formulierung einer linearen Zwangsbedingung

u
(
yi+

)
− u

(
yi−)

= uyi (2.67)

ist es m̈oglich, die Relativverschiebungen von zwei gegenüberliegenden Randflächen des RVE durch
die Verschiebunguyi eines einzelnen Masterknotens zu kontrollieren. Damit ist das Verschiebungsfeld
des RVE-Randes bis auf den zellperiodischen Anteil, der als Ergebnis der FE-Berechnung folgt, ein-
deutig festlegt.
Führt man im Prinzip der virtuellen Arbeit (2.20) in Abschnitt2.1.2die an diesen Hauptknoten verrich-
tete virtuelle Arbeit

∑3
i=1 Fyi · δuyi ein, so folgt f̈ur verschiebungsgesteuerte Lastfälle ohne zus̈atzliche

äußere Belastungen
∫

Y

σ : δεdV −
3∑

i=1

Fyi · δuyi = 0. (2.68)

Wertet man Gleichung (2.68) unter Voraussetzung periodischer Randverschiebungen (2.65) aus, er-
kennt man, dass die ReaktionskräfteFy1 , Fy2 undFy3 an den Masterknoten direkt zur Bestimmung
der mittleren Spannung genutzt werden können. Aufgrund der kinematischen Kopplung stehen diese
Reaktionskr̈afte im Gleichgewicht mit dem Integralüber die Spannungsvektoren an den zugeordneten
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Abbildung 2.13: Masterknoten zur Aufbringung der Randbedingungenfür die Homogenisierung

Randfl̈achen des RVE

Fyi =

∫

∂Y i+

tdA. (2.69)

Für die periodischen Randbedingungen folgt neben (2.69) auch die in (2.65) angegebene Forderung
antiperiodischer Spannungsvektoren an zugeordneten Randflächen des RVE als Gleichgewichtsbedin-
gung aus dem Prinzip der virtuellen Arbeit.
Aus Gleichung (2.62) erḧalt man unter Voraussetzung eines RVE mit parallelen Seitenflächen und Be-
rücksichtigung von (2.69) schließlich den gesuchten Zusammenhang zwischen Spannungsmittelwert
und Reaktionskraft

〈σij〉 =
F yi

j

Ayi
; Ay1 = ∆y2∆y3; Ay2 = ∆y1∆y3; Ay3 = ∆y1∆y2, (2.70)

wobeiAyi die Fl̈acheninhalte der Randflächen des RVE sind. Die effektive Materialantwort in Form
des Spannungsmittelwertes folgt damit direkt als Ergebnis der FE-Berechnung.

2.3.2 Berechnung des effektiven linear elastischen Materi alverhaltens

In den bisherigen Ausführungen zur Homogenisierung wurden keine Aussagen zur Art des Material-Einführung

verhaltens der Verbundkomponenten oder eines effektiven Materialmodells getroffen. Im allgemeinen
Fall des sowohl lokal als auch global nichtlinearen Materialverhaltens istes in der Regel sehr aufwen-
dig, eine geschlossene Formulierung für ein effektives Materialmodell anzugeben. Deshalb erfolgt die
Vorhersage des effektiven mechanischen Verhaltens in diesem Fall durch die Berechnung effektiver
Spannungs-Dehnungskurven für ausgeẅahlte Beanspruchungen oder durch eine gekoppelte Mehrska-
lensimulation, bei der das Materialverhalten in jedem Integrationspunkt des makroskopischen Struk-
turmodells durch die Spannungsantwort eines lokalen, mikro- oder mesoskopischen RVE-Modells be-
stimmt wird (s. Abschnitt2.3.3).
Kann das Verhalten der Komponenten dagegen als linear elastisch angenommen werden und enthält das
RVE-Modell auch sonst keine Nichtlinearitäten, sind mithilfe der Homogenisierung die Parameter des
HOOKEschen Gesetzes zur Beschreibung des anisotropen, linear elastischeneffektiven Materialverhal-
tens direkt bestimmbar. Die dazu notwendigen Berechnungen werden in diesem Abschnitt beschrieben.
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Die konstitutive Gleichung zur Beschreibung des linear elastischen Materialverhaltens der Kompo- HOOKEsches
Gesetznenten und des Verbundes ist für den isothermen Fall durch das HOOKEsche Gesetz

σ = C : ε (2.71)

mit dem Elastiziẗatstensor vierter StufeC gegeben. Durch die Symmetrien des Elastizitätstensors

Cijkl = Cjikl = Cijlk = Cjilk; Cijkl = Cklij (2.72)

reduziert sich die Anzahl der unabhängigen elastischen Kennwerte von ursprünglich34 = 81 auf 21.
Unter Ber̈ucksichtigung dieser Symmetrien erfolgt für praktische Berechnungen dieÜberführung der
Tensornotation (2.71) in eine Vektor-Matrixschreibweise

σV = CVεV , (2.73)

die auch als VOIGTsche Notation bezeichnet wird. Die entsprechende Transformation der Indizes fasst
Tab. 2.1 zusammen. Zu beachten ist, dass in der Vektor-Matrixschreibweise die Schubverzerrungen
ε4 = γ23, ε5 = γ31, ε6 = γ12 verwendet werden.

Tabelle 2.1: Indextransformation für VOIGT-Notation

Tensorindex 11 22 33 23 13 12

Vektornotation 1 2 3 4 5 6

Zur Beschreibung des linear elastischen Materialverhaltens der Verbundkomponenten, aber auch desMaterial-
symmetrienVerbundes selbst, ist aufgrund von Symmetrien in der Materialstruktur eineweitere Reduzierung der

unabḧangigen elastischen Kennwerte möglich. F̈ur diese Arbeit sind insbesondere die Sonderfälle des
orthotropen, transversal isotropen und isotropen Verhaltens von Bedeutung.
Fallen die Schnittlinien der Symmetrieebenen, die sogenannten Orthotropieachsen, mit den Koordina-
tenachsen zusammen, lautet die Matrixdarstellung des verallgemeinerten HOOKEschen Gesetzes für
orthotropes Materialverhalten
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C11 C12 C13 0 0 0

C12 C22 C23 0 0 0

C13 C23 C33 0 0 0

0 0 0 C44 0 0

0 0 0 0 C55 0

0 0 0 0 0 C66

























ε1

ε2

ε3

ε4

ε5

ε6













. (2.74)

Es verbleiben lediglich neun, von Null verschiedene, unabhängige elastische Kennwerte. Im Gegensatz
zur allgemeinen Anisotropie gehen alle Kopplungseffekte zwischen den Normal- und Schubbeanspru-
chungen sowie zwischen den verschiedenen Schubspannungen undSchubverzerrungen verloren.
Eine weitere Reduzierung der unabhängigen Elastiziẗatskonstanten ist für die transversale Isotropie
möglich. Dabei besitzen die Materialeigenschaften des Werkstoffs eine Vorzugsrichtung, ẅahrend das
Verhalten in der senkrecht dazu stehenden Ebene richtungsunabhängig ist. Zeigt die Vorzugsrichtung
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entlang derx1-Achse, ergeben sich zusätzlich zum orthotropen Verhalten die Symmetriebedingungen
C22 = C33, C12 = C13, C55 = C66 sowieC44 = 1

2 (C22 − C23)
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C11 C12 C12 0 0 0

C12 C22 C23 0 0 0

C12 C23 C22 0 0 0

0 0 0 1
2 (C22 − C23) 0 0

0 0 0 0 C66 0

0 0 0 0 0 C66
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. (2.75)

Dadurch reduziert sich die Anzahl der von Null verschiedenen, unabhängigen Materialparameter auf
fünf. Ein derartiges Materialverhalten wird beispielsweise zur Beschreibung einer unidirektional ver-
sẗarkten Laminatschicht oder eines konsolidierten Rovings verwendet.
Die höchste Form der Materialsymmetrie wird als Isotropie bezeichnet und führt zu einem richtungsun-
abḧangigen Materialverhalten. Bedingt durch das in alle Richtungen gleiche Längsdehn- und Querdehn-
sowie Schubverhalten ergeben sich die ZwangsbedingungenC11 = C22 = C33, C12 = C13 = C23

sowieC44 = C55 = C66 = 1
2 (C11 − C12)
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. (2.76)

Damit verbleiben lediglich zwei unabhängige elastische Konstanten, die in Form des Elastizitätsmoduls
E und der Querkontraktionszahlν angebbar sind (Altenbach u. a.(1996)).

Im Rahmen der mehrskaligen Modellierung des linear elastischen Materialverhaltens wird die hete-Homogenisierung

rogene Materialstruktur des Verbundwerkstoffs durch ein homogenesKontinuum mit dem effektiven
Steifigkeitstensor̄C ersetzt, dessen Koordinaten durch Anwendung des im vorigen Abschnitt beschrie-
benen Homogenisierungsverfahrens berechnet werden sollen.
Nach der Identifikation eines für die periodische Werkstoffstruktur repräsentativen Volumenelements
und der Erstellung eines entsprechenden FE-Modells sind durch periodische Verschiebungsrandbedin-
gungen (2.65) eine ausreichende Anzahl von effektiven Verzerrungszuständen̄ε vorzugeben. Aus der
Lösung der zugeḧorigen lokalen Feldprobleme können anschließend die gesuchten effektiven Mate-
rialeigenschaften̄C bestimmt werden. Um eine effiziente Berechnung zu ermöglichen, werden die
Verschiebungsrandbedingungen so gewählt, dass f̈ur jeden Beanspruchungszustandε̄kl eine Koordi-
nate des effektiven Verzerrungsvektors der VOIGTschen Notation einer Einheitsverzerrung entspricht,
während alle anderen Effektivwerte Null sind

ε̄kl
ij =

1

2
(δikδjl + δilδjk) . (2.77)

Abbildung2.14zeigt die daraus folgenden sechs unabhängigen Deformationszuständeε̄kl.
Infolge der vorgegebenen Einheitsverzerrungen entsprechen die effektiven SteifigkeitenC̄ den Mittel-
werten der Spannung

〈

σij

(

ε̄kl
)〉

= σ̄ij

(

ε̄kl
)

= C̄ijmnε̄kl
mn = C̄ijmn

1

2
(δmkδnl + δmlδnk) = C̄ijkl. (2.78)
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y
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y3
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(a) ε̄11 (b) ε̄22 (c) ε̄33

(d) ε̄12 (e) ε̄13 (f) ε̄23

Abbildung 2.14: Beanspruchungszuständeε̄kl zur Berechnung des effektiven elastischen Steifigkeits-
tensorsC̄

Die zu ermittelnden effektiven Steifigkeiten̄C können daher nach Lösung der zu den Deformationsmo-
denε̄kl geḧorenden, lokalen Randwertprobleme aus den Spannungsfeldernσ

(
ε̄kl

)
bestimmt werden

C̄ijkl =
〈

σij

(

ε̄kl
)〉

=
1

VY

∫

Y

σij

(

ε̄kl
)

dV. (2.79)

Zur Berechnung des Spannungsmittelwertes werden entsprechend (2.70) die Reaktionskr̈afte an den
Hauptknoten verwendet, so dass sich die effektiven Steifigkeiten aus

C̄ijkl =
F yi

j

(
ε̄kl

)

Ayi
(2.80)

ergeben. Durch Auswertung der sechs Deformationsmodenε̄kl können alle 21 unabhängigen Koordi-
naten der Steifigkeitsmatrix̄CV der VOIGTschen Notation bestimmt werden

ε̄11 ε̄22 ε̄33 ε̄23 ε̄13 ε̄12

↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓
F y1

1 →
F y2

2 →
F y3

3 →
F y2

3 →
F y1

3 →
F y1

2 →













C̄11

C̄21 C̄22 sym.

C̄31 C̄32 C̄33

C̄41 C̄42 C̄43 C̄44

C̄51 C̄52 C̄53 C̄54 C̄55

C̄61 C̄62 C̄63 C̄64 C̄65 C̄66













.

(2.81)

Aufgrund der Symmetrie der Steifigkeitsmatrix̄C
V

= C̄
VT

sind zur Berechnung der effektiven Stei-
figkeiten nicht alle Kombinationen von Reaktionskräften und Deformationsmoden auszuwerten. Aller-
dings erm̈oglicht die Berechnung jedes Elements der Steifigkeitsmatrix dieÜberpr̈ufung der Symmetrie
und damit eine Verifizierung der Berechnungsergebnisse.
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2.3.3 Berechnung des effektiven nichtlinearen Materialve rhaltens

Im Gegensatz zu dem im vorangegangenen Abschnitt erläuterten Vorgehen bei linear elastischem Ma-Einführung

terialverhalten ist im nichtlinearen Fall in der Regel kein Materialmodell zur Beschreibung des aniso-
tropen inelastischen Verhaltens des Verbundes verfügbar, dessen Parameter aus der Analyse des lokalen
Deformationsverhaltens bestimmt werden können. Ḧaufig unterscheidet sich zudem das effektive Ma-
terialverhalten zum Teil deutlich von dem der Verbundbestandteile, so dass die in den lokalen Modellen
verwendeten konstitutiven Gleichungen nicht in verallgemeinerter Form für den Verbund anwendbar
sind. Ben̈otigt werden daher Homogenisierungsverfahren, die eine Vorhersage ohne Annahmen zu ei-
nem effektiven Materialmodell erm̈oglichen.
Kann ein makroskopisch homogener Beanspruchungszustand vorausgesetzt werden, ist eine numeri-
sche Untersuchung der Auswirkungen physikalischer Nichtlinearitäten der Mikro- und Mesoskala auf
das effektive Materialverhalten durch die Berechnung effektiver Spannungs-Dehnungskurven für einen
makroskopischen Materiepunkt ausreichend. Soll dagegen eine makroskopisch inhomogene Beanspru-
chung simuliert werden, ist zur Lösung der globalen Randwertaufgabe das Materialverhalten in jedem
Materiepunkt zu bestimmen. Erfolgt die Strukturanalyse mittels FEM, sind für jeden Integrationspunkt
sowohl die effektive Spannungsantwort als auch die Materialtangentensteifigkeit anhand eines lokalen
RVE-Modells zu berechnen.

Eine Möglichkeit zur Ermittlung effektiver Spannungs-Dehnungskurven, dieunabḧangig von denFE-Simulation

lokalen Materialeigenschaften angewendet werden kann, stellt eine physikalisch nichtlineare FE-Si-
mulation dar. Dazu wird der makroskopische Beanspruchungszustandε̄(t) oderσ̄(t) mittels der Rand-
bedingungen (2.63)-(2.65) auf das RVËubertragen und das lokale Materialverhalten in einer inkremen-
tellen FE-Rechnung simuliert. Die resultierende effektive Materialantwort ist aus den Mittelwerten der
lokalen Verzerrungs- (2.60) und Spannungsfelder (2.62) zu bestimmen.
In dieser Arbeit soll ein derartiges Vorgehen zur Simulation des Materialverhaltens von textilverstärktem
Polypropylen angewendet und die berechneten effektiven Spannungs-Dehnungskurven den experimen-
tellen Ergebnissen gegenübergestellt werden (s. Kapitel6). Aufgrund der Periodiziẗat der lokalen Ma-
terialstruktur werden analog zum linearen Fall RVE in Form einer Einheitszelle verwendet.

In den zu simulierenden Zugversuchen liegt ein dreiachsiger effektiver VerzerrungszustandRandbedingungen
für Zugversuche

ε̄11 = ε̄, ε̄22 6= 0, ε̄33 6= 0, ε̄ij = 0 sonst (2.82)

vor, wobei die L̈angsdehnunḡε in verschiebungs- oder dehnungsgeregelten Versuchen vorgebenwird,
während sich die Werte der Querdehnungen abhängig vom Materialverhalten einstellen. Im Gegensatz
dazu ist der Spannungszustand aufgrund der freien Probenränder einachsig

σ̄11 = σ̄, σ̄ij = 0 sonst. (2.83)

Da für die eingesetzten Flachproben die periodische Fortsetzbarkeit einer Einheitszelle der textilen
Versẗarkungsstruktur nur in der Probenebene vorausgesetzt werden kann, wird in Dickenrichtung die
Spannungsvektorrandbedingung

t = 0 ∀ y ∈ ∂Y 3+ ∪ ∂Y 3− (2.84)

verwendet, um den in dieser Richtung vorliegenden spannungsfreien Rand abzubilden. In der Proben-
ebene ist die Einheitszelle dagegen in die periodisch fortgesetzte Materialstruktur eingebettet, so dass
zur Sicherung der Kompatibilität nach wie vor die Periodizität der Randverschiebungen

uP(
yi+

)
= uP(

yi−)
∀ i = 1, 2 (2.85)
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zu fordern ist.
Unter Anwendung dieser Randbedingungen erfolgt die Simulation von Zugversuchen, in denen dasα = 0◦/90◦

Verhalten des Verbundes für unterschiedliche Orientierungenα der Versẗarkungsstruktur relativ zur
Belastungsrichtung untersucht werden soll (Abb.2.15). Für den Fall einer Belastung senkrecht zu den

x
1

x3x2

y
1y

2
y
1

y
2

y
1

y
2

Abbildung 2.15: Zugversuche bei verschiedenen Orientierungen0◦ ≤ α ≤ 90◦ der textilen Versẗar-
kungsstruktur

Grenzfl̈achen des quaderförmigen RVE erfolgt die Vorgabe der makroskopischen Dehnungε̄ durch die
Verschiebungenuy1 unduy2 der beiden HauptknotenMy1 undMy2

α = 0◦ : uy1

1 = ε̄∆y1; uy1

2 = uy1

3 = 0 (2.86)

α = 90◦ : uy2

2 = ε̄∆y2; uy2

1 = uy2

3 = 0. (2.87)

Die in beiden F̈allen quer zur Belastungsrichtung geltende makroskopische Spannungsfreiheit wird
durch das Verschwinden der Reaktionskräfte

α = 0◦ : Fy2 =

∫

∂Y 2+

tdA = 0 (2.88)

α = 90◦ : Fy1 =

∫

∂Y 1+

tdA = 0 (2.89)

an den Hauptknoten gesichert.
Soll zur Simulation von Zugversuchen für 0◦ < α < 90◦ ein und dasselbe RVE verwendet werden,0 < α < 90◦

ist der makroskopische Beanspruchungszustand in das gegenüber dem globalen{ex1
, ex2

, ex3
} um den

Winkel α gedrehte lokale Koordinatensystem{ey1
, ey2

, ey3
} zu transformieren (Abb.2.15). Infolge

der im makroskopischen Zugversuch vorliegenden gemischten Randbedingungen sind die auftretenden
Querdehnungen abhängig vom Materialverhalten und der Verzerrungstensor daher nicht vollständig be-
kannt, so dass die Transformation für ε̄ nicht ausf̈uhrbar und eine verschiebungsgesteuerte Simulation
nicht möglich ist. Zur Belastung des RVE für Winkel 0◦ < α < 90◦ wird stattdessen der durch die
gemessene Spannungsantwortσ̄ eindeutig bestimmte einachsige Spannungszustand

[σ̄] =






σ̄ 0 0

0 0 0

0 0 0




 (2.90)
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nach Transformation in das lokale Koordinatensystem (Abb.2.16)

σ̃ij = cikcjlσ̄kl mit [c] =






cos α sinα 0

− sinα cos α 0

0 0 1




 (2.91)

analog zu (2.70) über die Kr̈afte an den Hauptknoten

F yi

j = σ̃ijA
yi (2.92)

auf das RVE aufgebracht. Zur Darstellung effektiver Spannungs-Dehnungskurven ist anschließend der

x
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y 3

y 2
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Abbildung 2.16: Transformation des makroskopischen einachsigen Spannungszustandes zur Aufbrin-
gung der Randbedingungen auf das RVE

Verzerrungszustand des RVE

ε̃11 =
uy1

1

∆y1
(2.93)

ε̃22 =
uy2

2

∆y2
(2.94)

ε̃12 =
1

2

(
uy2

1

∆y2
+

uy1

2

∆y1

)

(2.95)

aus den Verschiebungen der Hauptknoten in lokalen Koordinaten zu bestimmen und in das globale
Koordinatensystem der Probe zu transformieren.

Neben der FE-basierten Formulierung des lokalen, physikalisch nichtlinearen RandwertproblemsAffine
Formulierung sind in der Literatur alternative Berechnungsverfahren zu finden. Eine Möglichkeit stellt die affine For-

mulierung (Masson u. a.(2000); Doghri und Friebel(2005); Pierard und Doghri(2006)) dar. Durch
eine Linearisierung der im allgemeinen Fall viskoplastischen lokalen Materialgleichungen f̈ur die Um-
gebung des aktuellen Beanspruchungszustandes erfolgt dabei zunächst die R̈uckführung auf ein li-
near thermoviskoelastisches Materialgesetz und durch die anschließendeAnwendung der LAPLACE-
CARSON-Transformation diëUberführung in ein thermoelastisches Ersatzproblem. Damit ist die An-
wendung bekannter Homogenisierungsverfahren für linear elastisches Materialverhalten möglich. Zur
Berechnung des effektiven Materialverhaltens ist allerdings die Rücktransformation in den Spannungs-
Verzerrungsraum durch eine inverse LAPLACE-CARSON-Transformation erforderlich. Konkrete Bei-
spiele f̈ur die Anwendung sind inPierard(2006) zu finden. Aufgrund der dort betrachteten Inhomoge-
nitäten in Form geometrisch einfacher Einschlüsse, erfolgt die Homogenisierung für das Ersatzproblem
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nicht durch eine FE-Simulation des lokalen Verhaltens sondern unter Nutzung der analytischen MORI-
TANAKA -Methode. Einerseits wird dadurch die Effizienz des Verfahrens erhöht, andererseits ergeben
sich aufgrund der Verwendung des ESHELBY-Tensors neben den geometrischen Einschränkungen auch
Limitierungen hinsichtlich der Anisotropie des Materialverhaltens der Verbundbestandteile.

Ein weiterer L̈osungsansatz für das nichtlineare Homogenisierungsproblem ist inWillis (1989); Ca- Variationsformulie-
rungstaneda(1991); Miehe(2002) zu finden. Ausgehend von einer Potenzialformulierung der lokalen kon-

stitutiven Beziehungen tritt die Minimierung des zugehörigen Effektivwertes des Potenzials an die
Stelle desÄquivalenzkriteriums (2.56) für die virtuelle innere Arbeit. Durch eine FE-Diskretisierung
der Mikrostruktur k̈onnen die zur Berechnung der Effektivwerte der Spannung und derglobalen Stei-
figkeitsmatrix erforderlichen Ableitungen der Potenzialfunktion zur Verfügung gestellt werden.

Die zur Berechnung effektiver Spannungs-Dehnungskurven verwendeten Methoden sind Vorausset-Gekoppelte
Mehrskalensimula-
tion

zung f̈ur die Simulation makroskopisch inhomogener Beanspruchungszustände durch eine gekoppelte
Mehrskalensimulation. Dabei wird das Materialverhalten in jedem Integrationspunkt des makrosko-
pischen Berechnungsmodells aus einem RVE-Modell der lokalen Materialstruktur berechnet. F̈ur die
nichtlineare FE-Analyse des globalen Strukturmodells ist dabei, wie oben erwähnt, zus̈atzlich zur Be-
rechnung der effektiven Spannungsantwort die Ermittlung der Materialtangentensteifigkeit (vgl. Ab-
schnitt4.3.2) erforderlich. Wird die lokale Materialstruktur durch ein physikalisch nichtlineares FE-
Modell abgebildet, kann die Materialtangente beispielsweise durch Kondensation der Steifigkeitsma-
trix des lokalen FE-Modells (Kouznetsova(2002); Miehe und Koch(2002)) gewonnen werden.
Obwohl die gekoppelte mehrskalige Strukturanalyse numerisch sehr aufwendig ist, da zur korrekten
Modellierung des prozessabhängigen Materialverhaltens neben der Lösung des lokalen Feldproblems
für jeden Integrationspunkt auch die Lastgeschichte zu speichern ist, bietet sie durch den Verzicht auf
die Definition eines makroskopischen Materialmodells ein großes Anwendungspotenzial. Eine Redu-
zierung des rechnerischen Aufwands ist durch adaptive Berechnungsstrategien, bei denen die Anwen-
dung der gekoppelten Simulation nur in Teilbereichen des Strukturmodells erfolgt, sowie durch eine
Parallelisierung der L̈osungen von lokalem und globalem Feldproblem möglich.
Für die im Rahmen dieser Arbeit erforderliche Simulation von Zugversuchenwird unter der Annah-
me eines makroskopisch homogenen Beanspruchungszustandes auf diegekoppelte mehrskalige Si-
mulation verzichtet. Die Berechnung effektiver Spannungs-Dehnungskurven auf der Basis einer FE-
Simulation und der Vergleich mit experimentellen Befunden dienen dabei der Verfizierung der physika-
lisch nichtlinearen RVE-Modelle, die später auch im Rahmen einer gekoppelten Mehrskalensimulation
Anwendung finden k̈onnen.

33





3 Phänomenologie des Materialverhaltens
von Polypropylen

3.1 Experimentelle Untersuchung des Materialverhaltens von
Polypropylen

Ziel der im Folgenden beschriebenen Untersuchungen ist die experimentelle Charakterisierung des in-
elastischen Materialverhaltens von Polypropylen (PP). Die Versuchsergebnisse dienen dabei der Klas-
sifizierung der Pḧanomenologie des Materialverhaltens, der Entwicklung konstitutiver Beziehungen
sowie der Identifikation der erforderlichen Materialparameter.

3.1.1 Messtechnik und Probek örper

Die geringe Steifigkeit von PP erm̈oglicht die Durchf̈uhrung s̈amtlicher Versuche auf einer elektro-Versuchsaufbau

mechanischen Prüfmaschine mit einer Maximalkraft vonFmax = 5kN, die mit einer mechanischen
Spannvorrichtung f̈ur Flachproben ausgerüstet ist (Abb.3.1). Die Verschiebungsgeschwindigkeit der
Traverse kann in einem Bereich von0, 005 . . . 500mm

min geregelt werden.
Zur Messung der Dehnung kommt das ebenfalls in Abb.3.1 erkennbare, auf der Grauwertkorrelation
beruhende, optische Messsystem ARAMIS zum Einsatz. Es ermöglicht eine ber̈uhrungslose, fl̈achen-
hafte Bestimmung des Verzerrungszustands. Die Proben sind dazu mit einer stochastischen Grauwert-
verteilung zu versehen. Ẅahrend der zum Teil mehrere Tage dauernden Relaxationsversuche erfolgt
zudem die Aufzeichnung des Verlaufs der Umgebungstemperatur mittels eines digitalen Temperatur-
messger̈ats.

Das Rohmaterial zur Gewinnung der Probekörper in Form von spritzgegossenen Platten mit einerProbenmaterial

Dicke von 4mm wurde vom Leibniz Institut für Polymerforschung (IPF) Dresden zur Verfügung ge-
stellt. Daraus erfolgte die Fertigung genormter Schulterproben des Typs Anach DIN EN ISO 3167
durch Wasserstrahlschneiden. Die Schnittkanten wurden zur Verringerung der Rauheit der Oberfläche
mit feinem Sandpapier nachbearbeitet. Die Geometrie der Probekörper ist in Abb.3.2dargestellt.

Während der experimentellen Charakterisierung des Materialverhaltens werden homogene Bean-Homogenität der
Beanspruchungspruchungszustände vorausgesetzt. Die Kontrolle der Homogenität des Verzerrungszustands in der Pro-

be mittels ARAMIS zeigt, dass mit Ausnahme der gekrümmten Bereiche in der N̈ahe der Einspannung
näherungsweise von einem homogenen mehrachsigen Deformationszustand

ε11 = ε, ε22 = ε33 = εq, εij = 0 sonst (3.1)

und einem einachsigen Spannungszustand

σ11 = σ, σij = 0 sonst (3.2)

ausgegangen werden kann. Vergleicht man die mittels ARAMIS aus einem Messbereich in der Mitte
des Probek̈orpers bestimmten mittleren Dehnungen mit der aus dem Verhältnis von TraversenwegsTrav
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3 Pḧanomenologie des Materialverhaltens von Polypropylen

(a) Versuchsaufbau (b) Einspannung

Abbildung 3.1: Versuchsaufbau und Einspannung der Probekörper

103,54 mmlmess

A0

Abbildung 3.2: Geometrie der Probekörper nach DIN EN ISO 3167

und Messl̈angelmessbestimmten Nenndehnung

ε =
sTrav

lmess
, (3.3)

sind entsprechend Abb.3.3 nur geringe Unterschiede feststellbar. Für die Untersuchung der Phäno-
menologie des Materialverhaltens ist daher die Berechnung der Dehnungnach Gleichung (3.3) aus-
reichend. Wie in Abb.3.3(b) gezeigt ist, unterscheiden sich die aus beiden Varianten bestimmten
Spannungs-Dehnungskurven nur gerinfügig. Die Spannung

σ =
F

A0
(3.4)

in der Probe wird dabei als Nennspannung aus der gemessenen Prüfkraft F und der Querschnittsfläche
A0 der Probe im Ausgangszustand berechnet.

3.1.2 Versuchsprogramm

Mithilfe des beschriebenen Versuchsaufbaus sollen die wesentlichen Phänomene des Materialverhal-Zielstellung
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tens analysiert und die Struktur eines Materialmodells motiviert werden. Die Systematik der Versuche
muss dazu an das zu untersuchende Material und die zu identifizierendenEigenschaften angepasst sein.
Aufgrund der geẅahlten Klassifizierung des Materialverhaltens, die in Abschnitt2.2.1 beschrieben
wurde, stehen hierbei die Geschwindigkeitsabhängigkeit des Materialverhaltens und das Vorhanden-
sein einer Gleichgewichtshysterese im Mittelpunkt der experimentellen Untersuchungen. Da in dieser
Arbeit der Einsatz des Polymers als Matrix eines Verbundwerkstoffs für strukturelle Anwendungen, in
denen nur kleine Verformungen zugelassen sind, betrachtet wird, kann der Schwerpunkt der Versuche
auf einen Dehnungsbereich von|ε| ≤ 5% beschr̈ankt werden. Zur prinzipiellen Charakterisierung des
Materialverhaltens werden jedoch auch Experimente im Bereich großer Deformationen durchgeführt.
Da zun̈achst nur das mechanische Verhalten bestimmt werden soll, erfolgt die Versuchsdurchf̈uhrung
unter n̈aherungsweise konstanten Umgebungsbedingungen. Dabei liegt die Raumtemperatur vonϑ =
293K deutlich oberhalb der Glasübergangstemperaturϑg = 253K von PP, so dass auch bei geringen
Temperaturschwankungen keine wesentlicheÄnderung der Pḧanomenologie des Materialverhaltens zu
erwarten ist.

Zur Einordnung des mechanischen Verhaltens von PP werden zunächst monotone, verschiebungsge-Versuche

steuerte Zugversuche mit konstanter Geschwindigkeit durchgeführt (Abb.3.4(a)). Unterscheiden sich
die bei verschiedenen Dehnratenε̇1 > ε̇2 > ε̇3 ermittelten Spannungs-Dehnungskurven, ist dies ein
Hinweis auf die Geschwindigkeitsabhängigkeit des Materialverhaltens. Relaxationsversuche bei unter-
schiedlichen Dehnungenε1 > ε2 > ε3 (Abb.3.4(b)) dienen zur Quantifizierung der Geschwindigkeits-
abḧangigkeit. Dabei ist zu beachten, dass in den Experimenten keine ideale, sprungf̈ormige Belastung
realisiert werden kann. Der Einfluss der endlichen Versuchsgeschwindigkeit auf die Parameterermitt-
lung des Modells der̈Uberspannung wird in AnhangB diskutiert.
Die Ergebnisse der Zug- und Relaxationsversuche erlauben jedoch noch keine eindeutige Klassifi-
zierung, da das Materialverhalten bei Entlastung nicht untersucht wird und daher keine Aussage zur
Existenz einer Hysterese getroffen werden kann. Das Versuchprogramm ist deshalb durch zyklische
Versuche (Abb.3.4(c)) zu erg̈anzen. Da die Materialklassifizierung nach HAUPT im Wesentlichen auf
der Betrachtung von Gleichgewichtszuständen beruht, werden die Zyklen durch Haltezeiten zur Rela-
xation der geschwindigkeitsabhängigenÜberspannung unterbrochen (Abb.3.4(d)). Die Verbindung der
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Abbildung 3.4: Systematik der Versuche

bei unterschiedlichen Dehnungen ermittelten diskreten Gleichgewichtszustände liefert eine N̈aherung
für die Gleichgewichtsrelation.
Abhängig von den in diesen Standardversuchen erzielten Ergebnissen können zur Kl̈arung bestimmter
Abhängigkeiten des Materialverhaltens weitere Experimente sinnvoll sein.

3.1.3 Vorversuche

Die Festlegung konkreter Versuchsbedingungen erfolgt zu Beginn der experimentellen Untersuchun-Versuchsge-
schwindigkeiten gen durch exemplarische Versuche bei verschiedenen Geschwindigkeiten innerhalb des Messbereichs

der Pr̈ufmaschine. Da am oberen Ende des Geschwindigkeitsbereichs bei 500mm
min bereits deutliche

Trägheitseffekte zu erkennen sind, werden 100mm
min als ḧochste Geschwindigkeit ausgewählt. Als un-

tere Grenze soll zun̈achst eine Geschwindigkeit von 1mm
min dienen.

Aus den in Abb.3.5dargestellten Spannungs-Dehnungskurven ist eine deutliche, reproduzierbare Ge-
schwindigkeitsabḧangigkeit zu erkennen. Damit sind die gewählten Versuchsgeschwindigkeiten zur
Charakterisierung des Materialverhaltens geeignet. Zur Identifikation der Materialparameter werden
die Versuche durch Experimente bei 0,1 und 10mm

min erg̈anzt, so dass ein Geschwindigkeitsbereich
von vier Dekaden erfasst wird. Bezogen auf die Messlänge von 110mm ergeben sich Dehnraten von
ε̇ = 1, 5 · 10−5 . . . 1, 5 · 10−2 1

s.
In weiteren Vorversuchen soll die Vergleichbarkeit der mit verschiedenen Probek̈orpern erzielten Er-Eigenschaften der

Probekörper gebnisse analysiert werden. Die Untersuchungen erfolgen durch Versuche an Proben, die ein und der-
selben Polypropylenplatte entnommen werden. Durch die ermittelten Ergebnisse können R̈uckschl̈usse
auf die Homogeniẗat der gegossenen Platten und die Richtungsabhängigkeit der Materialeigenschaf-
ten gezogen werden. Die Proben werden dazu in verschiedenen Richtungen aus dem Plattenmaterial
herausgeschnitten. Anhand einer Markierung auf der Platte, die die Orientierung ẅahrend des Gießens
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Abbildung 3.5: Ergebnisse der Zugversuche bei Geschwindigkeiten von 1 und 100mm
min

kennzeichnet, kann zwischen Proben unterschieden werden, die in Längs- oder Querrichtung entnom-
menen worden sind. Die Versuchsgeschwindigkeit beträgt in allen F̈allen 10mm

min.
Das Spannungs-Dehnungsverhalten der in Längsrichtung entnommenen Proben ist in Abb.3.6(a) Längsrichtung

dargestellt. Zu erkennen ist der Anstieg der Spannung in der Probe bis zu einem Maximum, das bei
einer Dehnung von ungefähr zehn Prozent erreicht wird. Ẅahrend im Verhalten der einzelnen Pro-
ben bis zu einer Dehnung vonε = 0, 15 nur geringe Abweichungen zu verzeichnen sind, treten nach
dem Beginn der Einschnürung deutliche Unterschiede auf. So ist der auf die beginnende Einschnürung
zurückzuf̈uhrende Abfall der Nennspannung unterschiedlich stark ausgeprägt.
Berücksichtigt man die ursprüngliche Anordnung der einzelnen Proben in der Polypropylenplatte (vgl.
Abb. 3.6(a)), so erkennt man, dass das Versagen der aus der Plattenmitte entnommenenProbek̈orper
erst nach Einschn̈urung und inelastischer Deformation eintritt. Die am Rand der Platte liegenden Proben
zeigen dagegen ein spröderes Verhalten. Ihre nach der Einschnürung erreichte bleibende Verformung
ist wesentlich geringer als bei den aus der Plattenmitte entnommenen Probekörpern.
Diese Unterschiede lassen auf eine Inhomogenität der zur Verf̈ugung gestellten Polypropylenplatten
schließen, die vermutlich aus dem Erstarrungs- und Abkühlungsprozess ẅahrend der Herstellung re-
sultiert. Allerdings ist festzustellen, dass sich die Auswirkungen der Inhomogeniẗat auf den Bereich
ε > 0, 15 beschr̈anken und daher für das hier im Mittelpunkt stehende Verhalten bei kleinen Deforma-
tionen ohne Bedeutung sind.

Ähnliche Aussagen k̈onnen f̈ur die in Querrichtung herausgeschnittenen Probekörper (Abb.3.6(b)) Querrichtung

getroffen werden. Auch hier sind bis zu einer Dehnung von zirka fünfzehn Prozent keine signifikanten
Abweichungen zwischen den einzelnen Proben erkennbar. Wesentliche Unterschiede im Materialver-
halten sind auf die Einschnürung und die Ausprägung der bleibenden Deformation beschränkt. Anders
als in Längsrichtung ist keine Symmetrie des Materialverhaltens zur Plattenmitte zu erkennen. Statt-
dessen weisen die beidenäußeren Proben die Extremwerte der Bruchdehnung auf. Dabei wirken sich
geringe Unterschiede der Materialeigenschaften bei der Geschwindigkeit von 10mm

min besonders deutlich
aus, da diese in einem̈Ubergangsbereich zwischen dem spröden Bruch bei 100mm

min und der ausgeprägten
inelastischen Deformation bei 1mm

min liegt.
Anhand des Vergleichs von Längs- und Querrichtung wird deutlich, dass die Spannungs-Dehnungskur-
ven für beide Probenorientierungen im Dehnungsbereichε = [0; 0, 15] praktisch identisch sind. F̈ur
Versuche mit moderaten Dehnungen muss daher nicht auf die Entnahmerichtung der Proben geachtet
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Abbildung 3.6: In monotonen Zugversuchen mit konstanter Geschwindigkeit ermittelte Spannungs-
Dehnungskurven für verschiedene Entnahmerichtungen der Probekörper

werden.

3.1.4 Materialverhalten bei monotonen Belastungen

In diesem Abschnitt wird das Materialverhalten in verschiebungsgesteuerten, monotonen Zugversu-
chen bei verschiedenen Geschwindigkeiten mit und ohne Haltezeiten zur Ermittlung von Gleichge-
wichtszusẗanden experimentell untersucht.

Bereits in den Vorversuchen zur Festlegung des zu untersuchenden Geschwindigkeitsbereichs konn-Zugversuche

te eine signifikante Geschwindigkeitsabhängigkeit festgestellt werden. Zum Vergleich des Materialver-
haltens in monotonen Zugversuchen mit konstanter Dehnrate nach Abb.3.4(a)), die bei Geschwindig-
keiten von 1, 10 und 100mm

min durchgef̈uhrt werden, sind in Abb.3.7 drei exemplarische Spannungs-
Dehnungskurven dargestellt, deren Verlauf als charakteristisch für die jeweilige Belastungsgeschwin-
digkeit angesehen werden kann.
Mit Erhöhung der Versuchsgeschwindigkeit ist eine deutliche, nicht proportionale Zunahme der Span-
nung verbunden. Gleichzeitig nehmen Bruchdehnung und inelastische Deformation ab. Die bei einer
Geschwindigkeit von 100mm

min untersuchten Prüfkörper versagen bei einer Dehnung von 15 Prozent be-
reits kurz nach Erreichen der maximalen Nennspannung.
Im Gegensatz dazu kann bei 1mm

min bis zu einem Traversenweg von 80mm kein Bruch der Probe festge-
stellt werden. Nach der Ausbildung einer Einschnürung im oberen Drittel der Probe, deren Lage durch
die Inhomogeniẗat der Materialeigenschaften infolge des Herstellungs- und Abkühlungsprozesses be-
dingt ist, ẅachst der eingeschnürte Bereich kontinuierlich an. Dabei fällt auch die unterschiedliche
Transparenz der beiden Bereiche der Probe auf.
Die Längen̈anderung der Probe nach Beginn der Einschnürung ist auf die Zunahme der inelastischen
Deformation in zwei r̈aumlich eng begrenzten Prozesszonen an den Enden der bereits ausgebilde-
ten Einschn̈urung zur̈uckzuf̈uhren, die einen inhomogenen Deformationszustand aufweisen. Die Ver-
größerung der Einschnürung bei Zunahme des Traversenweges erfolgt durch Verschiebung der Pro-
zesszonen bei näherungsweise konstanter Last und kann bei einer Versuchsgeschwindigkeit von 1mm

min
die gesamte Probe umfassen.
Wie in Abschnitt3.1.3 bereits erl̈autert wurde, ist die Reproduzierbarkeit des bei einer Geschwin-
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Abbildung 3.7: Vergleich charakteristischer Spannungs-Dehnungskurven monotoner Zugversuche bei
verschiedenen Geschwindigkeiten

digkeit von 10mm
min beobachteten Verhaltens im Vergleich zu den beiden anderen Geschwindigkeiten

eingeschr̈ankt, da diese Prüfgeschwindigkeit imÜbergangsbereich von sprödem zu duktilem Versagen
liegt und deshalb geringe Inhomogenitäten der Materialeigenschaften besonders große Auswirkungen
haben. Dennoch ist sowohl bezüglich des erreichten Spannungsniveaus als auch des Deformationsver-
haltens eine deutliche Abgrenzung gegenüber dem Spannungs-Dehnungsverhalten bei 1 bzw. 100mm

min
gegeben. Obwohl im Gegensatz zu der bei 100mm

min gepr̈uften Probe eine deutliche inelastische Defor-
mation zu erkennen ist, kann sich in den meisten Fällen keine stabile Prozesszone ausbilden.
Auch im Bereich kleiner Dehnungenε ≤ 0, 05, der im Mittelpunkt der Arbeit steht, ist die nichtpro-
portionale Geschwindigkeitsabhängigkeit des Materialverhaltens deutlich zu erkennen. Abbildung3.8
stellt dazu die Mittelwerte der bei Geschwindigkeiten von 1, 10 und 100mm

min ermittelten Spannungs-
Dehnungskurven einander vergleichend gegenüber.

Nach dem prinzipiellen Nachweis der Geschwindigkeitsabhängigkeit in monotonen ZugversuchenRelaxations-
versucheist für die in den Materialmodellen angestrebte Trennung von geschwindigkeitsabhängigerÜberspan-

nung und geschwindigkeitsunabhängigem Gleichgewichtsanteil (vgl.2.2.2) eine angepasste Versuchs-
durchf̈uhrung erforderlich. Unter der Voraussetzung der Existenz von Gleichgewichtszusẗanden (vgl.
2.2.3) ermöglichen Relaxationsversuche die separate experimentelle Untersuchungder geschwindig-
keitsabḧangigenÜberspannung. Die Spannungswerte am Ende der Relaxation stellen Näherungswerte
für diskrete Punkte der Gleichgewichtsrelation dar. Da die Materialphänomene, die zur Relaxation der
Spannung bei konstanter Dehnung führen, auch die Geschwindigkeitsabhängigkeit verursachen, sind
Relaxationsversuche zur vollständigen Charakterisierung des Materialverhaltens und zur späteren Pa-
rameteridentifikation eines Materialmodells derÜberspannung von großer Bedeutung.
In einem idealen Relaxationsversuch wird der Probekörper einer sprunghaften Dehnungsänderung aus-
gesetzt. In der Realität ist eine derartige ideale Belastung jedoch nicht zu realisieren. Die hier alsRela-
xationsversuche bezeichneten Experimente stellen deshalb die statische Fortsetzung eines monotonen
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Abbildung 3.8: Vergleich der gemittelten Spannungs-Dehnungskurven monotoner Zugversuche bei
verschiedenen Geschwindigkeiten bis zu einer maximalen Dehnung vonε = 0, 05

Zugversuchs mit konstanter Dehnrate (Abb.3.4(b)) dar. Die in beliebigen Lastgeschichten integrierten
Haltezeiten Abb.3.4(d) werden als Zwischenrelaxationen bezeichnet und dienen der Ermittlung der
Gleichgewichtsrelation.
In Abb. 3.9sind die zeitlichen̈Anderungen der Spannung sowie die aufgezeichneten Umgebungstem-
peraturen f̈ur zwei Relaxationsversuche mit Haltezeitenth von 48 bzw. 58 Stunden dargestellt.
Die Belastung der Proben wird durch einen Zugversuch mit der maximalen Geschwindigkeit von 500
mm
min aufgebracht. Nach Erreichen eines Traversenweges vonsTrav = 5mm wird die Verschiebung kon-
stant gehalten und der Spannungs-Zeitverlauf aufgezeichnet. In beiden Versuchen ist dabei eine aus-
gepr̈agte Spannungsrelaxation zu erkennen. Ausgehend von einem starken Spannungsabfall, nimmt
die zeitlicheÄnderung der Spannung während des Versuchs deutlich ab, bis die Relaxation nach 58
Stunden Haltezeit für die angestrebte Materialmodellierung als abgeschlossen und der erreichte Span-
nungswert als Gleichgewichtsspannung betrachtet werden kann.
Besonders auffällig sind die in beiden Versuchen beobachtbaren Abweichungen von einem monotonen
Spannungs-Zeitverlauf, die durch die im Tagesverlauf auftretende Schwankung der Umgebungstempe-
ratur∆ϑU < 5K hervorgerufen werden. Dabei ist von einerÜberlagerung der Temperaturabhängigkeit
der Materialeigenschaften und der thermischen Ausdehnung der Probeauszugehen.

Zur experimentellen Ermittlung der gesamten Gleichgewichtsrelation existieren, wie bereits in Ab-Gleichgewichtsre-
lation schnitt2.2.1erwähnt wurde, zwei M̈oglichkeiten. Eine N̈aherung der Gleichgewichtsrelation könnte

theoretisch durch kontinuierliche Versuche mit einer sehr geringen Versuchsgeschwindigkeit bestimmt
werden. Diese Art der Versuchsdurchführung bedeutet, dass diëUberspannung in jedem Punkt der
Spannungs-Dehnungskurve relaxiert sein muss, damit der gemesseneSpannungsverlauf einer Gleich-
gewichtskurve entspricht.
Aufgrund der langen beobachteten Relaxationszeiten des untersuchtenPP ist die bei kontinuierlicher
Versuchsdurchf̈uhrung mit einer endlichen Geschwindigkeit bestimmte Kennlinie nur eine schlechte
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Abbildung 3.9: Spannungs- und Temperatur-Zeitverläufe f̈ur zwei Relaxationsversuche mit Haltezeiten
von 48 bzw. 58h

Näherung f̈ur die Gleichgewichtsrelation. Abbildung3.10(a)zeigt zur Veranschaulichung neben der
mittleren Spannungs-Dehnungskurve 10mm

min auch die f̈ur die minimale Geschwindigkeit von 0,005mm
min

ermittelte Kennlinie, sowie den durch zwei je zehnstündige Zwischenrelaxationen bei Traversenwe-
gen von zwei und vier Millimetern unterbrochenen Zugversuch mit 10mm

min. Es ist erkennbar, dass die
bei der kleinsten mit der verfügbaren Pr̈ufeinrichtung realisierbaren Versuchsgeschwindigkeit ermit-
telte Spannungs-Dehnungskurve deutlichüber den Endpunkten der Zwischenrelaxationen liegen. Aus
diesen Beobachtungen ist zu schlussfolgern, dass mit der bestehenden Versuchstechnik eine kontinu-
ierliche Messung der Gleichgewichtsrelation nicht möglich ist. Es k̈onnen lediglich diskrete Punkte
ermittelt werden. Aus praktischen Gründen sind bei der Durchführung von Zugversuchen mit Zwi- Zwischenrelaxatio-

nenschenrelaxationen Haltezeiten von 48 Stunden und mehr nicht vertretbar.Für die Wahl einer geeigneten
verkürzten HaltezeitthZR wird deshalb

∆σR (thZR) = 0, 9 ·∆σR (th = 48h) (3.5)

festgelegt, d. h. bei Erreichen der reduzierten Haltezeit sind 90 Prozent derÜberspannung relaxiert. Für
das vorliegende Material führt diese Bedingung aufthZR=3h. In Abb.3.10(b)ist ein derartiger, mit einer
Geschwindigkeit von 10mm

min durchgef̈uhrter, Versuch dargestellt. Die Ermittlung diskreter Gleichge-
wichtszusẗande erfolgt f̈ur verschiedene Traversenwege mit einem Abstand von∆sTrav = 0, 5mm. Zur
Interpretation der Ergebnisse sind außerdem die mittlere Spannungs-Dehnungskurve f̈ur kontinuierli-
che Versuchsf̈uhrung sowie der bereits beschriebene Versuch mit zwei Haltezeiten vonje zehn Stun-
den abgebildet. Anhand der grafischen Darstellung wird deutlich, dass die Spannung in dem durch die
Strich-Punktlinie gekennzeichneten Versuch sich nach dem Ende einer Haltezeit wieder der Spannungs-
Dehnungskurve des kontinuierlichen Versuchs nähert. In dem durch eine größere Anzahl von Haltezei-
ten unterbrochenen Versuch ist dies bedingt durch die dichte Folge derZwischenrelaxationen nicht
möglich.
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3 Pḧanomenologie des Materialverhaltens von Polypropylen
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Abbildung 3.10: Zur Ermittlung der Gleichgewichtsrelation

Vergleicht man die beiden Versuche mit Zwischenrelaxationen, so ist erkennbar, dass die nach Halte-
zeiten vonth =10h bzw.thZR=3h erreichten Spannungswerte praktisch identisch sind und die Anstiege
der Spannung bei Erhöhung der Dehnung gutübereinstimmen.
Durch die dichte Abfolge von Haltezeiten in dem Versuch mitthZR=3h können wichtige Aussagen
zum Relaxationsverhalten des Materials gewonnen werden. Bereits bei der ersten Haltezeit beisTrav =
0, 5mm bzw.ε = 0, 0045 ist eine deutliche Spannungsrelaxation zu erkennen. Dies lässt darauf schlie-
ßen, dass eine Geschwindigkeitsabhängigkeit des Materialverhaltens ab Belastungsbeginn auftritt. Ver-
gleicht man die bei unterschiedlichen Dehnungen nach dem Ende der jeweiligen Haltezeit gemesse-
nen Spannungsanstiege, so sind keine signifikanten Unterschiede zu verzeichnen. F̈ur die Materialm-
odellierung wird daher davon ausgegangen, dass das geschwindigkeitsabḧangige Materialverhalten un-
abḧangig von der Dehnung ist.

3.1.5 Materialverhalten bei nichtmonotonen Belastungen

Bisher wurden lediglich diskrete Punkte des Belastungspfades der Gleichgewichtsrelation experimen-Be- und
Entlastung tell bestimmt. Zur Einordnung des Materialverhaltens ist jedoch eine Bewertung der Gleichgewichts-

hysterese und deshalb eine Untersuchung des Relaxationsverhaltens bei Entlastung erforderlich. Eine
dazu geeignete Versuchsdurchführung ist in Abb.3.4(d)dargestellt. F̈ur die Zwischenrelaxationen der
im Folgenden beschriebenen Versuche wird ebenfalls die verkürzte Haltezeit vonthZR=3h verwendet.
Entsprechend der Festlegung der Relaxationszeit nach Gleichung (3.5) sollten bei einem Traversenweg
vonsTrav = 5.0mm ungef̈ahr 90 Prozent der geschwindigkeitsabhängigenÜberspannung relaxiert sein.
Abbildung3.11zeigt die Spannungs-Dehnungs- und Spannungs-Zeitkurven eines derartigen Versuchs,
der mit einer Belastungsgeschwindigkeit von 10mm

min durchgef̈uhrt wurde. In Abb.3.12 werden die
bei einer Geschwindigkeit von 10mm

min erzielten Ergebnisse denen eines gleichartigen Versuches ge-
gen̈ubergestellt, der bei 100mm

min durchgef̈uhrt wurde. Aufgrund des geringen Abstands zwischen den
einzelnen Haltezeiten weisen beide Kurvenverläufe keine gravierenden Unterschiede auf.
Als wesentliches Ergebnis der zyklischen Versuche mit Zwischenrelaxationen ist aufgrund der Rich-
tung der Spannungsrelaxation in Be- und Enlastungspfad festzustellen,dass eine von Null verschiedene
Gleichgewichtsrelation existieren muss. Der Abstand der für gleiche Dehnungen bei Be- und Entlas-
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3.1 Experimentelle Untersuchung des Materialverhaltens von Polypropylen
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Abbildung 3.11: Zyklischer Versuch mit Zwischenrelaxationen bei 10mm
min
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Abbildung 3.12: Vergleich von zwei zyklischen Versuchen mit Zwischenrelaxationen bei 10 und
100mm

min

tung bestimmten Abbruchpunkte deutet dabei auf die Existenz einer Gleichgewichtshysterese hin. Die
Verbindung der Endpunkte der Zwischenrelaxationen ergibt eine schwach gekr̈ummte, sehr flach ver-
laufende Gleichgewichtsrelation mit geringer Hysterese. Berücksichtigt man die Tatsache, dass die Re-
laxation nach einer Haltezeit von drei Stunden noch nicht komplett abgeschlossen ist (vgl. Abb.3.11),
ist davon auszugehen, dass die Ausprägung der Gleichgewichtshysterese geringer sein wird. Da die bei
kontinuierlicher Versuchsführung gemessenen Spannungswerte (Abb.3.10(b)) deutlich ḧoher als die
hier erreichten Gleichgewichtswerte sind, wird das Materialverhalten des untersuchten PP wesentlich
von der geschwindigkeitsabhängigenÜberspannung bestimmt.

Den Abschluss der experimentellen Charakterisierung bilden zyklische Versuche im Bereichε ≥ 0. Zyklische
VersucheDa aufgrund des inelastischen Materialverhaltens auch bei positiven Dehnungen Druckspannungen

auftreten k̈onnen, erfolgt die Durchführung der Versuche unter Verwendung einer Knickstütze, die das
Ausknicken der Probek̈orper behindert.
Abbildung 3.13(a)zeigt einen weggesteuerten Versuch mit 10 Zyklen und einer konstanten Ampli-
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3 Pḧanomenologie des Materialverhaltens von Polypropylen

tude vonsTrav1 = 2, 5mm. Die Spannungswerte der Erstbelastungskurve liegen dabei deutlichüber
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Abbildung 3.13: Zyklische Versuch bei 10mm
min

denen der folgenden Zyklen. Betrachtet man die Werte der Spannung in den Umkehrpunkten, ist ein
Absinken der Extremwerte der Spannung zu beobachteten. Außerdem kann eine sukzessive Verkleine-
rung der Hysterese festgestellt werden. Da die zwischen zwei aufeinanderfolgenden Zyklen auftretende
Änderung jeweils geringer wird, nähert sich das Materialverhalten einer stationären Hysterese an.
In dem in Abb.4.19(a)dargestellten Versuch wurde die Probe durch weitere zehn Zyklen beisTrav2 =
5, 0mm undsTrav3 = 7, 5mm belastet. Bei erstmaliger Erhöhung der Dehnung bis zur jeweils nächsten
Amplitude ist analog zur Erstbelastung beisTrav1 = 2, 5mm eine deutlich ḧohere Spannung als in den
Folgezyklen zu beobachten. Dabei wächst mit Zunahme der Dehnungsamplitude auch die Hysterese
an.

3.2 Strukturelle Ursachen des beobachteten Materialverhaltens

Obwohl die kontinuumsmechanische Modellierung des Materialverhaltens mittelsphänomenologischerEinführung

konstitutiver Beziehungen ohne Betrachtung der Vorgänge im Inneren der Materie erfolgt, kann die
Kenntnis der molekularen Ursachen des Materialverhaltens dessen Interpretation erleichtern und die
Formulierung eines Materialmodells motivieren. Der folgende Abschnitt gibt deshalb einen̈Uberblick
zur Materialstruktur thermoplastischer Polymere sowie zu ihrem Einfluss aufdas mechanische Verhal-
ten.

3.2.1 Morphologische Struktur

Polymere bestehen aus kettenförmigen Makromolek̈ulen, deren Elementarbestandteile sogenannte Mo-Polymere

nomere sind. Neben dem Molekülaufbau bestimmt insbesondere die Vernetzung der Makromoleküle
untereinander die Eigenschaften des Kunststoffs. Ein Polymer, das nurlineare oder schwach verzweigte
Molekülketten aufweist, die nicht miteinander vernetzt sind, heißt Thermoplast. Bilden die Verzwei-
gungen der Makromolek̈ule ein weitmaschiges Netz von Verknüpfungen, wird das Polymer aufgrund
der ausgeprägten F̈ahigkeit zu reversiblen Deformationen als Elastomer bezeichnet. Mit zunehmender
Vernetzung nimmt die elastische Verformbarkeit ab, das Material verhält sich spr̈ode. Derartige Poly-
mere werden Duromere oder Duroplaste genannt.
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3.2 Strukturelle Ursachen des beobachteten Materialverhaltens

Neben den mechanischen Eigenschaften bestimmt die Vernetzung der Makromolek̈ule auch die Schmelz-
barkeit der Polymere. Ẅahrend die unvernetzten Thermoplaste schmelzbar sind, führt die sẗarkere Ver-
netzung bei Elastomeren und Duromeren zum Verlust dieser Eigenschaft (Menges u. a.(2002)).

Die morphologische Struktur bezeichnet das Gefüge eines Werkstoffs. Dabei unterscheidet man zwi-Morphologische
Strukturschen Nahordnung und Textur. Die Nahordnung ist die Struktur auf molekularer Ebene zwischen be-

nachbarten Polymermolekülen. Sie kann von kristallin (regelm̈aßig) bis amorph (unregelm̈aßig) rei-
chen. Oberhalb der molekularen Ebene können sich weitere Ordnungen ergeben, diese werden unter
dem Begriff Textur zusammengefasst. Bei Polymeren entstehen Texturenz. B. durch die Anordnung
kristalliner und amorpher Bereiche. Sie können mithilfe von R̈ontgenbeugungsexperimenten bestimmt
werden.
Voraussetzung für die Ausbildung einer idealen kristallinen Struktur sind Molekülketten mit einem re-
gelmäßigen Aufbau, der ein geordnetes Aneinanderlegen ermöglicht. Bei Kunststoffen tritt ein solcher
idealer Zustand, bedingt durch die langen Makromoleküle, nicht auf. Stattdessen existieren kristalline
und amorphe Bereiche nebeneinander - eine Struktur, die als teilkristallin bezeichnet wird. Dabei f̈uhrt
das Vorhandensein von zwei Phasen mit deutlich verschiedenen Eigenschaften zu einem gegenüber
rein amorphen Polymeren komplexeren Materialverhalten.
Die Vorstellung, dass teilkristalline Polymere aus kristallinen Bereichen bestehen, die in regelloser
Form in einer Matrix ungeordneter Molekülketten eingebettet sind, entspricht nicht der Realität. Viel-
mehr erfolgt die reale Kristallbildung durch die lamellenartige Faltung von Makromolek̈ulen und geht
sternf̈ormig von einem Kristallisationskeim aus. Gemeinsam mit amorphen Bereichen bilden diese
Lamellen sogenannte Sphärolite. Die aus verschiedenen Keimen entstehenden Sphärolite ergeben die
Textur des Polymers.

Das hier untersuchte PP ist ein thermoplastisches Polymer. Die Verbindung einzelner Makromo- Polypropylen

leküle erfolgt im Wesentlichen durch Verhakungen, wobei die langen, regelmäßigen Molek̈ulketten zu-
mindest bereichsweise eine hohe Packungsdichte ermöglichen. Bei der Erstarrung der Schmelze aus-
gehend von Kristallisationskeimen entstehen die oben beschriebenen Sphärolite mit kristallinen und
amorphen Bereichen.
Die Makromolek̈ule von PP bestehen aus dem Monomer PropylenC3H6 (Abb. 3.14(a)). Abhängig
von der Anordnung des SubstituentenCH3 ergeben sich Polypropylene verschiedener Taktizität (Abb.
3.14), die trotz identischer Grundbausteine deutlich unterschiedliche Eigenschaften besitzen. Offen-
sichtlich fördert die regelm̈aßige Struktur der Molek̈ulketten des isotaktischen PP (Abb.3.14(b)) die
Ausbildung kristalliner Bereiche, so werden Kristallinitätsgrade von bis zu 65 Prozent beobachtet. Im
Gegensatz dazu liegt die ataktische Variante (Abb.3.14(c)) nur in amorpher Form vor. Bedeutende
Unterschiede ergeben sich auch hinsichtlich der mechanischen Eigenschaften. Ẅahrend die Elasti-
zitätsmoduln von ataktischem und isotaktischem PP im Bereich von 1000 bis 1500MPa liegen, erreicht
die syndiotaktische Form (Abb.3.14(d)) lediglich 400MPa (Schwarz(2004)). Bei dem hier untersuch-
ten PP handelt es sich um ein teilkristallines, isotaktisches PP.

3.2.2 Strukturelle Ursachen des mechanischen Verhaltens

Das Materialverhalten von Polymeren unterscheidet sich bei Raumtemperatur aufgrund ihrer morpho- Relaxations-
versuchlogischen Struktur zum Teil deutlich von dem metallischer Werkstoffe. Exemplarisch daf̈ur soll das

Verhalten von PP in einem idealen Relaxationsversuch diskutiert werden.In einem solchen Experi-
ment wird der Probek̈orper zum Zeitpunktt0 durch eine anschließend konstant gehaltene Dehnungε0

belastet (Abb.3.15). Das Aufbringen der makroskopischen Verformung führt im Material, unter der
Annahme einer idealen Versuchsdurchführung, zun̈achst zu einem sprunghaften Anstieg der Spannung
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Abbildung 3.14: Taktiziẗat von Polypropylen

auf den Wertσ0 zum Zeitpunktt0 (Abb. 3.15(b)). Im weiteren Verlauf zeigt sich trotz konstanter Deh-
nung ein Abfall der Spannung. Die Ursache für dieses Verhalten ist, wie nachfolgend erläutert wird, in
der Struktur des Materials zu suchen.

t t0

0

(a) Dehnungs-Zeitverlauf

t t0

0

(b) Spannungs-Zeitverlauf

Abbildung 3.15: Belastung und zugehöriger Spannungs-Zeitverlauf für Relaxationsversuch

Im unbelasteten Zustand ist das in Abb.3.16vereinfacht skizzierte Makromolekül im PunktA mitAmorphe
Polymere anderen hier nicht dargestellten Molekülen verbunden. Bei Deformation des Netzwerks von Makromo-

lekülen, werden die Molek̈ulketten gedehnt (Abb.3.16(b)). Im Versuch ist eine spontane Spannungσ0

messbar.
Da sich infolge der Ẅarmebewegung jedoch ständig Verkn̈upfungen zwischen den Makromolekülen
lösen und an anderer Stelle (A′) neu bilden, kommt es zu einer lokalen Entlastung der gedehnten Mo-
lekülketten, die makroskopisch als Absinken bzw. Relaxation der Spannungσ(t) registriert werden
kann (Abb.3.16(c)) – ein Mechanismus der bei amorphen Polymeren besonders stark ausgeprägt ist.
Diese Erkenntnisse liefern die mikromechanische Motivation für ein rheologisches Modell zur Abbil-
dung des Materialverhaltens, das aus einer Reihenschaltung von Federund D̈ampfer besteht und als
MAXWELL -Element bezeichnet wird (Abb.3.16(d)). Das sprunghafte Aufbringen einer Dehnungε0
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Abbildung 3.16: Mikromechanische Motivation des viskoelastischen Materialverhaltens anhand eines
Makromolek̈uls, vgl.Tobolsky(1967)

führt zun̈achst zur Deformation der Feder, während das D̈ampferelement keinen Beitrag zur spontanen
Deformation liefert. Dies entspricht der Verformung der Molekülketten.Ähnlich dem L̈osen und der
Neubildung von Verkn̈upfungen im Netzwerk der Makromoleküle führt die allm̈ahlich einsetzende De-
formation des D̈ampferelements zu einer Enlastung der Feder und damit zur Abnahme bzw. Relaxation
der Spannungσ(t).

Neben der Spannungsrelaxation ist durch den Einfluss der Wärmebewegung auf das Netzwerk derTemperatur-Zeit-
verschiebungMolekülketten auch die ausgeprägte Temperaturabhängigkeit des mechanischen Verhaltens von Poly-

meren zu erkl̈aren. Beispielsweise führt eine Erḧohung der Temperatur zu einer Beschleunigung der
Relaxationsvorg̈ange, eine Tatsache die zur Reduktion des zeitlichen Aufwands für einen Relaxations-
versuch genutzt werden kann. Dieses Prinzip wird als Temperatur-Zeitverschiebung bezeichnet. Zu be-
achten ist dabei, dass durch Temperaturveränderungen auch andere temperaturaktivierte Mechanismen
an Einfluss gewinnen und das Versuchsergebnis beeinflussen können.

Das Relaxationsverhalten von kristallinen Mikrostrukturen ist im Vergleich zu dem amorpher Po- Kristalline
Polymerelymere deutlich komplexer, insbesondere dann, wenn sich die Kristallinität im Verlauf des Relaxati-

onsexperiments verändert. Dadurch wird auch die Gültigkeit der Temperatur-Zeitverschiebung einge-
schr̈ankt. Da der Spannungsabfall für kristallines PP deutlich geringer ist als für die amorphe Variante,
ist davon auszugehen, dass der Einfluss der amorphen Phase in teilkristallinem PP das Relaxations-
verhalten dominiert (Tobolsky(1967)). Deshalb wird an dieser Stelle auf eine weitere Diskussion der
Eigenschaften der kristallinen Phase verzichtet.
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4 Modellierung des Materialverhaltens von
Polypropylen

Die Modellierung des mechanischen Verhaltens von Polymeren erfolgt meistmittels pḧanomenologi- Einführung

scher Materialmodelle. In der Literatur finden sich zahlreiche Vorschläge sowohl f̈ur kleine als auch
große Deformationen (Simo(1987); Arruda u. a.(1995); Kaliske und Rothert(1997); Lion (1997a,b);
Reese und Govindjee(1998); Keck (1998); Miehe und Keck(2000); Drozdov(1998); Drozdov und
Christiansen(2003, 2007b,a); Drozdov u. a.(2009)). In einigen dieser Modelle werden die konstitu-
tiven Gleichungen aus einem Modell des lokalen Netzwerks von Polymerketten (Arruda und Boyce
(1993b,a); Heinrich und Kaliske(1997); Kaliske und Heinrich(1999)) motiviert. Die Abbildung spezi-
eller Pḧanomene des Materialverhaltens wie dem Mullins-Effekt stellt einen weiterenSchwerpunkt der
in der Literatur verzeichneten Arbeiten dar (Govindjee und Simo(1992); Lion (1996, 1997a); Ogden
und Roxburgh(1999); Drozdov(2009)).
Inhalt dieses Kapitels ist die Formulierung eines derartigen phänomenologischen, thermodynamisch
konsistenten Materialmodells für PP, das die wesentlichen im Experiment beobachtbaren Phänomene
des Materialverhaltens abbilden kann. Neben der ausgeprägten Geschwindigkeitsabhängigkeit und dem
damit in Verbindung stehenden Relaxationsverhalten ist eine Gleichgewichtshysterese zu modellieren.
Entsprechend der in Abschnitt2.2.1eingef̈uhrten Klassifizierung ist dazu ein viskoplastisches Materi-
almodell erforderlich.
Ausgehend von der Analyse der strukturellen Ursachen des Materialverhaltens im vorigen Kapitel wer-
den zun̈achst Modelle der linearen Viskoelastizität zur mathematischen Beschreibung des geschwindig-
keitsabḧangigen Materialverhaltens sowie ein Verfahren zur Identifikation viskoelastischer Spektren
untersucht.
Die Formulierung des konkreten viskoplastischen Materialmodells für PP erfolgt unter Nutzung ei-
nes endochronen Plastizitätsmodells zur Modellierung der Gleichgewichtshysterese und eines verall-
gemeinerten MAXWELL -Modells der linearen Viskoelastizität zur Abbildung des geschwindigkeits-
abḧangigen Materialverhaltens. Die Erweiterung um eineüberspannungsabhängige Viskosiẗatsfunktion
ermöglicht die Beschreibung der in den Experimenten beobachteten nichtlinearen Geschwindigkeits-
abḧangigkeit.
Zur Anwendung im Rahmen der mehrskaligen Modellierung textilverstärkter Thermoplaste wird das
einachsige Materialmodell schließlich für mehrachsige Beanspruchungen verallgemeinert und in ein
FE-Programm implementiert.

4.1 Einachsige lineare Viskoelastizit ät

Wie bereits in Abb.3.16anhand der Analogie zwischen dem Verhalten eines Makromoleküls und dem MAXWELL-
ElementMAXWELL -Modell gezeigt wurde, kann die bei konstanter Deformation beobachtete Spannungsrela-

xation durch eine einfache Reihenschaltung von Feder- und Dämpferelement modelliert werden. Nach
einer ausreichend langen Haltezeit erreicht die viskose Dehnung des Dämpfers den Wert der Gesamt-
dehnung und die Spannung des MAXWELL -Elements relaxiert auf den Gleichgewichtswertσ = 0. Die
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Beschreibung einer von Null verschiedenen Gleichgewichtsrelation ist beispielsweise durch die Paral-
lelschaltung einer Feder m̈oglich (Abb.4.1). An dem daraus resultierenden Dreiparametermodell sollen
die Grundlagen der linearen Viskoelastizitätstheorie erl̈autert werden.

4.1.1 Dreiparametermodell

Die implizite Darstellung der Materialgleichungen (vgl. Abschnitt2.1.3) des Dreiparametermodells er-Implizite
Darstellung gibt sich aus den Spannungs-Dehnungsbeziehungen der einachsigen rheologischen Grundelemente der

linearen FederσF = Eε mit der FedersteifigkeitE und des linearen D̈ampfersσD = ηε̇ mit der Vis-
kosiẗat ηi unter Beachtung des mechanischen Gleichgewichts und der Kinematik, die durch das rheo-
logische Modell in Abb.4.1 gegeben sind. Da nur das Materialverhalten des Dämpfers abḧangig von

c
ovov

E
eq eq

qe ov

Abbildung 4.1: Dreiparametermodell der linearen Viskoelastizität

der Dehnrate ist, entspricht das rheologische Modell einer Aufteilung der Spannung in die geschwin-
digkeitsunabḧangige Gleichgewichtsspannung der Federσeq und die geschwindigkeitsabhängigeÜber-
spannung des MAXWELL -Elementsσov

σ = σeq + σov. (4.1)

Aus den Dehnungen der Federelemente ergeben sich die Spannungen

σeq = Eε, (4.2)

σov = c (ε − qov) , (4.3)

wobei die Feder des MAXWELL -Elements um die elastische Differenzdehnungεe = ε − qov ver-
formt wird. Aus der Bedingung, dass innerhalb des MAXWELL -Elements die Spannungen in Feder und
Dämpfer aufgrund der Reihenschaltung gleich groß sein müssenσov = c (ε − qov) = ηq̇ov folgt die
erforderliche Evolutionsgleichung

q̇ov =
σov

η
=

c

η
(ε − qov) (4.4)

für die innere Variableqov. Anhand der grafischen Darstellung des rheologischen Modells ist dabei
anschaulich klar, dass es sich um eine innere Variable des Dehnungstyps handelt, die als viskose Deh-
nung interpretiert werden kann. Durch die Gleichungen (4.1) bis (4.4) ist somit eine vollsẗandige Be-
schreibung des einachsigen, linear viskoelastischen Materialverhaltensdes Dreiparametermodells in
impliziter Form gem̈aß (2.30) und (2.31) gegeben.
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4.1 Einachsige lineare Viskoelastizität

Die implizite Darstellung der konstitutiven Gleichungen kann für beliebige Modelle der linearenExplizite
DarstellungViskoelastiziẗatstheorie in die explizite Darstellung

σ(t) =

t∫

−∞

dε(τ)

dτ
R(t − τ)dτ (4.5)

überf̈uhrt werden, wobei die Eigenschaften des Materialmodells vollständig durch die Relaxations-
funktionR(t) beschrieben werden. Sie entspricht der Spannungsantwort auf einezum Zeitpunktt = 0
aufgebrachte Einheitsdehnung. Das Integral in (4.5) ist physikalisch als̈Uberlagerung der Spannungs-
antworten auf diëAnderungen der Dehnung̈uber die gesamte Dehnungsgeschichteε(τ) ∀ τ ≤ t zu
interpretieren. Gleichung (4.5) wird daher auch als BOLTZMANNsches Superpositionsintegral bezeich-
net. Die spezielle Form der Relaxationsfunktion ist abhängig von der Schaltung der rheologischen
Grundelemente.
Für das Dreiparametermodell folgt unter Voraussetzung einer spannungsfreien Ausgangskonfiguration
σov (−∞) = 0 die spezielle explizite Darstellung der konstitutiven Beziehungen in Form desFunktio-
nals derÜberspannung

σov(t) =

t∫

−∞

dε(τ)

dτ
ce

− c
η
(t−τ)

dτ. (4.6)

Für die Gesamtspannung erhält man aus (4.1) und (4.2) unter der Ber̈ucksichtigung vonε (−∞) = 0

σ(t) =

t∫

−∞

dε(τ)

dτ

(

E + ce
− c

η
(t−τ)

︸ ︷︷ ︸

)

R3P

dτ (4.7)

mit der speziellen RelaxationsfunktionR3P des Dreiparametermodells.
Abschließend soll die in Abschnitt2.2.3erläuterte Eigenschaft des nachlassenden Gedächtnis oder Fading Memory

auch Fading Memory am Funktional derÜberspannung der einachsigen linearen Viskoelastizität nach-
gewiesen werden. Dazu stellt man das Funktional derÜberspannung (4.6) in Abhängigkeit von der
relativen Dehnungsgeschichteεt

r gem̈aß (2.37) mit s = t − τ dar

σov(t) =

t∫

−∞

dε(τ)

dτ
Rov(t − τ)dτ =

∞∫

0

dεt
r(s)

ds
Rov(s)ds. (4.8)

Dabei bezeichnetRov denÜberspannungsanteil der Relaxationsfunktion. Nach partieller Integration

σov(t) =
[
εt

r(s)R
ov(s)

]0

∞ −
0∫

∞

εt
r(s)R

′ov(s)ds (4.9)

erḧalt man wegenεt
r(0) = 0 undRov(∞) = 0

σov(t) =

∞∫

0

εt
r(s)R

′ov(s)ds. (4.10)
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4 Modellierung des Materialverhaltens von Polypropylen

Die AbleitungRov desÜberspannungsanteils der RelaxationsfunktionRov(s) wird als Ged̈achtnisfunk-
tion bezeichnet und besitzt die Eigenschaft

lim
s→∞

R′ov(s) = 0. (4.11)

Durch die Wichtung mit der GedächtnisfunktionR′ov, deren Betrag eine monoton fallende Funktion
sei, nimmt der Einfluss der relativen Dehnungsgeschichteεt

r(s) ab, je l̈anger diese zurückliegt. Das
Funktional derÜberspannung verschwindet deshalb asymptotisch für die statische Fortsetzungεt+δ

r
beliebiger Dehnungsgeschichten und zeichnet sich daher durch die Fading-Memory- oder Relaxations-
eigenschaft aus (Haupt(2002)). Die Ged̈achtnisfunktion des Dreiparametermodells kann mit

R′ov
3P(s) = −c2

η
e−

c
η
s (4.12)

angegeben werden. Gilt für das als Relaxationszeit bezeichnete Verhältnisτ = η
c

> 0, dann besitzt die
Funktion die oben genannten Eigenschaften.
Obwohl das Materialmodell in einem Relaxationsversuch eine zeitlicheÄnderung der Spannung bei
konstanter Dehnung und damit eine scheinbare Zeitabhängigkeit beschreibt, liegt keine explizite Zeit-
abḧangigkeit der konstitutiven Beziehungen vor, da nur die Zeitdifferenzs als unabḧangige Variable im
Funktional derÜberspannung vorkommt. Dadurch wird das Prinzip der materiellen Objektivität nicht
verletzt.

4.1.2 Verallgemeinertes M AXWELL -Modell

Zwar kann das bisher betrachtete Dreiparametermodell die Grundzüge des viskoelastischen Materi-Grenzen des Drei-
parametermodells alverhaltens abbilden, es ist jedoch durch die Verwendung eines einzelnen MAXWELL -Elements nur

bedingt zur Beschreibung des ausgeprägten Relaxationsverhaltens von Polypropylen geeignet, da der
aktive Bereich eines solchen Elements auf die Umgebung der Relaxationszeit τ beschr̈ankt ist (Abb.
4.2).
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Abbildung 4.2: Verlauf des normierten̈Uberspannungsanteils der Relaxationsfunktion

Um die, in den experimentellen Untersuchungen beobachtete,über mehrere Dekaden ablaufendeVerallgemeinertes
Maxwellmodell Spannungsrelaxation zu modellieren, ist eine Erweiterung des Modells erforderlich. Dies ist in syste-

matischer Form durch den̈Ubergang von einem Dreiparameter- zu einem(2nv + 1)-Parametermodell
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4.1 Einachsige lineare Viskoelastizität

möglich, das neben der linearen Feder eine Parallelschaltung vonnv MAXWELL -Elementen mit je zwei
Parametern enthält (Abb.4.3). Die Gesamtspannung setzt sich aus der Spannungσeq des Federelements

c
ovov

E
eq eq

1 1

c

qe

i i

i i

11

c

ovov
ii

ovov
nv nv

nv nv

ov

Abbildung 4.3: Verallgemeinertes MAXWELL -Modell

und den geschwindigkeitsabhängigenÜberspannungenσov
i dernv MAXWELL -Elemente

σ = σeq +

nv∑

i=1

σov
i (4.13)

zusammen. Die implizite Darstellung der konstitutiven Beziehungen des verallgemeinerten MAX -
WELL-Modells lautet

σ = Eε +

nv∑

i=1

ci (ε − qov
i ) , (4.14)

q̇ov
i =

ci

ηi
(ε − qov

i ) . (4.15)

Durch Integration dieses Systems linearer Differenzialgleichungen erhält man die explizite Darstellung

σ(t) = Eε(t) +

nv∑

i=1

t∫

−∞

dε(τ)

dτ
cie

− 1

τi
(t−τ)

dτ =

t∫

−∞

dε(τ)

dτ

[

E +

nv∑

i=1

cie
− 1

τi
(t−τ)

]

dτ (4.16)

mit der Relaxationsfunktion des(2nv + 1)-Parametermodells

R(t) = E +

nv∑

i=1

cie
− t

τi . (4.17)

Die Menge
{

ci, τi = ηi

ci
, i = 1 . . . nv

}

der Relaxationsstärken und -zeiten im̈Uberspannungsanteil der

Relaxationsfunktion (4.17)

Rov(t) =

nv∑

i=1

cie
− t

τi . (4.18)
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4 Modellierung des Materialverhaltens von Polypropylen

bildet dabei ein diskretes Relaxationsspektrum, das die geschwindigkeitsabhängigen Eigenschaften des
verallgemeinerten MAXWELL -Modells vollsẗandig beschreibt.

4.1.3 Parameteridentifikation linear viskoelastischer Spe ktren

Das verallgemeinerte MAXWELL -Modell stellt im Rahmen dieser Arbeit den Ausgangspunkt für dieIdentifikation aus
Relaxationsversu-
chen

Modellierung des geschwindigkeitsabhängigen Materialverhaltens von PP dar. Zur Anpassung des Mo-
dellverhaltens an das experimentell ermittelte Materialverhalten sind die Parameter des diskreten Spek-
trums zu identifizieren. Dabei besitzen Relaxationsversuche eine besondere Bedeutung, da diese Art
der Versuchsf̈uhrung eine Trennung der geschwindigkeitsabhängigen und -unabhängigen Materialei-
genschaften erm̈oglicht.
Gerlach und Matzenmiller(2005) bewerten verschiedene Methoden hinsichtlich ihrer Eignung zur
Identifikation der diskreten Relaxationsspektren. Von den untersuchtenAlgorithmen liefern Regula-
risierungsmethoden und das Fensterverfahren nachEmri und Tschoegl(1993, 1994, 1995) die besten
Ergebnisse (Gerlach(2003)). An dieser Stelle kommt das letztgenannte Verfahren zur Anwendung. Es
ermöglicht durch die gezielte Ausnutzung der Eigenschaft des verallgemeinerten MAXWELL -Modells,
dass jeweils nur eine begrenzte Anzahl von MAXWELL -Elementen aktiv zur Spannungsrelaxation bei-
tragen, eine effiziente Berechnung des diskreten Relaxationsspektrums. Die Parameteridentifikation
erfolgt dabei durch die rekursive Berechnung der zu einem a priori festgelegten Satz von Relaxations-
zeitenτi geḧorenden Relaxationsstärkenci, wobei die Wahl der gr̈oßten (τmax) und kleinsten (τmin)
Relaxationszeiten des zu identifizierenden Spektrums durch die Haltezeitth des Relaxationsversuchs
bzw. die zeitliche Aufl̈osung des Messsignals∆tM bestimmt werden. Eine Beschreibung der Funk-
tionsweise des Algorithmus sowie Untersuchungen zum Einfluss der Belastungsgeschwindigkeit, der
Haltezeit und der Abtastung des Messsignals auf das Ergebnis der Parameteridentifikation sind in den
AnhängenA bzw.B zu finden.

Da ein idealer Dehnungssprung in realen Relaxationsexperimenten nicht realisiert werden kannIdentifikation aus
Zugversuchen (Abb. 4.4), kommt es infolge der endlichen Dehnrateε̇0 = ε0/∆t0 zu einer fehlerhaften Identifikation

der zu kurzen Relaxationszeiten gehörenden Relaxationsstärken (vgl. AnhangB). Um diese Modellpa-
rameter mit ḧoherer Genauigkeit bestimmen zu können, wird das Verfahren von EMRI und TSCHOEGL

in dieser Arbeit derart modifiziert, dass auch Informationen aus monotonen Zugversuchen mit konstan-
ter Dehnrate zur Identifikation verwendet werden können.

t t0

0

tht0

Abbildung 4.4: Dehnungs-Zeitverlauf eines realen Relaxationsversuchs

Ausgangspunkt f̈ur die Modifikation ist die Spannungsantwort des verallgemeinerten MAXWELL -Mo-
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4.1 Einachsige lineare Viskoelastizität

dells in einem Zugversuch mit konstanter Dehnrateε̇0

σ(t) = ε̇0

[

Et +

nv∑

i

ciτi

(

1 − e
− t

τi

)
]

, (4.19)

wobei die Funktion

η(t) =

nv∑

i

ciτi

(

1 − e
− t

τi

)

, (4.20)

als zeitlich ver̈anderliche Viskosiẗatsfunktion interpretiert werden kann.
Es ist zu erkennen, dass der aktive Bereich eines einzelnen MAXWELL -Elements in Analogie zur Re-
laxationsfunktionRov(t) (vgl. Abb. 4.2) auf die Umgebung der Zeitkonstanteτi begrenzt ist. Diese
Eigenschaft wird im Folgenden zur Adaption des Fensterverfahrens für Zugversuche genutzt.
Zur Bestimmung des diskreten Spektrums ist zunächst derÜberspannungsanteil der Materialantwort
zu bestimmen. Da im Gegensatz zur Identifikation aus Relaxationsversuchender Gleichgewichtswert
der Spannung ẅahrend des Zugversuchs nicht konstant ist, müssen an dieser Stelle das für die Gleich-
gewichtsrelation verwendete Materialmodell sowie dessen Parameter bekannt sein. Damit ergeben sich
die zur Identifikation genutzten Messwerte der Viskositätsfunktion

η̂(tj) =
1

ε̇0
[σ̂(tj) − σeq(tj)] (4.21)

aus dem gemessenen Spannungsverlaufσ̂(tj) und der Spannungsantwort des Materialmodells der
Gleichgewichtsrelationσeq(tj) zum Zeitpunkttj . Die Herleitung einer Gleichung zur Berechnung der
k-ten Relaxationsstärke erfolgt durch Minimierung des Quadrats

Fk =

jo
k∑

j=ju
k

[η̂(tj) − η(tj)]
2 , (4.22)

der zwischen dem Messwertη̂(tj) und der Modellantwortη(tj) im Intervall
[
tu
k; to

k

]
auftretenden Ab-

weichung, wobeiju
k und jo

k die den Intervallgrenzen zugeordneten Indizes der diskreten Messwerte
sind.
Betrachtet man den aktiven Bereich desk-ten MAXWELL -Elements, so sind die Beiträge aller MAX -
WELL-Elemente bisk − 1 von Null auf den konstanten Wertciτi angestiegen, ẅahrend alle Elemente
abk+1 unver̈andert keinen Beitrag zur Viskosität liefern. Damit erḧalt man folgende N̈aherungsformel
für die Viskosiẗatsfunktion

η(t) ≈
k−1∑

i=1

ciτi + ckτk

(

1 − e
− t

τk

)

+ 0 ∀ tu
k ≤ t < to

k. (4.23)

Zur Sicherung der Genauigkeit des Algorithmus sind die Annahmen hinsichtlich der als aktiv zu

ber̈ucksichtigenden MAXWELL -Elemente anhand der Analyse des Verlaufs der Kernfunktione
t
τi des

i-ten MAXWELL -Elements zu pr̈azisieren. Da der aktive Bereich desi-ten Maxwellelements bei ca.
10−2 · τi beginnt (vgl. Abb.4.2), wird im Gegensatz zu (4.23) in der implementierten Version des Al-
gorithmus lediglich der Einfluss der viskosen Elemente vernachlässigt, deren Relaxationszeiten min-
destens zwei Dekaden größer sind, als die des zu identifizierenden Elements

η(t) =
k−1∑

i=1

ciτi

(

1 − e
− t

τi

)

+ ckτk

(

1 − e
− t

τk

)

+

imax∑

i=k+1

ciτi

(

1 − e
− t

τi

)

∀ tu
k ≤ t < to

k (4.24)
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4 Modellierung des Materialverhaltens von Polypropylen

mit

imax =

{

k + 3 für k + 3 ≤ nv

nv für k + 3 > nv
(4.25)

Für die Relaxationsstärke ck erḧalt man aus der Minimierung vonFk und Einsetzen von (4.24) die
Bestimmungsgleichung

ck =
1

τk

jo
k

X

j=ju
k

"

η̂(tj) −

k−1
X

i=1

ciτi

„

1 − e
−

tj
τi

«

−

imax
X

i=k+1

ciτi

„

1 − e
−

tj
τi

«

#

„

1 − e
−

tj
τk

«

jo
k

X

j=ju
k

„

1 − e
−

tj
τk

«2

. (4.26)

Die Berechnung erfolgt beginnend mit der kleinsten Relaxationszeit und endet mit der Identifikation
der zur gr̈oßten im Zugversuch zu bestimmenden Relaxationszeit gehörenden Relaxationsstärkecnz.
Der in einem ersten Durchlauf ermittelte Satz von Relaxationsstärken wird analog zum ursprünglichen
Verfahren durch die rekursive Anwendung bis zum Erreichen einesAbbruchkriteriums verbessert.

Zur vollsẗandigen Definition des Identifikationsalgorithmus sind schließlich die Grenzentu
k und to

k,Festlegung der
Grenzen die das Zeitintervall in demη(t) durch (4.24) approximiert werden kann und damit das Fenster der zur

Identifikation genutzten Daten bestimmen, festzulegen. Das dazu verwendete Kriterium ergibt sich aus
dem Vergleich der Anstiege

Dtran
k = − d

d log
(

t
τk

)e
− t

τk = ln 10
t

τk
e
− t

τk . (4.27)

von drei aufeinanderfolgenden Kernfunktionene
t

τk−1 ,e
t

τk unde
t

τk+1 (Abb. 4.5).
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Abbildung 4.5: Beschr̈ankung der zur Identifikation genutzten Daten
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4.1 Einachsige lineare Viskoelastizität

Für die untere Grenzetu
k folgt aus der BedingungDtran

k−1 = Dtran
k

tu
k =

τkτk−1

τk − τk−1
ln

τk

τk−1
, (4.28)

für die obere Grenzeto
k ausDtran

k = Dtran
k+1

to
k =

τkτk+1

τk+1 − τk
ln

τk+1

τk
. (4.29)

Durch diese Kriterien wird erreicht, dass nur der Ausschnitt des Messsignals zur Identifikation vonck

genutzt wird, der die größte Empfindlichkeit bez̈uglich dieses Parameters aufweist.
Abschließend sollen die Eigenschaften des modifizierten Verfahrens anhand des bekannten diskretenBeispiel

Spektrums

c = [100 400 300 200 100]T MPa; τ = [0, 01 0, 1 1 10 100]T s. (4.30)

überpr̈uft werden. Dabeïubernimmt die mithilfe des verallgemeinerten MAXWELL -Modells berechnete
Spannungsantwort die Funktion des realen Messsignals. Die Zugversuche werden bis zu einer maxima-
len Dehnung vonε0 = 0, 045 simuliert. F̈ur die beiden betrachteten Belastungsgeschwindigkeiten von
ε̇0 = 1, 5 · 10−2 1

s und ε̇0 = 1, 5 · 10−3 1
s ergeben sich Messzeiten von∆t0 = 3s bzw.∆t0 = 30s. Die

Ergebnisse der Identifikation sind für beide Signale in Abb.4.6dargestellt. Es ist zu erkennen, dass der
Informationsgehalt des Messsignals entscheidend von der Versuchsdauer bestimmt wird. In Analogie
zu den Relaxationsversuchen muss der aktive Bereich des zu identifizierenden MAXWELL -Elements
innerhalb der Messzeit liegen.
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Abbildung 4.6: Einfluss der Belastungsgeschwindigkeit auf Ergebnis der Parameteridentifikation

Durch die Kombination mit dem Originalverfahren (vgl. AnhangA), das zur Identifikation der Kon- Fazit

stantencnz+1. . .cnv genutzt wird, ẅahrend aus den Zugversuchen die Relaxationsstärkenc1 . . . cnz be-
stimmt werden, k̈onnen die Relaxationsstärken eines verallgemeinerten MAXWELL -Modells für ein
breites Spektrum von Relaxationszeiten bestimmt und der in realen Relaxationsexperimenten auftre-
tende Einfluss der endlichen Belastungsgeschwindigkeit auf die identifizierten Materialparameter eli-
miniert werden. Einschränkungen hinsichtlich der Identifizierbarkeit ergeben sich für τmin aus der zeit-
lichen Auflösung des Messsignals und für τmax aus der Wahl der Haltezeit im Relaxationsversuch.
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4 Modellierung des Materialverhaltens von Polypropylen

4.2 Einachsiges viskoplastisches Materialmodell für
Polypropylen

Nach der Analyse grundlegender geschwindigkeitsabhängiger Materialpḧanomene soll nun ein einach-Einführung

siges Materialmodell f̈ur PP formuliert werden. Da die in Abschnitt3.1.5beschriebenen zyklischen
Versuche mit Zwischenrelaxationen die Existenz einer Gleichgewichtshysterese zeigen, wird f̈ur die
Gleichgewichtsrelation ein plastisches Materialmodell gewählt. In Kombination mit dem zur Modellie-
rung derÜberspannung zu verwendenden viskoelastischen Teilmodell ergibt sich gem̈aß der in Kapitel
2 vorgestellten Klassifizierung ein viskoplastisches Materialmodell.

4.2.1 Materialmodell der Gleichgewichtsrelation

Verbindet man die in einem zyklischen Versuch mit Haltezeiten bestimmten Abbruchpunkte der Span-Motivation des
Materialmodells nungsrelaxation (vgl. Abb.3.11(a)), so erḧalt man eine sehr flach verlaufende Gleichgewichtsrelation

mit Hysterese. Dabei ist im Vergleich zu dem von Metallen bekannten Verhalten kein ausgeprägter Be-
reich linear elastischen Materialverhaltens erkennbar. Die Spannungs-Dehnungskurven sind von Be-
ginn an nichtlinear. Motiviert durch diese experimentellen Beobachtungen, soll zur Modellierung der
Gleichgewichtsrelation ein endochrones Materialmodell der Plastizität ohne Fließbedingung (Valanis
(1971a,b); Khan und Huang(1995)) eingesetzt werden, bei dem inelastische Deformationen ab Belas-
tungsbeginn auftreten. Die Bezeichnung endochron, leitet sich dabei von der als innere Zeit des Mo-
dells interpretierbaren Bogenlänge ab. Ein endochrones Modell wurde vonKletschkowski u. a.(2001,
2002b,a, 2004, 2005) zur Modellierung des mechanischen Verhaltens von kurzfaserverstärktem Poly-
tetrafluorethylen verwendet.

Die zu dem einfachen endochronen Modell in Abb.4.7geḧorenden konstitutiven Gleichungen könnenEndochrones
Modell durch Anwendung des in Abschnitt2.2.3erläuterten Korrespondenzprinzips auf das MAXWELL -Modell

der linearen Viskoelastizitätstheorie (Abb.3.16(d)) ermittelt werden.

E
endend

qe end

Abbildung 4.7: Rheologisches Modell der endochronen Plastizität

Während die Spannungs-Dehnungsbeziehung

σend(t) = E
(
ε(t) − qend(t)

)
, (4.31)

in derε die Dehnung undqend die inelastische Dehnung des endochronen Elements beschreiben, un-
ver̈andert von dem viskoelastischen Modellübernommen werden kann, ist in der Evolutionsgleichung
der inneren Variable die Zeitt durch die Bogenl̈angez(t) nach Gleichung (2.44) zu ersetzen

q̄′end(z) = β
(
ε̄(z) − q̄end(z)

)
. (4.32)

Für die zeitlicheÄnderung der inneren Variableqend(t) folgt unter Beachtung der Kettenregel

q̇end(t) = q̄′end(z)ż(t) = β
(
ε̄(z) − q̄end(z)

)
ż(t). (4.33)
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Nach der Bildung der Zeitableitung der Spannungs-Dehnungsbeziehung (4.31) ist durch Einsetzen von
(4.33) eine Differenzialgleichung für die Spannung im endochronen Modell angebbar

σ̇end(t) = Eε̇(t) − βσend(t)ż(t). (4.34)

Unter Beachtung der Definition der Bogenlängeż(t) = |ε̇| kann f̈ur die Differenzialgleichung des
endochronen Modells die Geschwindigkeitsunabhängigkeit nachgewiesen werden. Betrachtet man das
Verhalten im Relaxationsversuch (ż(t) = |ε̇| = 0), folgt σ̇end(t) = 0. Somit tritt keine Relaxation der
Spannung auf.

In Abb. 4.8(b)ist die Spannungsantwort des endochronen Modells auf eine zyklischeDehnungsbe- Zyklische
Beanspruchunganspruchung mit f̈unf Zyklen und einer Dehnungsamplitude vonε̂ = 0, 045 (Abb. 4.8(a)) dargestellt.

Deutlich zu erkennen ist, dass das Spannungs-Dehnungsverhalten bereits nach dem zweiten Zyklus
station̈ar ist. Diese typische Eigenschaft endochroner Modelle, bereits nach wenigen Zyklen eine stati-
onäre Hysterese mit der Maximalspannung

σend
∞ =

E

β
tanh (βε̂) (4.35)

zu zeigen, schränkt die Abbildbarkeit von Verfestigungsvorgängen stark ein. Eine M̈oglichkeit zur
Veränderung dieses Verhaltens besteht in der Verwendung einer generalisierten Bogenl̈ange. Vorschl̈age
dazu sind beispielsweise inHaupt(2002) zu finden. Da das zyklische Verhalten der Gleichgewichts-
relation nicht im Mittelpunkt der Untersuchungen steht, wird hier die oben beschriebene Form des
endochronen Modells verwendet.
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Abbildung 4.8: Spannungs-Dehnungsverhalten eines endochronen Modells bei zyklischer Belastung

Durch die Wahl der ParameterE undβ kann das Materialmodell an die gemessenen AbbruchpunkteGleichgewichtsre-
lationder Zwischenrelaxationen angepasst werden. In Abb.4.9 ist erkennbar, dass mit der Parameterkombi-

nationE = 800, 0MPa undβ = 44, 0, zu deren Bestimmung nur die Endpunkte der im Belastungspfad
liegenden Haltezeiten verwendet wurden, die Gleichgewichtshysterese deutlichüberscḧatzt wird.
Da eine Verkleinerung der Hysterese allein durch die Variation der Parameter ohne eine deutliche Ver-
schlechterung der Approximation des Belastungspfades der Gleichgewichtsrelation nicht m̈oglich ist,
soll das bisherige Modell zur Abbildung der geringen Gleichgewichtshysterese entsprechend Abb.4.10
durch die Parallelschaltung einer nichtlinearen Feder modifiziert werden.Damit ergibt sich die ge-
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Abbildung 4.9: Modellierung der Gleichgewichtshysterese durch ein endochrones Modell
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Abbildung 4.10: Rheologisches Modell der Parallelschaltung von nichtlinearer Feder und endochro-
nem Modell

schwindigkeitsunabḧangige Gleichgewichtsspannung

σeq = σe + σend (4.36)

als Summe der Spannungen in der Federσe und dem endochronen Modellσend. Für die Spannungs-
Dehnungsbeziehung der nichtlinearen Feder wird

σe =
E1

1 + α|ε|ε (4.37)

angenommen, ẅahrend die konstitutiven Gleichungen des endochronen Modells unter Beachtung der
gëanderten Parameterbezeichnungenübernommen werden. Die spezielle Wahl der einachsigen Span-
nungs-Dehnungsbeziehung ist dabei durch die mögliche Generalisierung von Gleichung (4.37) zu ei-
nem mehrachsigen hyperelastischen Material motiviert. Das im Zug- und Druckbereich symmetrische
Spannungs-Dehnungsverhalten der nichtlinearen Feder ist in Abb.4.11(a)dargestellt.
Mit Hilfe dieses erweiterten Modells ist bei Wahl der ParameterE1 = 400, 0MPa,α = 15, 0 sowie
E2 = 350, 0MPa undβ = 60, 0 eine deutliche Reduzierung der Gleichgewichtshysterese möglich (vgl.
Abb.4.11(b)). Dadurch werden, bei unverändert guter Wiedergabe des Belastungspfades, die Abbruch-
punkte der Zwischenrelaxationen bei Entlastung deutlich besser approximiert.
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(b) Vergleich zwischen Spannungsantwort des erweiterten
Modells nach Abb.4.10und Experiment

Abbildung 4.11: Erweiterung des endochronen Modells durch ein nichtlinear elastisches Teilmodell -
Vergleich zwischen Experiment und Modellantwort

4.2.2 Linear viskoelastisches Überspannungsmodell

Zur Abbildung der geschwindigkeitsabhängigen Materialpḧanomene wird die nichtlineare Gleichge-Wahl der
Relaxationszeitenwichtsrelation mit einem verallgemeinerten MAXWELL -Modell der linearen Viskoelastizität kombi-

niert, so dass eine additive Zerlegung der Gesamtspannung

σ = σeq + σov (4.38)

des viskoplastischen Materialmodells in die geschwindigkeitsunabhängige Gleichgewichtsspannung
σeq und die geschwindigkeitsabhängigeÜberspannungσov des verallgemeinerten MAXWELL -Modells
vorliegt (Abb.4.12).
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Abbildung 4.12: Rheologisches Gesamtmodell
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Abbildung 4.13: Parameteridentifikation aus Relaxationsversuch - Vergleich zwischen Experiment und
Modellantwort

Als Voraussetzung für die Identifikation des diskreten Relaxationsspektrums durch das Fensterver-
fahren von EMRI und TSCHOEGL ist ein Satz von Relaxationszeiten zu definieren. Dies ist gleich-
bedeutend mit der Festlegung der Anzahl von MAXWELL -Elementen imÜberspannungsmodell. Zur
Parameteridentifikation werden die Ergebnisse der Relaxationsversuchebis zu einer Haltezeit von
10 Stunden bzw.3, 6 · 104s herangezogen, so dass gemäß Abschnitt4.1.3als gr̈oßte Relaxationszeit
τmax = 104s geẅahlt werden muss. Die minimale Relaxationszeit wird durch die Auflösung des Mess-
signals∆tM = 2ms bestimmt und beträgtτmin = 10−2s. Innerhalb dieser Grenzen soll das geschwin-
digkeitsabḧangige Materialverhalten durch ein MAXWELL -Element pro Dekade modelliert werden

τ =
[
10−2 10−1 100 101 102 103 104

]T
s. (4.39)

Durch die Anwendung des Verfahrens von EMRI und TSCHOEGLauf die experimentellen Daten derRelaxations-
versuch Relaxationsversuche kann die folgende Verteilung von Relaxationsstärken bestimmt werden

cR = [0 4, 81 55, 17 91, 81 88, 52 83, 89 70, 52]T MPa. (4.40)

Die mit einem derart parametrisierten Modell für einen Relaxationsversuch und Zugversuche bei ver-
schiedenen Geschwindigkeiten berechneten Modellantworten sind den entsprechenden experimentell
ermittelten Spannungs-Zeit- bzw. Spannungs-Dehnungsverläufen in Abb.4.13gegen̈ubergestellt. Dabei
ist zu erkennen, dass der zur Identifikation genutzte Relaxationsversuch erwartungsgem̈aß sehr gut wie-
dergegeben werden kann (Abb.4.13(a)). Deutlich schlechter fällt dagegen der Vergleich von Modell
und Experiment f̈ur den Zugversuch aus. Hier kann die Nichtlinearität der Spannungs-Dehnungsverläufe
(vgl. Abb. 4.13(b)) nicht korrekt abgebildet werden. Ursache dafür sind die aus einem Relaxations-
versuch bei der geẅahlten Belastungsgeschwindigkeit von500mm

min nicht identifizierbaren Relaxati-
onssẗarken f̈ur τ ≤ 10s.

Die Identifikation dieser Relaxationsstärken erfolgt unter Nutzung der modifizierten Form des Fens-Zugversuch

terverfahrens aus experimentellen Daten von Zugversuchen. Wie in Abb. 4.6 gezeigt wurde, ist eine
Messzeit von∆t0 = 30s zur Bestimmung der gesuchten Parameter notwendig. Dies entspricht bei
einer maximalen Dehnungεmax = 0, 045 einer Dehnrate voṅε = 1, 5 · 10−3 1

s bzw. einer Belastungs-
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4.2 Einachsiges viskoplastisches Materialmodell für Polypropylen

geschwindigkeit von10mm
min. Die Relaxationsstärken f̈ur τ > 10s werden unverändert aus der vorange-

gangenen Identifikation̈ubernommen. Damit lautet der modifizierte Satz von Relaxationsstärken

cZR = [0 0 327, 54 433, 27 88, 52 83, 89 70, 52]T MPa. (4.41)

Die Ergebnisse der zugehörigen Modellrechnungen sind in Abb.4.14dargestellt.
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Abbildung 4.14: Parameteridentifikation aus Relaxations- und Zugversuch- Vergleich zwischen Expe-
riment und Modellantwort

Während in der Approximation des Relaxationsversuchs keine wesentlichenÄnderungen erkennbar
sind, da die letzten drei Relaxationsstärken unver̈anderẗubernommen wurden, wirkt sich das veränderte
Spektrum in der Simulation der Zugversuche deutlich stärker aus. Zwar wird die zur Identifikation
genutzte Kurve f̈ur 10mm

min durch die ḧoheren KonstantencZR
3 und cZR

4 im Anfangsbereich besser ap-
proximiert. Nicht zufriedenstellend ist dagegen die Vorhersage der nicht zur Identifikation genutzten
Versuchsgeschwindigkeiten. So wird insbesondere das Spannungsniveau bei einer Geschwindigkeit
von100mm

min signifikantüberscḧatzt. Da auch das Identifikationsverfahren durch die zu Null bestimmten
RelaxationssẗarkencZR

1 undcZR
2 auf eine Nichtlineariẗat des Materialverhaltens hindeutet, die durch das

lineare MAXWELL -Modell nicht abgebildet werden kann, soll dasÜberspannungsmodell nachfolgend
durch eine nichtlineare Viskositätsfunktion modifiziert werden.

4.2.3 Nichtlinear viskoelastisches Überspannungsmodell

Ursache f̈ur die schlechtëUbereinstimmung von Modellantwort und experimentell bestimmten Span-Nichtlineare Dehn-
ratenabhängigkeitnungs-Dehnungskurven bei verschiedenen Dehnraten ist die nichtlineare Geschwindigkeitsabhängig-

keit des Materialverhaltens von PP, die in dem bisher betrachteten linear viskoelastischen Materialmo-
dell derÜberspannung nicht berücksichtigt wird.
Da die in Abb.4.14(b)dargestellte Spannungsantwort des linear viskoelastischen Modells für höhere
Geschwindigkeiten ein zu hohes Spannungsniveau vorhersagt, sollte sich die Viskosiẗat eines erweiter-
ten Modells umgekehrt proportional zur Belastungsgeschwindigkeit verhalten. Zur Besẗatigung dieser
Vermutung wird die Viskosiẗatfunktionη(t) untersucht. Unter Voraussetzung des im vorangegangenen
Abschnitt formulierten Modells der Gleichgewichtsrelation berechnen sich diskrete Werte der Visko-
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sitätsfunktion

η̂ (ti) =
1

ε̇0
(σ̂(ti) − σeq(ti)) . (4.42)

aus den Spannungswertenσ̂(ti), die in Zugversuchen mit konstanter Dehnrateε̇0 gemessenen werden.
Die für verschiedene Belastungsgeschwindigkeiten bestimmten Verläufe der Viskosiẗatsfunktionen sind
in Abb. 4.15als Funktion der Dehnung dargestellt. Die aus den Messwerten berechneten Viskosiẗaten
streben abḧangig von der Belastungsgeschwindigkeit unterschiedlich schnell gegen einen station̈aren
Wert. Je ḧoher die Dehnrate des Zugversuchs ist, desto schneller geht die Kurvein einen nahezu hori-
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Abbildung 4.15: Darstellung der Viskositäten als Funktion der Dehnung

zontalen Verlauf̈uber.
Zur Modellierung einer derartigen nichtlinearen Viskositätsfunktion existieren verschiedene Mög-Nichtlineare

Viskositätsfunktion lichkeiten, wobei bestimmte Abhängigkeiten aufgrund der experimentellen Befunde auszuschließen
sind. Wichtige Erkenntnisse können dabei aus den zyklischen Versuchen mit Haltezeiten gewonnen
werden. Dazu sollen die bereits in Abschnitt3.1.5 (Abb. 3.11) vorgestellten Spannungs-Dehnungs-
verläufe genauer analysiert werden. Vergleicht man die Anstiege der Spannungs-Dehnungskurven bei
erneuter Belastung nach dem Ende verschiedener Haltezeiten, so sind trotz unterschiedlicher Dehnun-
genε keine signifikanten Abweichungen erkennbar. Eine Abhängigkeit der Viskosiẗat vom aktuellen
Wert der Dehnung ist daher im untersuchten Bereich nicht vorhanden. Da sich die verschiedenen Hal-
tezeiten nicht nur in den Dehnungen sondern auch in den Werten der Gleichgewichtsspannung un-
terscheiden, sollte aufgrund der gleichen Argumentation auch keine Abhängigkeit von der Gleichge-
wichtsspannungσeq angenommen werden. Geeignet erscheinen dagegen die Beeinflussungder Visko-
sität durch die Dehnratėε oder dieÜberspannungσov. Von Lion (1994) werden dazu die Idee einer
überspannungsabhängigen Viskosiẗat übernommen und die Evolutionsgleichungen der inneren Varia-
blen des verallgemeinerten MAXWELL -Modells

q̇ov
i =

ci

ηie
− |σov|

s0

(ε − qov
i ) (4.43)

modifiziert (Kästner u. a.(2008b)). Dadurch bildet das Modell eine degressive Abhängigkeit der Vis-
kosiẗat von der gesamten̈Uberspannungσov ab, die auch als Verschiebung des Spektrums zu kleineren
Zeitkonstanten

τ̃i = τie
− |σov|

s0 (4.44)
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interpretiert werden kann. Zur besseren Approximation des Spannungs-Dehnungsverhaltens in einem
Dehnungsbereich zwischenε = 0, 015 . . . 0, 03 wird der Ansatz durch Einführung des Exponenten
k0 > 1, 0

τ̃i = τie
− |σov|k0

s0 (4.45)

zur Versẗarkung des Einflusses derÜberspannung ergänzt und die Relaxationsstärkenci ausgehend von
den bisherigen Werten optimiert. Da die Werte{ci, τi} durch den variablen Zeitmaßstab (4.45) ihre Be-
deutung als konstantes Spektrum der linearen Viskosität verloren haben, kann dazu das Verfahren von
EMRI und TSCHOEGL nicht mehr angewendet werden. Die Bestimmung geeigneter Parameterkom-
binationen erfolgt durch ein iteratives Vorgehen bestehend aus Parameterstudien zur Ermittlung von
k0 unds0 sowie einer nichtlinearen Optimierung der zu festen Relaxationszeitenτi geḧorenden Rela-
xationssẗarkenci. In Abb. 4.16sind, als Beispiel f̈ur die Parameterbestimmung, die Ergebnisse einer
Parameterstudie zur Untersuchung des Einflusses vons0 dargestellt. G̈unstige Parameterwerte liegen,

0 0.01 0.02 0.03 0.04
0

10

20

30

Dehnung ε [-]

S
p
an

n
u
n
g

σ
[M

P
a]

100 mm/min

10 mm/min

1 mm/min

(a) s0 = 100

0 0.01 0.02 0.03 0.04
0

10

20

30

Dehnung ε [-]

S
p
an

n
u
n
g

σ
[M

P
a]

100 mm/min

10 mm/min

1 mm/min

(b) s0 = 10

0 0.01 0.02 0.03 0.04
0

10

20

30

Dehnung ε [-]

S
p
an

n
u
n
g

σ
[M

P
a]

100 mm/min

10 mm/min

1 mm/min

(c) s0 = 1

0 0.01 0.02 0.03 0.04
0

10

20

30

Dehnung ε [-]

S
p
an

n
u
n
g

σ
[M

P
a]

100 mm/min

10 mm/min

1 mm/min

(d) s0 = 0, 1

Abbildung 4.16: Parameterstudie zum Einfluss derüberspannungsabhängigen Viskosiẗatsfunktion

unter Voraussetzung des optimierten Spektrums, zwischens0 = 1, 0 unds0 = 10, 0. Durch eine ver-
feinerte Parameterstudie in diesem Intervall konnte ein Wert vons0 = 5, 2 festgelegt werden.
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Abbildung 4.17: Vorhersage von Zugversuchen mit verschiedenen Belastungsgeschwindigkeiten bei
Verwendung der spannungsabhängigen Viskosiẗatsfunktion nach (4.45) - Vergleich
zwischen Experiment und Modellantwort

Mit k0 = 1, 25 sowie dem Spektrum

τ =
[
10−1 100 101 102 103 104

]T
s (4.46)

c = [62, 18 107, 54 133, 27 288, 59 283, 88 173, 51]T MPa (4.47)

kann die gegen̈uber dem linear viskoelastischenÜberspannungsmodell in Abb.4.14(b)deutlich ver-
besserte Approximation der Zugversuche (Abb.4.17) erreicht werden.

4.2.4 Bewertung der Modelleigenschaften

Nachdem bei der bisherigen Diskussion der Modelleigenschaften im Wesentlichen die bei verschiede-Relaxationsver-
suche nen Belastungsgeschwindigkeiten durchgeführten Zugversuche im Mittelpunkt standen, ist die Qualität

der formulierten konstitutiven Beziehungen anhand der Modellierung anderer Belastungsprozesse zu
überpr̈ufen. Dazu soll das Verhalten in Relaxationsversuchen, Versuchen mitZwischenrelaxationen
und zyklischen Prozessen mit vergleichbarem Geschwindigkeits- und Deformationsniveau betrachtet
werden.
Obwohl das zur Modellierung der nichtlinearen Dehnratenabhängigkeit eingesetzte erweiterte Materi-
almodell zu einer Verschiebung des Spektrums zu kürzeren Relaxationszeiten führt, werden die Rela-
xationsversuche mit sehr guter Genauigkeit wiedergegeben (Abb.4.18(a)).

In Abb. 4.18(b)sind die experimentell und numerisch ermittelten Spannungs-Dehnungskurven einesZwischenrelaxati-
onen Be- und Entlastungsversuchs mit Zwischenrelaxationen, der bei einer Versuchsgeschwindigkeit von

10mm
min durchgef̈uhrt wurde, zu sehen. Aus dem Vergleich von Experiment und Modell ist zu erkennen,

dass das Modell der Gleichgewichtsrelation die Endpunkte der Zwischenrelaxationen abbilden kann.
Gleichermaßen stimmt auch der Anstieg der Spannung bei Erhöhung der Dehnung gut mit dem Expe-
rimentüberein.

Während das Verhalten in Relaxationsexperimenten und in Versuchen mit Zwischenrelaxationen mitZyklische
Versuche guter Genauigkeit simuliert werden kann, wird das Verhalten des Materialsunter zyklischer Bean-

spruchung nur qualitativ richtig wiedergegeben. So kann in beiden Spannungs-Dehnungskurven Abb.
4.19mit wachsender Zyklenzahl ein Absinken der in den Umkehrpunkten erreichten Spannungswerte
beobachtet werden. Allerdings wird die Fläche der Hysterese durch das Modellüberscḧatzt.
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Abbildung 4.18: Bewertung der Modelleigenschaften in Relaxationsversuchen und Be- und Entlas-
tungversuchen mit Haltezeiten – Vergleich zwischen Experiment und Modellantwort

Zusammenfassend kann festgestellt werden, dass das Materialmodell in der Lage ist, die wesent-
lichen Pḧanomene des Materialverhaltens – die nichtlineare Geschwindigkeitsabhängigkeit und die
Gleichgewichtshysterese – zu beschreiben. Während dieÜbereinstimmung in Zug- und Relaxations-
versuchen als sehr gut beurteilt werden kann, ist die quantitativeÜbereinstimmung in zyklischen Ver-
suchen verbesserungswürdig. Da der Schwerpunkt der Untersuchungen des Verbundes auf der Berech-
nung geschwindigkeitsabhängiger Spannungs-Dehnungskurven und dem Vergleich mit entsprechenden
Zugversuchen liegt, wird die Qualität des Materialmodells als ausreichend bewertet.

Abschließend sollen alternative Modellierungsansätze diskutiert werden. So könnte das ausgeprägte Alternativen

Relaxationsverhalten im Rahmen eines linear viskoelastischen Modells beispielsweise durch einen Po-
tenzansatz (Haupt(2002)) oder ein Modell der fraktionellen Viskoelastizität (Lion (2000)) modelliert
werden.
Drozdov und Christiansen(2007b) simulieren das zyklische Materialverhalten eines Polypropylen Co-
polymers unter Verwendung eines pseudo-elastischen Materialmodells (Ogden und Roxburgh(1999)).
Dabei werden jedoch typische Phänomene wie die Spannungsrelaxation nicht erfasst. Einähnliches
Materialmodell wird auch zur Abbildung des Materialverhaltens von Polyethylen angewendet (Droz-
dov und Christiansen(2007a)).
Mögliche alternative Ans̈atze zur Beschreibung der nichtlinearen Dehnratenabhängigkeit ergeben sich
aus der Verwendung einer nichtlinearen ViskositätsfunktionKrempl und Khan(2003). Allerdings sind
solche Modelle meist nicht in der Lage, das ausgeprägte Relaxationsverhalten von Polymeren abzu-
bilden. Interessanter erscheinen deshalbÜberlegungen zu den Veränderungen der Mikrostruktur, die
prozessbedingt durch Zerstörung und Neubildung des Netzwerks von Verknüpfungen zwischen den
Molekülketten auftreten. Aus phänomenologischer Sicht führen diese Veränderungen zu sogenannten
prozess- oder strukturabhängigen Viskosiẗaten (Barnes(1997); Lion (2000)).
Die Modellierung der auf der Mikroebene ablaufenden Strukturveränderungen kann durch die Einfüh-
rung einer zus̈atzlichen inneren Variable erfolgen. Ein entsprechendes Modell nutztSedlan(2000) zur
Beschreibung des Materialverhaltens von Elastomerwerkstoffen, wobei f ür die zus̈atzliche Zustand-
größeqs, die auch als Strukturvariable bezeichnet wird, eine Evolutionsgleichungder Form

q̇s = cs|ε̇|(1 − qs) − 1

τq
(qs)b (4.48)
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Abbildung 4.19: Bewertung der Modelleigenschaften bei zyklischer Beanspruchung - Vergleich zwi-
schen Experiment und Modellantwort

geẅahlt wird. Der erste Summand beschreibt dabei die zunehmende Zerstörung der Materialstruktur,
die zu einem Anwachsen der Strukturvariable bisqs ≤ 1 führt. Der zweite Term dient der Modellierung
der Erholung, d. h. der Neubildung von Vernetzungen, wobeiτq ein Maß f̈ur die Zeitskala ist, in der
Erholungsprozesse stattfinden können. Ein solches Modell könnte zur Abbildung des hier beobachteten
Materialverhaltens alternativ zur spannungsabhängigen Viskosiẗat eingesetzt werden. Die Strukturva-
riable ḧatte damit den Charakter einer Schädigungsvariable.
Ist τq deutlich gr̈oßer als die Prozessdauer, d. h. treten keine Erholungseffekte auf,führt Gleichung
(4.48) zu einer deformationsabhängigen Viskosiẗatsfunktion, da die Evolutionsgleichung in diesem Fall
linear bez̈uglich der Dehnrate ist und deshalb keine Geschwindigkeitsabhängigkeit auftritt.

4.3 Mehrachsiges Materialmodell und FE-Implementierung

Das im vorigen Abschnitt anhand experimenteller Ergebnisse abgeleitete einachsige MaterialmodellEinführung

ist für den Einsatz zur Modellierung des Materialverhaltens von Polypropylenin einem dreidimen-
sionalen RVE-Modell auf mehrachsige Beanspruchungszustände zu verallgemeinern. Die Verwendung
des Materialmodells im Rahmen einer physikalisch nichtlinearen FE-Simulation erfordert zudem die
zeitliche Diskretisierung der konstitutiven Beziehungen. Für die Anwendung des NEWTON-RAPH-
SON-Verfahrens zur iterativen L̈osung des nichtlinearen globalen Gleichungssystems sind die inkre-
mentellen Materialgleichungen durch Berechnung eines algorithmisch konsistenten Tangentenmoduls
zu linearisieren. Die Aktualisierung der Spannungen und Zustandsgrößen ẅahrend der inkrementellen
Berechnung erfolgt schließlich innerhalb des sogenannten Spannungsalgorithmus.

4.3.1 Mehrachsige Verallgemeinerung des Materialmodells

Ausgangspunkt f̈ur die mehrachsige Verallgemeinerung des viskoplastischen Materialmodells sind dieEinachsiges
Modell einachsigen konstitutiven Beziehungen in Form der additiven Zerlegungder Gesamtspannung

σ = σeq + σov (4.49)
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in die geschwindigkeitsunabhängige Gleichgewichtsspannung

σeq = σe + σend (4.50)

und die geschwindigkeitsabhängigeÜberspannung

σov =

nv∑

i=1

σov
i , (4.51)

der Spannungs-Dehnungsbeziehungen der Teilmodelle

σe =
E1

1 + α|ε|ε, (4.52)

σend = E2

(
ε − qend) , (4.53)

σov
i = ci (ε − qov

i ) (4.54)

und der Evolutionsgleichungen für die zugeḧorigen inneren Variablen

q̇end = β
(
ε − qend) ż mit ż = |ε̇| , (4.55)

q̇ov
i =

ci

η̃i
(ε − qov

i ) mit η̃i = ηie
− |σov|k0

s0 . (4.56)

Durch Kombination der Gleichungen (4.53) und (4.55) bzw. (4.54) und (4.56) können Differenzialglei-
chungen f̈ur die Spannungen des endochronen Modells

σ̇end = E2ε̇ − βσend|ε̇|, (4.57)

und der viskosen Elemente
σ̇ov

i = ciε̇ −
ci

η̃i
σov

i (4.58)

angegeben werden.
Zur Verallgemeinerung auf den mehrachsigen Fall wird im Folgenden die in den experimentellen Annahmen

Untersuchungen (Kapitel3) festgestellte Isotropie des Materialverhaltens vorausgesetzt. Damit experi-
mentelle Ergebnisse aus zukünftigen Torsions- oder kombinierten Zug-Torsionsversuchen später in das
Materialmodell einfließen k̈onnen, werden die deviatorischen und volumetrischen Anteile der konstitu-
tiven Gleichungen getrennt modelliert und inelastische Deformationen in beiden Anteilen zugelassen.
Eine nachtr̈agliche Beschr̈ankung des plastischen oder viskosen Verhaltens auf die deviatorischen Kom-
ponenten ist durch die entsprechende Wahl der Materialparameter möglich.
Nachfolgend wird ein Vorschlag für die mehrachsige Verallgemeinerung der Gleichgewichtsrelation
und derÜberspannung angegeben. Die dazu erforderliche Aufspaltung eines symmetrischen Tensors
µ in einen deviatorischenm und einen volumetrischen Anteil1

3µppδkl ist durch

µij = mij +
1

3
µppδij (4.59)

definiert. Sie wird sowohl auf die Gesamtspannungσ, die Spannungenσe, σend undσov,i

σ
( )
ij = s

( )
ij +

1

3
σ( )

mmδij (4.60)
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als auch auf den Verzerrungtensor

εij = eij +
1

3
εmmδij (4.61)

und auf die inneren Variablenqend undqov,i

q
( )
ij = q( ),dev

ij +
1

3
q( )
mmδij (4.62)

angewendet.
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Zur mehrachsigen hyperelastischen Verallgemeinerung des nichtlinear elastischen Teilmodells wird Nichtlineare
Elastizitätein Ansatz f̈ur die Funktion der spezifischen freien Energie formuliert. Entsprechend der Aufteilung in

einen deviatorischen und einen volumetrischen Anteil soll für die freie Energie

fe = fe,dev+ fe,vol (4.63)

gelten. Ans̈atze f̈ur die unabḧangigen Funktionenfe,dev und fe,vol, die für einen einachsigen Span-
nungszustand auf Gleichung (4.52) führen, sind durch

fe,dev =
2G1

ρ0α2
G

[
αG

√
eijeij − ln

(
1 + αG

√
eijeij

)]
(4.64)

fe,vol =
K1

ρ0α2
K

[αK
√

εmmεnn − ln (1 + αK
√

εmmεnn)] (4.65)

gegeben. Die Koordinaten des Spannungstensors folgen aus der partiellen Ableitung der freien Energie
fe nach den Verzerrungenε

σe
ij = ρ

∂fe

∂ε
= ρ

(
∂fe,dev

∂Je

∂Je

∂εij
+

∂fe,vol

∂Iε

∂Iε

∂εij

)

. (4.66)

Dabei sindIε =
√

εmmεnn sowieJe =
√

eijeij Invarianten des Verzerrungstensors bzw. des De-
viatorse. Daraus ergeben sich unter der Annahme kleiner Dichteänderungen die verallgemeinerten
Spannungs-Verzerrungsbeziehungen

σe
ij =

2G1

1 + αG
√

eklekl
eij +

K1

1 + αK
√

εmmεnn
εqqδij (4.67)

des nichtlinear elastischen Materialmodells. Einähnliches Modell ist Teil eines Vorschlags vonHart-
mann(2006) zur Abbildung des mechanischen Verhaltens von Polyoxymethylen.

Eine Verallgemeinerung des endochronen Plastizitätsmodells ist durch Endochrones
Modell

σend
ij = 2G2

(

eij − qend,dev
ij

)

+ K2

(
εmm − qend

mm

)
δij (4.68)

und die Evolutionsgleichungen

q̇end
ij =

[

βG

(

eij − qend,dev
ij

)

+ βK

(
εmm − qend

mm

)
δij

]

ż mit ż =
√

ε̇mnε̇mn (4.69)

für die innere Variableqend möglich. Die Gleichungen (4.68) und (4.69) können f̈ur die nachfolgenden
Überlegungen unter Beachtung von

q̇end,dev
ij = βG

(

eij − qend,dev
ij

)

ż und (4.70)

q̇end
mm = 3βK

(
εmm − qend

mm

)
ż (4.71)

in einen Satz von Differenzialgleichungen

ṡend
ij = 2G2ėij − βGsend

ij ż (4.72)

σ̇end
mm = 3K2ε̇mm − 3βKσend

mmż (4.73)

für den Deviator und die Spur vonσend umgeformt werden.
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Die Verallgemeinerung der Spannungs-Verzerrungsbeziehungen der k = 1 . . . nv viskosen ElementeÜberspannungs-
modell des nichtlinearen̈Uberspannungsmodells erfolgt in Analogie zum endochronen Modell durch

σov,k
ij = 2Gov

k

(

eij − qov,k,dev
ij

)

+ Kov
k

(

εmm − qov,k
mm

)

δij (4.74)

mit den Evolutionsgleichungen

q̇ov,k
ij =

2Gov
k

η̃k
G

(

eij − qov,k,dev
ij

)

+
Kov

k

η̃k
K

(

εmm − qov,k
mm

)

δij (4.75)

für die inneren Variablenqov,i. Aus der Kombination der Spannungs-Verzerrrungsbeziehungen und der
Evolutionsgleichungen erhält man Differenzialgleichungen für den Deviator und die Spur des Tensors
derÜberspannungen desk-ten viskosen Elements

ṡov,k
ij = 2Gov

k ėij −
2Gov

k

η̃k
G

sov,k
ij (4.76)

σ̇ov,k
mm = 3Kov

k ε̇mm − 3Kov
k

η̃k
K

σov,k
nn , (4.77)

wobei die verallgemeinerten̈uberspannungsabhängigen Viskosiẗatsfunktionen durch

η̃i
K = ηi

Ke
−‖σov‖k0

s0 sowie η̃i
G = ηi

Ge
−‖σov‖k0

s0 (4.78)

gegeben sind. Die Viskositätsfunktioneñηi
K und η̃i

G werden jeweils von der gesamtenÜberspannung
beeinflusst. Deshalb bilden die Gleichungen (4.76) und (4.77) ein gekoppeltes System gewöhnlicher,
nichtlinearer Differenzialgleichungen erster Ordnung.

Da keine experimentellen Ergebnisse zum Materialverhalten unter einer reinhydrostatischen oderAnnahmen für
Materialparameter deviatorischen Beanspruchung vorliegen, sind Annahmen zur Festlegung der Materialparameter der

deviatorischen und volumetrischen Teilmodelle erforderlich. Dabei ist zu sichern, dass das in einach-
sigen Versuchen unter Zugbeanspruchung festgestellte Spannungs-Dehnungsverhalten nach wie vor
abgebildet werden kann.
Zur Festlegung der Parameter des mehrachsigen Materialmodells wird nachfolgend eine konstante
Querkontraktionszahl vonν = 0, 4 für das Gesamtmodell vorausgesetzt. Diese Annahme ist durch
die Auswertung der mittels ARAMIS gemessenen Querdehnung in monotonen Zug- (Abb. 4.20(a))
und Relaxationsversuchen (Abb.4.20(b), vgl. Tschoegl u. a.(2002)) motiviert. Ähnliche Annahmen
findet man beispielsweise beiKolarik und Pegoretti(2006).
Die Elastiziẗatskonstanten der Teilmodelle

K1 = E1

3(1−2ν) ; G1 = E1

2(1+ν)

K2 = E2

3(1−2ν) ; G2 = E2

2(1+ν)

Kov
i = ci

3(1−2ν) ; Gov
i = ci

2(1+ν)

(4.79)

ergeben sich aus den ElastizitätsmodulnE1 undE2 sowie den Relaxationsstärkenci.
Unter der Voraussetzung einer konstanten Querkontraktionszahl in allen Teilmodellen k̈onnen die ver-
bleibenden Parameter des mehrachsigen Materialmodells aus denen der einachsigen konstitutiven Be-
ziehungen berechnet werden, da in diesem Fall für den im Zugversuch vorliegenden Verzerrungszu-
stand

[ε] = ε






1 0 0

0 −ν 0

0 0 −ν




 ; [e] = (1 + ν) ε






2
3 0 0

0 −1
3 0

0 0 −1
3




 (4.80)
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Abbildung 4.20: Darstellung des Verlaufs der Querkontraktionszahl für monotone Zug- und Relaxati-
onsversuche

gilt, wobei ε11 = ε die Dehnung in L̈angsrichtung der Probe bezeichnet. Der zugehörige einachsige
Spannungszustand ist durch

[σ] =






σ 0 0

0 0 0

0 0 0




 ; [s] = σ






2
3 0 0

0 −1
3 0

0 0 −1
3




 (4.81)

beschrieben. Nach Einsetzen des Verzerrungzustandesε gem̈aß (4.80) in die Spannungs-Verzerrungs-
beziehungen des mehrachsigen hyperelastischen Teilmodells (4.67) erḧalt man durch einen Koeffizien-
tenvergleich mit der einachsigen Formulierung (4.52) folgende Ausdr̈ucke

αK =
α

1 − 2ν
; αG =

√

3

2

α

1 + ν
(4.82)

für die ParameterαK undαG, die das deformationsabhängige, nichtlinear elastische Materialverhalten
steuern.
Zur Festlegung der ParameterβK undβG des endochronen Modells wird gefordert, dass die aus (4.76)
und (4.77) folgende Differenzialgleichung

σ̇end
ij = 2G2ėij + K2ε̇mmδij −

(
βGsend

ij + βKσend
mmδij

)
ż (4.83)

für den einachsigen Zugversuch in Gleichung (4.57) übergeht. Die Wahl der Parameter

βK =
β

3
√

1 + 2ν2
; βG =

β√
1 + 2ν2

(4.84)

ist eine hinreichende Bedingung zur Erfüllung dieser Forderung. Das gleiche Vorgehen führt für das
Überspannungsmodell auf

η̃i
K =

η̃i

1 − 2ν
; η̃i

G =
η̃i

1 + ν
. (4.85)

Eine Alternative zu der beschriebenen mehrachsigen Verallgemeinerungkönnte beispielsweise in der
Beschr̈ankung des endochronen Materialmodells auf einen deviatorischen Anteilbestehen, wie von
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Hartmann(2006) für die Modellierung von Polyoxymethylen vorgeschlagen wurde. ZurÜberpr̈ufung
der geẅahlten mehrachsigen Verallgemeinerung ist das Materialverhalten von Polypropylen in Zug-
Torsionsversuchen für verschiedene Lastpfade experimentell zu untersuchen. Das aus den oben ge-
nannten Annahmen resultierende Materialverhalten wird nach der zeitlichenDiskretisierung der kon-
stitutiven Beziehungen und ihrer Implementierung in Abschnitt4.3.4diskutiert.

Vor der programmtechnischen Umsetzung ist abschließend die thermodynamische Konsistenz desThermodynami-
sche
Konsistenz

mehrachsigen Materialmodells nachzuweisen. Diese ist gewährleistet, wenn der zweite Hauptsatz der
Thermodynamik nicht verletzt wird. F̈ur die hier untersuchten Beanspruchungen erfolgt der Nachweis
mithilfe der isothermen CLAUSIUS-DUHEM-Ungleichung (2.28). Durch diese Gleichung wird gefor-
dert, dass die als Differenz der Spannungsleistung und derÄnderung der freien Energie zu berechnende
spezifische innere Dissipationsleistung

δi =
1

ρ
σij ε̇ij − ḟ ≥ 0 (4.86)

nicht negativ sein darf. Dabei ist die freie Energie anschaulich als die inden Federn der einachsigen
rheologischen Modelle gespeicherte Energie interpretierbar, die reversibel in mechanische Arbeit um-
gewandelt werden kann. Sie ergibt sich für das vorliegende viskoplastische Materialmodell als Summe

f
(
ε,qend,qov,i) = fe (ε) + fend(ε,qend) +

nv∑

i=1

fov,i (ε,qov,i) (4.87)

der freien Energien der Teilmodelle. Aufgrund ihrer Abhängigkeit von den Verzerrungen sowie den
inneren Variablen des endochronen Modells und des nichtlinearenÜberspannungsmodells folgt für die
Dissipationsungleichung

ρδi = σij ε̇ij − ρ

(

∂f

∂εij
ε̇ij +

∂f

∂qend
ij

q̇end
ij +

nv∑

k=1

∂f

∂qov,k
ij

q̇ov,k
ij

)

≥ 0. (4.88)

Dabei gelten f̈ur die freie Energie des nichtlinear elastischen Teilmodells die Gleichungen (4.64) und
(4.65). Die freien Energien der beiden anderen Teilmodelle können aus dem rheologischen Modell
Abb. 4.12 abgelesen werden. Unter Beachtung der gewählten dreidimensionalen Verallgemeinerung
der Spannungs-Verzerrungsbeziehungen ergeben sich

fend =
1

ρ0

[

G2

(

eij − qend,dev
ij

)(

eij − qend,dev
ij

)

+
K2

2

(
εmm − qend

mm

) (
εnn − qend

nn

)
]

, (4.89)

fov,k =
1

ρ0

[

Gk

(

eij − qov,k,dev
ij

) (

eij − qov,k,dev
ij

)

+
Kk

2

(

εmm − qov,k
mm

) (

εnn − qov,k
nn

)]

. (4.90)

Werden analog zur Ableitung der elastischen Spannungs-Verzerrungsbeziehungen aus der freien Ener-
gie fe kleine Dichtëanderungen vorausgesetzt, dann stellen die Spannungen der inelastischen Teilmo-
delle zu den inneren Variablenqend undqov,k konjugierte thermodynamische Kräfte

σend
ij = −ρ

∂f

∂qend
ij

(4.87)
= −ρ

∂fend

∂qend
ij

(4.89)
= ρ

∂fend

∂εij
, (4.91)

σov,k
ij = −ρ

∂f

∂qov,k
ij

(4.87)
= −ρ

∂fov,k

∂qov,k
ij

(4.90)
= ρ

∂fov,k

∂εij
(4.92)
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dar. Mit den Definitionen (4.91) und (4.92) sowie (4.66) kann die Dissipationsungleichung in der Form

ρδi =

[

σij −
(

σe
ij + σend

ij +

nv∑

k=1

σov,k
ij

)]

ε̇ij + σend
ij q̇end

ij

(
ε,qend) +

nv∑

k=1

σov,k
ij q̇ov,k

ij

(

ε,qov,k
)

≥ 0

(4.93)
geschrieben werden. Aufgrund der Forderung, dass (4.93) für beliebigeε̇, ε sowieqendundqov,k gültig
sein soll, sind die Aufteilung der Gesamtspannung

σij = σe
ij + σend

ij +

nv∑

k=1

σov,k
ij (4.94)

in die Spannungen der Teilmodelle und die Erfüllung der Restungleichung

σend
ij q̇end

ij +

nv∑

k=1

σov,k
ij q̇ov,k

ij ≥ 0, (4.95)

notwendig und hinreichend für die Sicherung der thermodynamischen Konsistenz, wobei sich aus
(4.95) weitere Forderungen für die Wahl der Parameter der inelastischen Teilmodelle ergeben. Nach
Einsetzen der Evolutionsgleichungen (4.69) und (4.75) für die innere Variablen des endochronen Plas-
tizitätsmodellsqend und desÜberspannungsmodellsqov,k ergibt sich nach Aufspaltung in die deviato-
rischen und volumetrischen Anteile

send
ij βG

(

eij − qend,dev
ij

)

ż + σend
mmβK

(
εnn − qend

nn

)
ż + . . .

. . . +

nv∑

k=1

[

sov,k
ij

Gk

η̃k
G

(

eij − qov,k,dev
ij

)

+ σov,k
mm

Kk

η̃k
K

(

εnn − qov,k
nn

)]

≥ 0. (4.96)

Unter Beachtung der Spannungs-Verzerrungsbeziehungen der beiden Teilmodelle folgt daraus

βG

G2
send
ij send

ij ż +
βK

K2
σend

mmσend
nn ż +

nv∑

k=1

(

sov,k
ij sov,k

ij

1

η̃k
G

+ σov,k
mmσov,k

nn

1

η̃k
K

)

≥ 0, (4.97)

wobei die Skalarpodukte der Spannungsdeviatoren, die Produkte derSpuren und die zeitlichëAnderung
der Bogenl̈ange stets größer als Null sind. Deshalb sind die Wahl derüberspannungsabhängigen Vis-
kosiẗatsfunktion (4.85) mit den Parameternηi > 0 sowie die Wahl der ParameterβG > 0, βK > 0 und
G2 > 0, K2 > 0 hinreichend f̈ur die Erf̈ullung des zweiten Hauptsatzes. Da die identifizierten Materi-
alparameter diesen Forderungen entsprechen, ist das Materialmodell thermodynamisch konsistent.

4.3.2 Einbindung des Materialmodells in eine physikalisch n ichtlineare
FE-Berechnung

Die Implementierung des verallgemeinerten viskoplastischen Materialmodells im Rahmen eines kom- FE-Gleichge-
wichtsbedingun-
gen

merziellen FE-Programms erfolgt durch ein benutzerspezifisches Unterprogramm. Die darin zu be-
rechnenden Größen werden im folgenden Abschnitt definiert. Dazu wird zunächst die n̈aherungsweise
Lösung des physikalisch nichtlinearen Feldproblems mittels FEM betrachtet. Unter physikalischer oder
materieller Nichtlineariẗat soll hier eine aus den verwendeten konstitutiven Beziehungen resultierende
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Nichtlineariẗat verstanden werden. Geometrische Nichtlinearitäten in Form von großen Verschiebun-
gen, Rotationen sowie großen Verzerrungen oder Nichtlinearitäten infolge von Randbedingungen wer-
den nicht betrachtet.
Die diskreten, algebraischen Gleichgewichtsbedingungen der FEM können aus dem unter Punkt2.1.2
erläuterten Prinzip der virtuellen Arbeit (2.20) hergeleitet werden. Die Diskretisierung umfasst dabei
einerseits die Unterteilung des BerechnungsgebietsV

V =
nE
⋃

i=1

V E
i (4.98)

in nE finite Elemente mit dem VolumenV E
i , andererseits wird das Verschiebungsfeld innerhalb dieser

Elemente mithilfe eines Verschiebungsansatzes

u =
nK,E
∑

i=1

Niûi (4.99)

approximiert. Dabei sindNi die zu dennK,E Knoten des Elements gehörenden Formfunktionen und̂ui

ist der Vektor der Verschiebungen desi-ten Knotens. Die Einf̈uhrung des Verschiebungsansatzes (4.99)
führt in Kombination mit der in4.3.3angegebenen Zeitdiskretisierung der konstitutiven Beziehungen
zu einer Algebraisierung des partiellen Differenzialgleichungssystems, das aus den Grundgleichungen
der Kontinuumsmechanik resultiert.
Fasst man die Knotenverschiebungen in einem einzigen Spaltenvektord̂ für das gesamte Element zu-
sammen, lautet der Verschiebungsansatz in Vektor-Matrixschreibweise

u = N d̂. (4.100)

Daraus folgt auch die diskrete Form der Verzerrungs-Verschiebungsbeziehungen (vgl. Erläuterung in
Abschnitt5.2.1)

ε = B d̂ , (4.101)

wobei
ε = [ε11 ε22 ε33 γ12 = 2ε12 γ23 = 2ε23 γ31 = 2ε31]

T (4.102)

eine f̈ur FE-Formulierungen typische, vektorielle Darstellung der sechs unabhängigen Koordinaten des
symmetrischen Verzerrungstensorsε ist. In Analogie dazu entḧalt

σ = [σ11 σ22 σ33 σ12 σ23 σ31]
T (4.103)

die unabḧangigen Koordinaten des Spannungstensorsσ.
Mit der räumlichen Diskretisierung (4.98) und dem algebraischen Verschiebungsansatz (4.99) folgt für
das Prinzip der virtuellen Arbeit in Vektor-Matrixnotation

nE
⋃

i=1




δd̂

T
∫

V E
i

BT σ dV




 =

nE
⋃

i=1




δd̂

T
∫

OE
i

NT t dA + δd̂
T

∫

V E
i

NT ρf dV




 . (4.104)

Infolge des durch∪nE

i=1 gekennzeichneten Assemblierungsprozesses erhält man aus dem Vektor der
virtuellen Verschiebungen des Elementsδd̂ den des Gesamtmodellsδû. Aufgrund der Beliebigkeit der
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virtuellen Knotenverschiebungenδû folgt aus

δûT













nE
⋃

i=1






∫

OE
i

NT t dA +

∫

V E
i

NT ρf dV






︸ ︷︷ ︸

f̃e

−
nE
⋃

i=1






∫

V E
i

BT σ dV






︸ ︷︷ ︸

f i













= 0 (4.105)

das Gleichgewicht der inneren undäußeren Knotenkräfte

fe − f i = 0. (4.106)

Die unterschiedliche Kennzeichnung des externen Kraftvektors in (4.105) und (4.106) weist darauf hin,
dassfe neben den arbeitsäquivalenten̈außeren Knotenlasteñfe, die aus den Flächen- oder Volumen-
kraftdichten resultieren, auch Belastungen in Form von Einzelkräften, die an den Knoten angreifen,
enthalten kann. Im Allgemeinen sind dabei sowohlfe (û) als auchf i (û) abḧangig von dem aktuellen
Beanspruchungszustand, ausgedrückt durch den Verschiebungsvektorû. Im Folgenden sollen defor-
mationsabḧangigeäußere Lasten ausgeschlossen werden, so dass sich die Abhängigkeit aufgrund der
materiellen Nichtlineariẗat auf den Vektor der inneren Knotenlasten

fe − f i (û) = 0, (4.107)

der aus den Spannungen im Inneren ermittelt wird, beschränkt.
Zur effektiven Berechnung des pfadabhängigen Strukturverhaltens kommt in FE-Programmen einInkrementelle

Lösunginkrementelles L̈osungsverfahren zum Einsatz, bei dem die Belastung Schritt für Schritt aufgebracht
wird. Die Steuerung der Lastgeschichte erfolgt dabei durch Einführung der Zeitvariablet, die in sta-
tischen Berechnungen ohne geschwindigkeitsabhängige Materialpḧanomene lediglich die Bedeutung
eines Lastparameters besitzt. Tritt dagegen, wie im vorliegenden Fall, geschwindigkeitsabḧangiges Ma-
terialverhalten auf, beschreibtt die reale Zeit und bestimmt die Geschwindigkeit mit der ein bestimmter
Belastungsprozess durchlaufen wird.
Das Ziel der inkrementellen Berechnung ist die Erfüllung der Gleichgewichtsbedingungen (4.106) zu
jedem diskreten Zeitpunkt der gesamten Lastgeschichte. Dabei wird angenommen, dass das Gleichge-
wicht zum Zeitpunktt erfüllt und das Verschiebungsfeldtû der zugeḧorigen Gleichgewichtskonfigu-
ration bestimmt wurde. Ausgehend von diesem Gleichgewichtszustand erfolgt die Lösung von

g
(

t+∆tû
)

= t+∆tfe−f i

(
t+∆tû

)

= 0. (4.108)

für den folgenden Zeitpunktt + ∆t, wobei∆t das geẅahlte Zeitinkrement bezeichnet (Bathe(2002)).
Aufgrund der Abḧangigkeit der Spannungen bzw. der inneren Knotenkräfte vom aktuellen Verfor- NEWTON-

RAPHSON-Iterationmungszustand stellt (4.108) ein nichtlineares Gleichungssystem dar, dessen Lösung in Form des neuen
Verschiebungsvektorst+∆tû iterativ zu bestimmen ist. Dazu kommt hier das NEWTON-RAPHSON-
Verfahren zum Einsatz. Abbildung4.21veranschaulicht die iterative Lösungsprozedur für ein System
mit einem Freiheitsgrad.
Aus der Anwendung dieses Iterationsschemas folgen die im Rahmen der numerischen Materialmodel-
lierung zur Verf̈ugung zu stellenden Größen, die im Folgenden abgeleitet werden. Dazu wird angenom-

79



4 Modellierung des Materialverhaltens von Polypropylen
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Abbildung 4.21: Iterative L̈osung mittels NEWTON-RAPHSON-Verfahren

men, dass im Iterationsschritti− 1 die Lösungt+∆tûi−1 berechnet worden ist. Eine TAYLOR-Reihen-
entwicklung an dieser bekannten Stelle liefert

g
(

t+∆tûi
)

= g
(

t+∆tûi−1
)

+
∂g

∂û

∣
∣
∣
∣ t+∆tûi−1

︸ ︷︷ ︸

− t+∆tKi

t+∆tδûi +O
((

t+∆tδûi
)2

)

= 0, (4.109)

wobei der Ausdruckt+∆tKi als Tangentensteifigkeitsmatrix desi-ten Iterationsschritts bezeichnet
wird. Unter Vernachl̈assigung der Terme zweiter und höherer Ordnung kann̈uber

t+∆tKi t+∆tδûi = t+∆tfe−f i

(
t+∆tûi−1

)

(4.110)

ein Verschiebungszuwachst+∆tδûi für den aktuellen Iterationsschritt berechnet werden. Der Verschie-
bungszuwachs ist dabei nicht mit der virtuellen Verschiebung in Gleichung (4.104) zu verwechseln.
Die Summe aller ẅahrend der bisherigeni Iterationen berechneten Verschiebungszuwächse ergibt das
aktuelle Verschiebungsinkrement

t+∆t∆ûi =
i∑

k=1

t+∆tδûk . (4.111)

Daraus kann̈uber
t+∆tûi = tû+ t+∆t∆ûi (4.112)
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die aktuelle Verschiebung bestimmt werden. Wird nachnIter Iterationen ein Abbruchkriterium erfüllt,
das beispielsweisëuber das Residuum des Kraftvektors oder durch den Vektor der Verschiebungs-
zuwächse definiert werden kann, ist die Berechnung des Lastschritts abgeschlossen und die inkremen-
telle Lösung kann f̈ur einen neuen Lastschritts fortgesetzt werden.

Da in einer nur materiell nichtlinearen FE-Rechnung der Vektor deräußeren Knotenlasten und dieMaterialtangenten-
steifigkeitVerzerrungs-VerschiebungsmatrixB unabḧangig von der Verformung sind, ist zur Bildung der Tangen-

tensteifigkeitsmatrix

t+∆tKi = −
∂g

∂û

∣
∣
∣
∣ t+∆tûi−1

=
∂f i

∂û

∣
∣
∣
∣ t+∆tûi−1

(4.113)

=
nE
⋃

i=1

∫

V E

BT ∂σ

∂ε

∣
∣
∣
∣ t+∆tûi−1

∂ε

∂d̂
dV (4.114)

=
nE
⋃

i=1

∫

V E

BT ∂σ

∂ε

∣
∣
∣
∣ t+∆tûi−1

︸ ︷︷ ︸

t+∆tCi

B dV (4.115)

lediglich die Linearisierung der konstitutiven Beziehungen durch Bildung der Materialtangentenstei-
figkeitsmatrix t+∆tCi erforderlich.

Nachdem der aktuelle Zuwachs des Verschiebungsvektorst+∆tδûi bestimmt wurde, erfolgt zur Be- Spannungsalgo-
rithmusrechnung des n̈achsten Iterationsschritts die Aktualisierung der rechten Seite von Gleichung (4.110)

(vgl. Abb.4.22). Dazu ist ein neuer Vektor der inneren Knotenlasten

t+∆tf i
i =

nE
⋃

i=1

∫

V E

BT t+∆tσi dV (4.116)

aus den aktuellen Spannungent+∆tσi zu berechnen. Da die konstitutiven Beziehungen zur Abbil-
dung der Gleichgewichtshysterese und der Geschwindigkeitsabhängigkeit des Materialverhaltens in
Form von Differenzialgleichungen vorliegen, ist dazu eine zeitliche Diskretisierung erforderlich. Das
geẅahlte Diskretisierungsverfahren bestimmt in Verbindung mit der Struktur derMaterialgleichun-
gen die mathematischen Eigenschaften des sogenannten Spannungsalgorithmus zur Aktualisierung der
Spannungswerte

t+∆tσi = tσ + t+∆t∆σi. (4.117)

Da im Rahmen dieser Arbeit auch die Materialtangentensteifigkeitsmatrix aus der inkrementellen Form
der Materialgleichungen

t+∆tCi =
∂ t+∆tσ

∂ t+∆tε

∣
∣
∣
∣ t+∆tûi−1

=
∂∆ t+∆tσ

∂∆ t+∆tε

∣
∣
∣
∣ t+∆tûi−1

(4.118)

abgeleitet wird, handelt es sich um einen algorithmischen Tangentenmodul.
Um die Konvergenz des Iterationsverfahrens sicherzustellen, sollten die zur Berechnung der Materi-
altangentensteifigkeitsmatrix genutzten inkrementellen Materialgleichungen mit den im Spannungsal-
gorithmus verwendeten̈ubereinstimmen. In diesem Fall wird der Tangentenmodul als algorithmisch
konsistent bezeichnet.
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Die zeitliche Diskretisierung der in Abschnitt4.3.1beschriebenen mehrachsigen konstitutiven Bezie-
hungen, die Formulierung eines Algortihmus zur Aktualisierung der Spannungen und der inneren Zu-
standsvariablen sowie die Herleitung des algorithmisch konsistenten Tangentenmoduls sind Gegen-
stand des folgenden Abschnitts.
Die Materialtangentensteifigkeitsmatrix wird, wie in Abb.4.22dargestellt ist, dem FE-Programm wäh-
rend der Assemblierung der Tangentensteifigkeitsmatrix des Gesamtmodellsübergeben. Nach der Be-
rechnung des aktuellen Verschiebungszuwachses erfolgt die Aktualisierung der Spannungen. Der aus
diesen Spannungen resultierende Vektor der inneren Knotenlasten wirdim nächsten Iterationsschritt
erneut ben̈otigt, um den n̈achsten Verschiebungszuwachs zu berechnen.
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steifigkeitsmatrix
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Berechnung des neuen
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Spannungsalgorithmus
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Abbildung 4.22: Prinzipieller Ablauf einer nichtlinearen FE-Rechnung

4.3.3 Spannungsalgorithmus und algorithmisch konsistente r Tangentenmodul

Die Simulation der in Kapitel3 beschriebenen monotonen Zug-, Relaxations- und zyklischen VersucheZeitdiskretisierung

erfordert die numerisch stabile Ermittlung der aktuellen Spannungswerte für verschiedene Zeitbereiche
zwischen 3 und3 · 104 Sekunden. Eine im Vorfeld untersuchte Diskretisierung des Gesamtmodells mit
dem expliziten EULER-Vorwärtsverfahren f̈uhrte f̈ur das nichtlinearëUberspannungsmodell auch bei
geringen Zeitschrittweiten zu Instabilitäten. Dagegen wurden die Teilmodelle der Gleichgewichtsrela-
tion zuverl̈assig integriert. Zur Sicherung der numerischen Stabilität der Spannungsberechnung kommt
daher f̈ur dasÜberspannungsmodell ein implizites Verfahren zum Einsatz, während sowohl das nicht-
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linear elastische Modell als auch das endochrone Plastizitätsmodell aus Effizienzgründen explizit zei-
tintegriert werden.
Die allgemeine Form der in dem beschriebenen viskoplastischen Materialmodell vorkommenden kon-
stitutiven Gleichungen lautet

σ̇ = f (ε, ε̇, σ) . (4.119)

Ihre Auswertung zum bekannten Zeitpunktt

σ̇|t = f (ε, ε̇, σ)|t (4.120)

führt in Kombination mit dem Vorẅartsdifferenzenquotienten

˙( )
∣
∣
∣
t
≈

t+∆t( ) − t( )

∆t
=

t+∆t∆( )

∆t
(4.121)

auf das EULER-Vorwärtsverfahren. Ein zweiter Ordnung genaues, implizites Verfahren erhält man
durch Auswertung der Differenzialgleichung zu dem fiktiven Zeitpunktt + 1

2∆t

σ̇|t+ 1

2
∆t = f (ε, ε̇, σ)|t+ 1

2
∆t (4.122)

unter Verwendung des zentralen Differenzenquotienten an der Stellet + 1
2∆t

˙( )
∣
∣
∣
t+ 1

2
∆t

≈
t+∆t( ) − t( )

∆t
=

t+∆t∆( )

∆t
(4.123)

und der linearen Interpolation

( )|t+ 1

2
∆t ≈ t( ) +

1

2
t+∆t∆( ) (4.124)

zur Berechnung der benötigten Gr̈oßen zum Zeitpunktt + 1
2∆t. Aufgrund der Auswertung der Diffe-

renzialgleichung beit + 1
2∆t wird diese Form der Zeitdiskretisierung als implizite Mittelpunktregel

bezeichnet.
Die Anwendung der genannten Diskretisierungsverfahren zurÜberführung der konstitutiven Glei- Additive Zerlegung

chungen in eine inkrementelle Form bestimmt die Eigenschaften des Spannungsalgorithmus und bildet
die Grundlage der Berechnung der algorithmisch konsistenten Tangentenmoduln der Teilmodelle. Auf-
grund der additiven Zerlegung der Spannung

σ = σeq + σov = σe + σend+

nv∑

i=1

σov,i, (4.125)

ergibt sich auch das Inkrement der Gesamtspannung

∆σ = ∆σe + ∆σend+

nv∑

i=1

∆σov,i (4.126)

als Summe der Inkremente der Spannungen in den Teilmodellen. Gleiches gilt für den algorithmisch
konsistenten Tangentenmodul

∂∆σij

∂∆εkl
=

∂∆σe
ij

∂∆εkl
+

∂∆σend
ij

∂∆εkl
+

nv∑

m=1

∂∆σov,m
ij

∂∆εkl
. (4.127)
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Erfolgt in den Teilmodellen die getrennte Betrachtung von Deviator und Spurdes jeweiligen Span-
nungstensors, so können das Inkrement der Spannung

∆σ
( )
ij = ∆s

( )
ij +

1

3
∆σ( )

mmδij (4.128)

und der Tangentenmodul
∂∆σ

( )
ij

∂∆εkl
=

∂∆s
( )
ij

∂∆εkl
+

1

3

∂∆σ
( )
mm

∂∆εkl
δij (4.129)

aus den Beitr̈agen der deviatorischen und hydrostatischen Anteile bestimmt werden.
Für das nichtlinear elastische Teilmodell ergeben sich nach Bildung der Zeitableitung von (4.67) undInkrementel-

le Form Anwendung der expliziten Zeitdiskretisierung

t+∆t∆se
ij =

2G1

1 + αG

√
tekl

tekl

(

t+∆t∆eij −
αG

1 + αG

√
temn

temn

t+∆t∆eop
teop

√
teqr

teqr

teij

)

(4.130)

t+∆t∆σe
mm =

3K1
(
1 + αK

√
tεmm

tεnn

)2
t+∆t∆εpp. (4.131)

In gleicher Weise f̈uhrt die Diskretisierung der Differenzialgleichungen des endochronen Modells auf

t+∆t∆send
ij = 2G2

t+∆t∆eij − βG
tsend

ij
t+∆t∆z (4.132)

t+∆t∆σend
pp = 3K2

t+∆t∆εmm − 3βK
tσend

mm
t+∆t∆z. (4.133)

Aufgrund des expliziten Zeitdiskretisierungsverfahrens sind die Inkremente der Spannungen nur Funk-
tionen des aktuellen Verzerrungsinkrements, des Verzerrungszustands zum Zeitpunktt sowie im Fall
des endochronen Modells des ebenfalls bekannten Spannungswertstσend.
Im Gegensatz dazu führt die Anwendung der impliziten Mittelpunktregel zur Diskretisierung der kon-
stitutiven Gleichungen des̈Uberspannungsmodells auf ein nichtlineares Gleichungssystem

t+∆t∆sov,k
ij = 2Gov

k
t+∆t∆eij −

2Gov
k ∆t

η̃k
G

(
t+ 1

2
∆tσov

)

(

tsov,k
ij +

1

2
t+∆t∆sov,k

ij

)

(4.134)

t+∆t∆σov,k
mm = 3Kov

k
t+∆t∆εmm − 3Kov

k ∆t

η̃k
K

(
t+ 1

2
∆tσov

)

(

tσov,k
nn +

1

2
t+∆t∆σov,k

nn

)

(4.135)

mit

η̃i
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2
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K exp
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 (4.136)

η̃i
G

(
t+ 1

2
∆tσov
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= ηi
G exp




−

∥
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∑nv

j=1

(
tσov,j

kl + 1
2

t+∆t∆σov,j
kl

)∥
∥
∥

k0

s0




 (4.137)

zur Bestimmung der deviatorischen und volumetrischen Anteile des Inkrementst+∆t∆σov derÜber-
spannung, das durch eine weitere NEWTON-RAPHSON-Iteration innerhalb des Spannungsalgorithmus
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gelöst wird. Im Gegensatz zu den beiden Teilmodellen der Gleichgewichtsrelation enthalten die dis-
kreten Gleichungen des̈Uberspannungsmodells das Zeitinkrement∆t, wodurch die Geschwindig-
keitsabḧangigkeit in der numerischen Umsetzung des Materialmodells realisiert wird. Bedingt durch
die nichtlinearen Viskositätsfunktionen entsteht eine Kopplung zwischen denÄnderungen des Devia-
tors und der Spur des̈Uberspannungstensors. Die Implementierung des Spannungsalgorithmusfür das
nichtlineareÜberspannungsmodell erfolgte im Rahmen einer Diplomarbeit (Obst(2009)).

Zur Bildung des weiterhin erforderlichen algorithmisch konsistenten Tangentenmoduls sind die par- Tangentenmodul

tiellen Ableitungen der Spannungsinkremente nach dem Verzerrungsinkrementt+∆t∆ε zu bilden. Dies
führt für dasÜberspannungsmodell auf ein weiteres lineares Gleichungssystem bestehend aus

∂ t+∆t∆sov,m
ij

∂ t+∆t∆εkl
= 2Gov
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(4.138)

und

∂ t+∆t∆σov,m
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(4.139)

zur Berechnung von
∂σ

ov,m
ij

∂∆εkl
, wobei die partiellen Ableitungen des Deviators und der Spur des Inkre-

ments des symmetrischen Verzerrungstensors

∂ t+∆t∆eij

∂ t+∆t∆εkl
=

1

2
(δikδjl + δilδjk) −

1

3
δijδkl und

∂ t+∆t∆εnn

∂ t+∆t∆εkl
= δkl (4.140)

sind. Dagegen ist der Tangentenmodul des nichtlinear elastischen Teilmodells in Form von

∂ t+∆t∆se
ij

∂ t+∆t∆εkl
=

2G1

1 + αG

√
temn

temn

[
1

2
(δikδjl + δilδjk) −

1

3
δijδkl

− αG

1 + αG

√
teop

teop

teij
tekl

√
teqr

teqr

]

(4.141)

∂ t+∆t∆σe
pp

∂ t+∆t∆εkl
=

3K1
(
1 + αK

√
tεpp

tεqq

)2 δkl (4.142)

explizit angebbar. F̈ur das endochrone Modell erhält man die Beziehungen

∂ t+∆t∆send
ij

∂ t+∆t∆εkl
= 2G2

[
1

2
(δikδjl + δilδjk) −

1

3
δijδkl

]

− βG
tsend

ij

t+∆t∆εkl
√

t+∆t∆εmn
t+∆t∆εmn

(4.143)

∂ t+∆t∆σend
pp

∂ t+∆t∆εkl
= 3K2δkl − 3βK

tσend
pp

t+∆t∆εkl
√

t+∆t∆εmn
t+∆t∆εmn

. (4.144)
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4 Modellierung des Materialverhaltens von Polypropylen

Der aus der verallgemeinerten Bogenlänge resultierende Term ∆εkl√
∆εmn∆εmn

beschreibt die Richtung
des aktuellen Verzerrungsinkrements. Für beliebige Lastpfade ergibt sich daraus eine unsymmetrische
Tangentensteifigkeitsmatrix, so dass ein geeignetes Verfahren zur Lösung des globalen Gleichungssys-
tems der FEM zu verwenden ist. Weiterhin ist zur Vermeidung der Division durch Null im Fall eines
verschwindenden Verzerrungsinkrements, z.B. am Beginn der Rechnung oder ẅahrend der Simulation
eines Relaxationsversuchs, der gesamte Ausdruck Null zu setzen.
Der algorithmische Tangentenmodul des Gesamtmodells ergibt sich nach Berechnung der einzelnen
Beiträge gem̈aß (4.127). Für die numerische Implementierung werden die in Tensorschreibweise ange-
gebenen Gr̈oßen unter Beachtung der Definition der Spannungs-σ und Verzerrungsvektorenε in die
MaterialtangentensteifigkeitsmatrixC überf̈uhrt.
Aufgrund der Bildungsvorschrift des Tangentenmoduls sind die in den Gleichungen des̈Uberspan-
nungsmodells und des endochronen Modells auftretenden Spannungs-und Verzerrungsinkremente je-
weils die Gr̈oßen der vorangegangenen Iterationi − 1.

4.3.4 Validierung des Materialmodells

Vor dem Einsatz in einem RVE-Modell wird das Verhalten des Materialmodells unter verschiedenenEinführung

Belastungbedingungen untersucht und die Plausibilität der Ergebnissëuberpr̈uft. Dabei erm̈oglicht die
Berechnung verschiebungsgesteuerter Lastfälle die separate Verifikation des Spannungsalgorithmus.
Das Verhalten des Modells während der iterativen Berechnung kann anschließend durch die Simulation
von kraftgesteuerten Prozessen kontrolliert werden.

Die Berechnung verschiebungsgesteuerter monotoner Zugversuchemit verschiedenen Belastungs-Verschiebungs-
steuerung geschwindigkeiten dient der qualitativen und quantitativen Verifikation des mehrachsigen Material-

modells unter einachsiger Beanspruchung. Dabei kann, wie in Abb.4.23(a)dargestellt ist, festgestellt
werden, dass das mehrachsige Materialmodell mit den Parametern (4.79), (4.82), (4.84) und (4.85) in
der Lage ist, das in den Experimenten beobachtete geschwindigkeitsabhängige Materialverhalten kor-
rekt wiederzugeben. Die Darstellung von Quer-εq und Längsdehnungε in Abb. 4.23(b)verdeutlicht
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Abbildung 4.23: Simulation verschiebungsgesteuerter Zugversuche

die Einhaltung einer konstanten Querkontraktionszahl vonν = 0, 4, die bei der mehrachsigen Verall-
gemeinerung vorausgesetzt wurde.

Zur Überpr̈ufung der korrekten Implementierung der Tangentensteifigkeitsmatrix ist weiterhin dasKraftsteuerung
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4.3 Mehrachsiges Materialmodell und FE-Implementierung

Verhalten des Materialmodells in kraftgesteuerten Berechnungen zu betrachten. Abbildung4.24(a)ver-
gleicht dazu Berechnungsergebnisse für Zugversuche, wobei zwei verschiedene Zeitdiskretisierungen
mit 100 bzw. 10 Inkrementen verwendet wurden. Als Abbruchkriterium für die Iteration diente in bei-
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Abbildung 4.24: Simulation kraftgesteuerter Zugversuche

den F̈allen die Forderung
max (f r) = max (fe − f i) ≤ 1 · 10−4N (4.145)

für das Residuumf r der Knotenkraftvektoren. Ẅahrend dieses Kriterium für die feinere Zeitdiskreti-
sierung bereits nach dem ersten Schritt erfüllt ist, erfordert die gr̈oßere Zeitschrittweite die iterative
Bestimmung des Verschiebungszuwachses für jedes Inkrement. Die zwischen den beiden Diskretisie-
rungsvarianten auftretenden Unterschiede, die vorallem auf den Diskretisierungsfehler der zur Steue-
rung genutzten Lastgeschichte zurückzuf̈uhren sind, k̈onnen als gering bewertet werden.
Da die Kraftsteuerung durch die in den verschiebungsgesteuerten Zugversuchen berechneten Knoten-
kraft-Zeitverl̈aufe erfolgt, ist anhand der resultierenden Dehnungs-Zeitverläufe (vgl. Abb.4.24(b)) eine
zus̈atzliche Kontrollm̈oglichkeit gegeben. Sowohl die erreichte maximale Dehnung als auch die Dehn-
raten entsprechen dabei den Vorgaben der verschiebungsgesteuerten Lastf̈alle.

Neben der in den Zugversuchen zu beobachtenden Geschwindigkeitsabhängigkeit wird auch das Spannungsrelaxa-
tiondamit einhergehende Relaxationsverhalten korrekt wiedergegeben (Abb. 4.25(a)). Zur effizienten Si-

mulation der Spannungsrelaxationüber einen Zeitraum von2, 5 · 104s kommt dabei eine adaptive Zeit-
schrittweitensteuerung zum Einsatz. Während f̈ur die Aufbringung der Belastung eine Zeitschrittweite
von ∆t = 0, 5s verwendet wird, ẅachst das Zeitinkrement während des Relaxationsvorgangs bis auf
mehrere Tausend Sekunden an. Die auftretenden Abweichungen von dem experimentell bestimmten
Spannungs-Zeitverlauf entsprechen dabei denen der einachsigen Variante des Materialmodells. Da-
durch wird die Robustheit des implementierten Materialmodells unter Beweis gestellt.

Zus̈atzlich zu diesen Normalbeanspruchungen erfolgte die Simulation des Materialverhaltens unter Schubbeanspru-
chungSchubbeanspruchung für drei verschiedene Belastungsgeschwindigkeiten, wobei lediglich der deviato-

rische Anteil des Materialmodells angesprochen wird. Da sowohl für den Spannungsdeviator als auch
für den hydrostatischen Anteil die gleichen konstitutiven Annahmen gewählt wurden, entspricht das
qualitative Materialverhalten dem der Zugversuche, allerdings bei einemdeutlich niedrigeren Span-
nungsniveau. Durch die Simulation von Zug- und Schubbeanspruchungen in den drei verschiedenen
Raumrichtungen konnte weiterhin die Richtungsunabhängigkeit des Materialverhaltens nachgewiesen
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werden.
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5 Modellierung repr äsentativer
Volumenelemente mittels XFEM

Zur Simulation des effektiven Materialverhaltens von Verbundwerkstoffen wird neben den Materialmo-Einführung

dellen f̈ur die konstitutiven Bestandteile ein Modell der lokalen Werkstoffstruktur ben̈otigt. Aufgrund
der komplexen Geometrie textiler Verstärkungsstrukturen stellt die Generierung eines diskreten Be-
rechnungsmodells für ein RVE eine besondere Herausforderung dar. Bei der Anwendung der FEM
entstehen einerseits stark deformierte Elementgeometrien, die zu einer schlechten numerischen Kon-
ditionierung f̈uhren. Andererseits ist ein hoher Modellierungsaufwand für die manuelle Erstellung der
numerischen Modelle zu erwarten.
Für die hier betrachteten textilen Verstärkungen wird daher eine alternative Modellierungsstrategie
für RVE auf Basis der erweiterten Finiten-Elemente-Methode (XFEM) entwickelt, die ausgehend von
der dreidimensionalen Geometrie der Verstärkungsstruktur eine automatisierte Erstellung der Berech-
nungsmodelle erm̈oglicht und ein Berechnungsnetz regelmäßiger finiter Elemente liefert (Kästner u. a.
(2008a); Kästner und Ulbricht(2006); Haasemann u. a.(2006)).

5.1 Grundzüge der XFEM

Im Unterschied zur geẅohnlichen FEM, bei der die Vernetzung an Details der inneren Struktur an- XFEM/FEM

gepasst werden muss, ist dies bei Nutzung der XFEM nicht erforderlich. Risse und innere Grenz-
flächen, die z. B. bei Hohlräumen, Einschlüssen oder Materialgrenzen auftreten, sind nicht Teil des
regelm̈aßigen Netzes. Die Lage der Unstetigkeitsstellen ist unabhängig von der geẅahlten Vernetzung.
Allerdings m̈ussen aus diesem Grund alternative Verfahren zur Lokalisierung vonGrenzfl̈achen, zur
Abbildung der Diskontinuiẗat der Feldgr̈oßen oder ihrer Ableitungen sowie zur Integration der Ele-
mentsteifigkeitsmatrizen angewendet werden.

5.1.1 Anreicherung des Verschiebungsansatzes

Die XFEM bietet, durch einelokaleAnreicherung Verschiebungsan-
satz

uXFEM =
nK
∑

i=1

Niûi

︸ ︷︷ ︸

FEM

+
∑

j∈KAnr

Nj âjF

︸ ︷︷ ︸

Anreicherung

(5.1)

des geẅohnlichen Verschiebungsansatzes der FEM (4.99), die Möglichkeit, Unstetigkeiten verschie-
dener Feldgr̈oßen innerhalb eines Elements und damit in einem regelmäßigen Berechnungsnetz ab-
zubilden. Dabei entspricht die erste Summe der bekannten Approximation des Verschiebungsfeldesu
durch das Produkt von FormfunktionenNi und dem Vektor der Freiheitsgradêui am Knoteni. Die
Erweiterung des Verschiebungsansatzes besteht aus den Vektoren der zus̈atzlichen Freiheitsgradêaj
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5 Modellierung repr̈asentativer Volumenelemente mittels XFEM

und einer AnreicherungsfunktionF , die das mechanische Verhalten an einer Unstetigkeitsstelle wie-
dergibt. Durch die angepasste Wahl der Anreicherungsfunktion können starke (Verschiebungssprung)
und schwache Diskontinuitäten (Dehnungs- bzw. Steifigkeitssprung) abgebildet werden. Die unter-
schiedlichen Summationsindizes in (5.1) zeigen an, dass nicht allenK Knoten des Berechnungsnetzes
zus̈atzliche Freiheitsgrade aufweisen sondern nur diejenigenj ∈ KAnr, in deren Einflussgebiet eine
Unstetigkeit auftritt (vgl. Abb.5.1).
Im Hinblick auf die Modellierung von Verbundwerkstoffen mit textiler Verstärkungsstruktur bedeutet
dies, dass das Netz der finiten Elemente nicht mehr derart gewählt werden muss, dass Elementränder
auf einer Materialgrenze liegen. Stattdessen wird der senkrecht zu einer solchen Grenzfl̈ache auftreten-
de Dehnungssprung durch die Erweiterung des Verschiebungsansatzes modelliert.

Urspr̈unglich wurde die XFEM zur Simulation des Rissfortschritts entwickelt (Moes u. a.(1999);Anwendung

Dauxz u. a.(2000)). Im Gegensatz zur geẅohnlichen FEM kann durch die Unabhängigkeit von Ver-
netzung und Topologie des Risses auf die aufwendige Neuvernetzung des FE-Modells bei einer Ver-
schiebung der Rissspitze verzichtet werden. Die Unstetigkeit des Verschiebungsfeldes infolge der Riss-
öffnung wird dabei innerhalb der Elemente durch den erweiterten Verschiebungsansatz abgebildet. Als
Anreicherungsfunktion wird die Sprungfunktion verwendet.
In der Folgezeit wurde die Methode auch zur Abbildung von Einschlüssen und Hohlr̈aumen eingesetzt
(Sukumar u. a.(2001); Belytschko u. a.(2001); Moes u. a.(2003)). Verschiedene Erweiterungen um-
fassen die Modellierung des Rissspitzennahfeldes (Zi und Belytschko(2003)), die Anwendung zur Si-
mulation des dreidimensionalen Risswachstums (Sukumar u. a.(2000); Gravouil u. a.(2002a,b)) sowie
zur Modellierung von Grenzfl̈achenrissen (Sukumar u. a.(2004)), Elemente ḧoherer Ordnung (Stazi
u. a.(2003)) und geometrisch nichtlineare Formulierungen (Fagerstr̈om und Larsson(2006)).

Die Umsetzung der XFEM erfolgt im Rahmen dieser Arbeit durch die Definitionund Implementie-X-Elemente

rung spezieller X-Elemente (Abb.5.1), welche die geẅohnlichen Elemente im Bereich einer Materi-
algrenze ersetzen. Dabei wird vorausgesetzt, dass die lokale Anreicherung des Verschiebungsansatzes
auf den Bereich eines einzelnen Elements, das von einer Materialgrenze geschnitten wird, beschränkt
bleibt. Ausgehend von dem erweiterten Verschiebungsansatz (5.1) wird in 5.2.1eine Elementsteifig-

Gewöhnliche finite Elemente

X-Elemente

Knoten mit zusätzlichen

Freiheitsgraden

Materialgrenze

x
1

x3

x2

Abbildung 5.1: X-Elemente und Knoten mit zusätzlichen Freiheitsgraden im Verlauf einer Material-
grenze

keitsmatrix formuliert. Zur Berechnung dieser Matrix werden eine Methode zur Lokalisierung der
Materialgrenze innerhalb des Elements sowie eine geeignete Anreicherungsfunktion ben̈otigt, die im
Folgenden zur Verf̈ugung gestellt werden.
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5.1 Grundz̈uge der XFEM

5.1.2 Lokalisierung von Grenzfl ächen

Da das Berechnungsnetz unabhängig von der Lage der Materialgrenze ist, muss die Lokalisierung der
Grenzfl̈ache separat erfolgen. Dazu wird der vorzeichenbehaftete Abstand

ϕ̂i = (x̂i − xmin) ·nmin (5.2)

des Knotens mit dem Ortsvektorx̂i zu einer durch das Element verlaufenden MaterialgrenzeΓ berech-
net (Abb.5.2(a)), wobeinmin ein Normaleneinheitsvektor an dem Punkt der Materialgrenzexmin mit
dem geringsten Abstand ist. Durch Interpolation der Knotenwerteϕ̂i mittels der FormfunktionenNi

der Elemente kann für jeden Punk der Abstand

ϕ =
∑

i

Niϕ̂i (5.3)

bestimmt werden. Um eine ausreichende Genauigkeit dieser Approximation zu geẅahrleisten, muss
das Berechnungsnetz genügend fein geẅahlt werden. Die Lage der MaterialgrenzeΓ ist dann eindeutig
durch die Parameterkurveϕ = 0 beschrieben. Damit gilt entsprechend Abb.5.2(b)

ϕ =







= 0 auf Γ,

< 0 in G−,

> 0 in G+.

(5.4)

x

min

>0G :
+

x
1

x3

x2

x

i

i

minn

<0G :
-

=0:
^

(a) Berechnung des vorzeichenbehafteten Abstands

:    =0

<0G :
-

>0G :
+

(b) Identifikation von Grenzfl̈achen

Abbildung 5.2: Identifikation von Grenzflächen mittels Parameterfunktion

Da reale Materialstrukturen zahlreiche Materialgrenzen mit beliebig komplizierten Verl̈aufen enthal-
ten k̈onnen, ist in der Regel keine analytische Berechnung der Abständeϕ̂i möglich und die Loka-
lisierung in Form einer globalen Parameterfunktionϕ nicht sinnvoll. Im Rahmen der automatisierten
Modellgenerierung (vgl. Abschnitt5.3) wird der durch ein dreidimensionales Geometriemodell der
Versẗarkungsstruktur gegebene Verlauf der Materialgrenzen daher innerhalb eines Elements durch eine
bilineare Parameterfläche ersetzt, die auch zur elementweisen Berechnung des vorzeichenbehafteten
Abstands genutzt wird.
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5 Modellierung repr̈asentativer Volumenelemente mittels XFEM

5.1.3 Wahl der Anreicherungsfunktion für Materialgrenze n

Neben der reinen Lokalisierung der Materialgrenze kann der Abstandϕ auch zur Formulierung einerArt der
Diskontinuität AnreicherungsfunktionF zur Abbildung der an einer Materialgrenze auftretenden Unstetigkeit ge-

nutzt werden. An einer solchen Grenze kommt es aufgrund verschiedener Materialparameter in den
angrenzenden Gebieten zu einer sprunghaftenÄnderung der Koeffizienten der partiellen Differential-
gleichungen. Ẅahrend die Verschiebung, bedingt durch die zu fordernde Kompatibilität des zusam-
menḧangenden Gebiets, keine Unstetigkeiten aufweisen darf, kann senkrecht zu einer Grenzfl̈acheΓ
ein Sprung in den Verzerrungen

[ε̃1i] = [ε̃i1] 6= 0

[ε̃αβ ] = 0
mit

i = 1, 2, 3

α, β = 2, 3
und [a] = a+ − a− (5.5)

auftreten (Abb.5.3), der durch die Anreicherungsfunktion abzubilden ist.

x
1

x3

x2
x

x
1

x3

x2

>0G :
+

<0G :
-

=0:

Abbildung 5.3: Verzerrungssprung an einer Materialgrenze

Betrachtet man den Betrag des Abstands|ϕ| zu einer Materialgrenze, der in Abb.5.4(a) in denAnreicherungs-
funktion naẗurlichen Koordinatenξ1, ξ2 (s. Abschnitt5.2.1) eines ebenen, zweidimensionalen finiten Elements,

das von einer schräg zu den Elementkanten verlaufenden Materialgrenze geschnitten wird, dargestellt
ist, erkennt man, dass die Ableitung dieser Verteilung die gewünschte Diskontinuiẗat aufweist. Damit
ist durch

|ϕ| =

∣
∣
∣
∣
∣

∑

i

Niϕ̂i

∣
∣
∣
∣
∣

(5.6)

eine m̈ogliche Anreicherungsfunktion zur Abbildung des Verzerrungssprungs gegeben. Bezüglich der
Implementierung eines X-Elements in einem kommerziellen FE-Programm besitzt dieser Ansatz je-
doch einen entscheidenden Nachteil. Das von dem Knoteni beeinflusste Verschiebungsfeld wirkt sich
nicht nur auf das von einer Grenzlinie durchzogene Element sondern auch auf die benachbarten Ele-
mente aus. Da zur praktischen Umsetzung der XFEM angestrebt wird, nurdiejenigen geẅohnlichen
Elemente des regelm̈aßigen Netzes, die von einer Grenze geschnitten werden, durch X-Elemente zu
ersetzen, ẅahrend diëubrige Vernetzung unverändert bleibt, muss die Auswirkung der Anreicherung
im Verschiebungsansatz auf diese Elemente beschränkt sein.
In Moes u. a.(2003) wird mit

F =
∑

i

Ni |ϕ̂i| −
∣
∣
∣
∣
∣

∑

i

Niϕ̂i

∣
∣
∣
∣
∣

(5.7)
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5.2 Formulierung von X-Elementen mit erweitertem Verschiebungsansatz

ein Vorschlag f̈ur eine alternative Anreichungsfunktion beschrieben (Abb.5.4(b)). Es ist zu erkennen,
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(b) Verlauf der AnreichungsfunktionF

Abbildung 5.4: Verlauf m̈oglicher Anreicherungsfunktionen zur Modellierung des Verzerrungssprungs
innerhalb eines ebenen zweidimensionalen finiten Elements

dassF für alle Elemente, f̈ur deren Knotenwertêϕiϕ̂j > 0, i 6= j gilt, also f̈ur diejenigen Elemente,
die nicht von einer Materialgrenze geschnitten werden, verschwindet. Damit ist die Auswirkung der
zus̈atzlichen Freiheitsgradêai auf die Elemente im Bereich der Diskontinuität der Materialparameter
beschr̈ankt. In Abb.5.4(b)wird anhand der Darstellung des Verlaufs vonF in einem zweidimensiona-
len Elementbereich deutlich, dass auch auf den Rändern des X-Elements, die keine Schnittpunkte mit
der Materialgrenze aufweisen,F = 0 gilt. Dadurch wird auch die Kompatibilität des Verschiebungs-
verlaufs zu den benachbarten gewöhnlichen finiten Elementen gesichert.Moes u. a.(2003) beschreiben
zudem das bei Verwendung der FunktionF gegen̈uber|ϕ| verbesserte Konvergenzverhalten.
In Abb. 5.5sind abschließend die Richtungsableitungen der AnreicherungsfunktionF

∂F (ξ)

∂nΓ
=

∂F

∂ξ1
nΓ

1 +
∂F

∂ξ2
nΓ

2 (5.8)

∂F (ξ)

∂tΓ
=

∂F

∂ξ1
tΓ1 +

∂F

∂ξ2
tΓ2 (5.9)

in Richtung des Normalen-nΓ und TangentenvektorstΓ der MaterialgrenzeΓ für zwei verschiedene
Verläufe innerhalb eines ebenen zweidimensionalen Elements dargestellt. Die Grafiken zeigen deutlich,
dass die Unstetigkeit der Ableitungen nur senkrecht zu einer Grenzfläche auftritt.

5.2 Formulierung von X-Elementen mit erweitertem
Verschiebungsansatz

Wie in der Einf̈uhrung von Abschnitt5.1erläutert wurde, erfolgt die programmtechnische UmsetzungEinführung

der XFEM durch die Definition eines neuen, X-Element genannten Elementtyps. Besonders vorteilhaft
für die Implementierung ist dabei die Eigenschaft der Anreicherungsfunktion (5.7), den Einfluss des er-
weiterten Verschiebungsansatzes auf ein von einer Materialgrenze geschnittenes Element zu begrenzen.
Dadurch sind keine weiteren̈Ubergangselemente erforderlich. Für den Einsatz des neuen Elementtyps
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Abbildung 5.5: Verlauf der partiellen Ableitungen der Anreicherungsfunktion bei verschiedenen
Verläufen der Materialgrenze innerhalb eines ebenen zweidimensionalen finiten Ele-
ments

in einem kommerziellen FE-Programm soll in diesem Abschnitt die TangentensteifigkeitsmatrixKE

eines X-Elements zur Abbildung von Materialgrenzen

KE =

∫

V E

BTC B dV (5.10)

zur Verfügung gestellt werden. Dazu ist zunächst die Verzerrungs-VerschiebungsmatrixB unter Be-
rücksichtigung des erweiterten Verschiebungsansatzes zu berechnen. Die Materialtangentensteifigkeits-
matrixC folgt aus den Materialmodellen der Verbundkomponenten (vgl. Abschnitt4.3.3). Da sowohl
B als auchC innerhalb des Elements eine Unstetigkeit aufweisen, erfolgt die numerische Integration
durch Zerlegung des quaderförmigen ElementsV E in nT tetraederf̈ormige TeilbereicheV T

i , in denen
herk̈ommliche Quadraturformeln angewendet werden können

KE =

nT
∑

i=1

∫

V T
i

BTC B dV. (5.11)

94



5.2 Formulierung von X-Elementen mit erweitertem Verschiebungsansatz

5.2.1 X-Element

Ausgangspunkt f̈ur die Berechnung der Tangentensteifigkeitsmatrix des X-Elements ist ein gewöhnli- Achtknotenele-
mentches Achtknotenelement, das gemäß dem isoparametrischen Konzept (Bathe(2002); Cook u. a.(2002);

Zienkiewicz(1977)) die gleichen Ansatzfunktionen

N1(ξ) = 1
8(1 − ξ1)(1 − ξ2)(1 − ξ3) N2(ξ) = 1

8(1 + ξ1)(1 − ξ2)(1 − ξ3)

N3(ξ) = 1
8(1 + ξ1)(1 + ξ2)(1 − ξ3) N4(ξ) = 1

8(1 − ξ1)(1 + ξ2)(1 − ξ3)

N5(ξ) = 1
8(1 − ξ1)(1 − ξ2)(1 + ξ3) N6(ξ) = 1

8(1 + ξ1)(1 − ξ2)(1 + ξ3)

N7(ξ) = 1
8(1 + ξ1)(1 + ξ2)(1 + ξ3) N8(ξ) = 1

8(1 − ξ1)(1 + ξ2)(1 + ξ3)

(5.12)

zur Abbildung der Geometrie

x(ξ) =
8∑

i=1

Ni(ξ)x̂i (5.13)

zwischen den physikalischen Koordinatenx und den naẗurlichen Koordinatenξ (−1 ≤ ξi ≤ +1) des
Elements sowie zur Interpolation des Verschiebungsfeldes

u(ξ) =
8∑

i=1

Ni(ξ)ûi (5.14)

verwendet. Dabei sind̂xi die Koordinaten der acht Knoten des Elements undûi die zugeḧorigen
Knotenverschiebungsvektoren. Abb.5.6(a)zeigt die ẅurfelförmige Geometrie des Elements in den
naẗurlichen Koordinaten sowie die Anordnung der Knoten. Abhängig von der Lage der Knoten im phy-
sikalischen Bereich, nimmt das Element eine im Allgemeinen nicht quaderförmige Konfiguration an
(Abb. 5.6(b)). Während die Elementkanten nach wie vor Geraden sind, können dabei gekrümmte Be-
grenzungsfl̈achen auftreten.
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(1,-1,-1)

(1,-1,1)
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(1,1,1)

(-1,1,1)

(a) Achtknotenelement, natürliche Koordinatenξ

1

2

3

4

5
6

7

8

x
1

x3

x2

(b) Achtknotenelement, physikalische Koordinatenx

Abbildung 5.6: Isoparametrisches Achtknotenelement

Infolge des erweiterten Verschiebungsansatzes des X-Elements B-Matrix

uX-Element(ξ) =
8∑

i=1

Ni (ξ) [ûi + âiF (ξ)] (5.15)
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5 Modellierung repr̈asentativer Volumenelemente mittels XFEM

existieren an allen acht Knoten zusätzliche Freiheitsgradêai, die mit dem ProduktNiF der in Ab-
schnitt5.1.3beschriebenen AnreicherungsfunktionF (5.7) und der FormfunktionenNi des Achtkno-
tenelements (5.12) gewichtet werden. Da die Anreicherung alle Knoten des X-Elements umfasst, kann
im Gegensatz zu (5.1) auf eine getrennte Summation von gewöhnlichen und zus̈atzlichen Freiheits-
graden verzichtet werden. In der nachfolgend für die Herleitung der FE-Formulierung verwendeten
Vektor-Matrixnotation lautet der angereicherte Verschiebungsansatz

uX-Element(ξ) = N(ξ)d̂ (5.16)

mit der erweiterten Matrix der Formfunktionen

N(ξ) =






N1 0 0 N1F 0 0 . . . N8F 0 0

0 N1 0 0 N1F 0 . . . 0 N8F 0

0 0 N1 0 0 N1F . . . 0 0 N8F




 (5.17)

und dem verallgemeinerten Vektor der Elementverschiebungen

d̂ =
[

ûT
1 âT

1 . . . ûT
i âT

i . . . ûT
8 âT

8

]T

. (5.18)

Im Folgenden soll die MatrixB hergeleitet werden, die den Zusammenhang

ε (ξ) = B (ξ) d̂. (5.19)

zwischen dem in (4.102) definierten Verzerrungsvektorε und dem erweiterten Verschiebungsvektor
des Elementŝd herstellt (vgl. (4.101)). Dazu sind zun̈achst die infinitesimalen Verzerrungs-Verschie-
bungsbeziehungen (2.4) mit dem Vektor des Verschiebungsgradienten

∂u

∂x
=

[
∂u1

∂x1

∂u1

∂x2

∂u1

∂x3

∂u2

∂x1

∂u2

∂x2

∂u2

∂x3

∂u3

∂x1

∂u3

∂x2

∂u3

∂x3

]T

(5.20)

in Matrixform

ε = L
ε

∂u

∂x
(5.21)

zu schreiben Die OperatormatrixL
ε

entḧalt dabei nur die Werte Null und Eins und sichert die kor-
rekte Zuordnung zwischen den Koordinaten des Verzerrungsvektors und denen des Verschiebungs-
gradientenvektors. Aufgrund der Interpolation des Verschiebungsfeldes durch Formfunktionen in den
naẗurlichen Koordinaten sind die in (5.20) enthaltenen partiellen Ableitungen durch Anwendung der
Kettenregel






∂
∂ξ1
∂

∂ξ2
∂

∂ξ3




 =






∂x1

∂ξ1

∂x2

∂ξ1

∂x3

∂ξ1
∂x1

∂ξ2

∂x2

∂ξ2

∂x3

∂ξ2
∂x1

∂ξ3

∂x2

∂ξ3

∂x3

∂ξ3











∂
∂x1

∂
∂x2

∂
∂x3




 (5.22)

oder in abgek̈urzter Form
∂

∂ξ
= J¤

∂

∂x
(5.23)

zu bestimmen, wobei die sogenannte JACOBI-Matrix J¤ die partiellen Ableitungen bezüglich der je-
weiligen Koordinaten des Achtknotenelements miteinander verknüpft. Da zwischen den natürlichen
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5.2 Formulierung von X-Elementen mit erweitertem Verschiebungsansatz

und physikalischen Koordinaten eine Transformationsbeziehung in Formder Geometrieinterpolation
(5.13) existiert, folgt mit den bekannten FormfunktionenNi (ξ), den Koordinatenvektoren̂xi der Kno-
ten des Elements sowie der abkürzenden Schreibweise∂()/∂ξi = (),ξi

J¤ =
1

8






N1,ξ1 N2,ξ1 . . . N8,ξ1

N1,ξ2 N2,ξ2 . . . N8,ξ2

N1,ξ3 N2,ξ3 . . . N8,ξ3














x̂T
1

x̂T
2
...

x̂T
8









=






J11 J12 J13

J21 J22 J23

J31 J32 J33




 . (5.24)

Ihre DeterminanteJ¤ = det
(

J¤

)

kann als Verḧaltnis der differentiellen Volumenelemente des phy-

sikalischen und numerischen Bereichs interpretiert werden und ist bei der Integration durch
∫

Ve

dx1 dx2 dx3 =

∫

V ¤
e

J¤ dξ1 dξ2 dξ3 (5.25)

zu ber̈ucksichtigen.
Im vorliegenden Fall sind jedoch die partiellen Ableitungen bezüglich der naẗurlichen Koordinatenξ
bekannt und die bezüglich der physikalischenx gesucht, deshalb wird die inverse Darstellung

∂

∂x
= J¤−1 ∂

∂ξ
(5.26)

ben̈otigt. Die InverseJ¤−1

der Jacobi-Matrix existiert, wenn die Zuordnung zwischen den natürlichen
und den globalen Koordinaten eindeutig ist, was hier vorausgesetzt wird.
Damit folgt für den Zusammenhang der partiellen Ableitungen der Verschiebungen bezüglich der bei-
den Koordinatensysteme (vgl. (5.20))

∂u

∂x
=






J¤−1

0 0

0 J¤−1

0

0 0 J¤−1






∂u

∂ξ
. (5.27)

Der Vektor des Verschiebungsgradienten∂u
∂ξ

in naẗurlichen Koordinaten ergibt sich aus

∂u

∂ξ
= B̃ d̂, (5.28)

wobei die Matrix

B̃ =

















N1,ξ1 0 0 (N1F ),ξ1
0 0 . . . (N8F ),ξ1

0 0

N1,ξ2 0 0 (N1F ),ξ2
0 0 . . . (N8F ),ξ2

0 0

N1,ξ3 0 0 (N1F ),ξ3
0 0 . . . (N8F ),ξ3

0 0

0 N1,ξ1 0 0 (N1F ),ξ1
0 . . . 0 (N8F ),ξ1

0

0 N1,ξ2 0 0 (N1F ),ξ2
0 . . . 0 (N8F ),ξ2

0

0 N1,ξ3 0 0 (N1F ),ξ3
0 . . . 0 (N8F ),ξ3

0

0 0 N1,ξ1 0 0 (N1F ),ξ1
. . . 0 0 (N8F ),ξ1

0 0 N1,ξ2 0 0 (N1F ),ξ2
. . . 0 0 (N8F ),ξ2

0 0 N1,ξ3 0 0 (N1F ),ξ3
. . . 0 0 (N8F ),ξ3

















(5.29)
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5 Modellierung repr̈asentativer Volumenelemente mittels XFEM

die partiellen Ableitungen der FormfunktionenNi (ξ) und des ProduktsNi (ξ) F (ξ) entḧalt.
Die gesuchte Verzerrungs-VerschiebungsmatrixB erḧalt man schließlich durch die Kombination der
Zwischenergebnisse (5.21), (5.27) und (5.28)

ε = L
ε






J¤−1

0 0

0 J¤−1

0

0 0 J¤−1




 B̃

︸ ︷︷ ︸

B

d̂. (5.30)

Für ihre Gr̈oße folgt aus den zu multiplizierenden Matrizen[6 × 9] , [9 × 9] und [9 × 48] schließlich
[6 × 48]. Sie verkn̈upft die sechs unabhängigen Elementverzerrungen mit den 48 Knotenfreiheitsgraden
des Elements.

Zur Sicherung der monotonen Konvergenz einer FE-Berechnung werden nachBathe (2002) dieVollständigkeit und
Kompatibilität Vollständigkeit und die Kompatibiliẗat des Verschiebungsansatzes gefordert, wobei die Kompatibilität

bereits bei der Anwendung des Prinzips der virtuellen Arbeit zur Herleitung der FE-Formulierung in
Abschnitt4.3.2vorausgesetzt wurde. Werden beide Forderungen erfüllt, ist die Konvergenz bei einer
Verfeinerung des Berechnungsnetzes gesichert.
Unter der Vollsẗandigkeit des Verschiebungsansatzes ist dabei zu verstehen, dassdas Element in der
Lage ist, sowohl Starrk̈orperbewegungen verzerrungsfrei wiederzugeben als auch einen konstanten
Verzerrungszustand abzubilden. Diese Forderung kann anhand des linearen Testverschiebungsfeldes

u (x) = b + A ·x. (5.31)

diskutiert werden. Dabei bildenb eine Starrk̈orpertranslation undA ·x ein lineares Verschiebungsfeld
ab. Wertet man das Verschiebungsfeld an den Knoten eines Elements aus,erḧalt man die Knotenver-
schiebungen

ûi = u (x̂i) = b + A · x̂i. (5.32)

Der Verschiebungsansatz eines Elements ist dann vollständig, wenn er unter Verwendung der Knoten-
verschiebungen (5.32) das Verschiebungsfeld (5.31) liefert. Für die Interpolation des Verschiebungsfel-
des der geẅohnlichen FEMu =

∑

i Niûi führt diese Forderung auf

u (x) =
∑

i

Ni (b + A · x̂i) = b
∑

i

Ni + A ·
(

∑

i

Nix̂i

)

. (5.33)

Die Bedingung (5.33) ist für isoparametrische Elemente durch die Eigenschaft der Formfunktionen
∑

Ni = 1 und die Verwendung der gleichen Interpolation sowohl für die Geometrie als auch für das
Verschiebungsfeld des Elements stets erfüllt.
Betrachtet man nun den erweiterten Verschiebungsansatz des X-Elements(5.15), wird deutlich, dass
die Anreicherung die Vollständigkeit des Verschiebungsfeldes stört

u (x) =
∑

i

Ni (b + A · x̂i + âiF ) = b
∑

i

Ni + A ·
(

∑

i

Nix̂i

)

+
∑

i

NiâiF, (5.34)

da die Erweiterung dazu eingeführt wurde, ein unstetiges Verzerrungsfeld innerhalb des Elements ab-
zubilden. Untersuchungen an einem einzelnen X-Element zeigen jedoch,dass das Element unabhängig
von der Lage der Materialgrenze und den Materialeigenschaften in den beiden Materialbereichen bei
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5.2 Formulierung von X-Elementen mit erweitertem Verschiebungsansatz

Verwendung einer ausreichenden Integrationsordnung in der Lage ist, beliebige Starrk̈orperverschie-
bungen und infinitesimale Starrkörperroationen verzerrungsfrei wiederzugeben (Abb.5.7). In diesem
Fall ergibt sichâi = 0. Damit verschwindet der Anreicherungsterm in Gleichung (5.34) und die
Vollständigkeit des Verschiebungsfeldes bei Starrkörperbewegungen ist gesichert.
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(a) Starrk̈orpertranslation
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(b) Starrk̈orperrotation

Abbildung 5.7: Verzerrungsfreie Starrkörperbewegungen des X-Elements

Werden in beiden Materialbereichen gleiche konstitutive Eigenschaften vorausgesetzt und das Element
homogen beansprucht, liefert die Rechnung außerdem ein konstantes Verzerrungsfeld innerhalb des
Elements mit̂ai = 0. Damit ist auch in diesem Fall die Vollständigkeit des Verschiebungsansatzes
geẅahrleistet.
Für den inhomogenen Fall ist die Diskussion der Vollständigkeit f̈ur ein einzelnes X-Element nicht
zielführend, da in diesem Element die Diskontinuität des Verzerrungsfeldes modelliert wird. Allerdings
demonstriert Gleichung (5.34) einen wesentlichen Vorteil der Anreicherungsfunktion (5.7). Durch die
Begrenzung des erweiterten Verschiebungsansatzes auf das von der Diskontinuiẗat betroffene Element
können in der Umgebung der Materialgrenze gewöhnliche isoparametrische finite Elemente verwen-
det werden, die entsprechend (5.33) die Forderung nach Vollständigkeit des Verschiebungsansatzes
erfüllen. Eine Konvergenzuntersuchung inMoes u. a.(2003), bei der das Verhalten der XFEM bei Ver-
wendung der Anreicherungsfunktionen nach (5.6) und (5.7) mit der geẅohnlichen FEM verglichen
wird, zeigt einähnliches Konvergenzverhalten von FEM und XFEM mit (5.7), da der Einfluss der An-
reicherungsfunktion in diesem Fall auf die von einer Materialgrenze betroffenen Element beschränkt
bleibt.
Die Anforderungen hinsichtlich der Kompatibilität des Verschiebungsfeldes werden im Rahmen der
Assemblierung des Gesamtgleichungssystems in Abschnitt5.3.3behandelt.

5.2.2 Numerische Integration

Infolge der zur Modellierung des Steifigkeitssprungs gewählten Anreicherung weist der Integrand derAufteilung in Inte-
grationsbereicheSteifigkeitsmatrix innerhalb eines Elements Unstetigkeiten auf. Zur numerischenIntegration wird das

Element deshalb mittels einer dreidimensionalen Form der DELAUNAY -Zerlegung, die in Abschnitt
5.3.2beschrieben wird, innT tetraederf̈ormige Integrationsbereiche

∫

V E

dV =
nT
∑

i=1

∫

V T
i

dV, (5.35)
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5 Modellierung repr̈asentativer Volumenelemente mittels XFEM

die einen stetigen Integranden aufweisen, unterteilt. Innerhalb dieser Bereiche k̈onnen dann bekannte
Quadraturformeln zur Integration genutzt werden.

Durch die Aufteilung des IntegrationsbereichesV E entstehen geradlinig berandete Tetraeder (Abb.Funktionaldetermi-
nante der
Tetraeder

5.8). Da die Beschreibung des Tetraederbereichs in den natürlichen Koordinatenη (0 ≤ ηi ≤ 1 undη1+

1

2

3

4

1

2

3

Abbildung 5.8: Geometrie der zur Integration genutzten Tetraeder in natürlichen Koordinatenη

η2 + η3 ≤ 1) erfolgt, ist bei der numerischen Integration, aufgrund der Transformation zwischen dem
η- und demξ-System, neben der JACOBI-Determinante des quaderförmigen Elements auch die Funk-
tionaldeterminanteJ△ des Tetraeders zu beachten. Für das differentielle Volumenelement gilt daher

dV = J¤dξ1 dξ2 dξ3 = J¤ J△dη1 dη2 dη3. (5.36)

Die DeterminanteJ△ = det
(
J△)

der durch

∂

∂η
= J△ ∂

∂ξ
(5.37)

definierten JACOBI-Matrix J△ ist aus der Geometrieinterpolation des Tetraeders

ξ (η) =
4∑

i=1

N△
i (η) ξ̂i, (5.38)

die mit den FormfunktionenN△
i (η)

N△
1 (η) = 1 − η1 − η2 − η3 N△

2 (η) = η1

N△
3 (η) = η2 N△

4 (η) = η3

(5.39)

erfolgt, zu ermitteln. In Analogie zu (5.24) erḧalt man unter Ber̈ucksichtigung der linearen Funktionen
in (5.39)

J△ =






−1 1 0 0

−1 0 1 0

−1 0 0 1














ξ̂
T

1

ξ̂
T

2

ξ̂
T

3

ξ̂
T

4









. (5.40)
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Die Integration der Elementsteifigkeitsmatrix erfolgt nun durch Anwendung von Quadraturformeln Quadratur

in den Tetraederbereichen. Dadurch wird das Integral zur Berechnung der Elementsteifigkeitsmatrix
(5.10) in die Summe

K =
nT
∑

i=1

nInt
∑

j=1

BT
(
ξ(ηj)

)
C B

(
ξ(ηj)

)
J¤ wj

1

6
J△

i , (5.41)

der Beitr̈age dernInt Integrationspunkte allernT Tetraeder̈uberf̈uhrt. Dabei sindηj die Position desj-
ten Integrationspunkts in den natürlichen Tetraederkoordinaten undwj das zu diesem Integrationspunkt
geḧorende Gewicht. Zu beachten ist, dass der tetraederförmige Integrationsbereich wegen

η1 + η2 + η3 ≤ 1 (5.42)

nur ein Sechstel des von den Flächenη1 = 0, η1 = 1 und η2 = 0, η2 = 1 sowieη3 = 0, η3 = 1
begrenzten Ẅurfels umfasst. Deshalb ist stattJ△ lediglich 1

6 J△ in der Summe von Gleichung (5.41)
zu ber̈ucksichtigen.

5.2.3 Mechanisches Verhalten von X-Elementen und Wahl der
Integrationsordnung

Betrachtet man die Struktur der Matrix̃B in (5.29) so wird deutlich, dass die höchsten Ordnungen Integrationsord-
nungvon ξ1, ξ2 undξ3 durch Ausdr̈ucke der Form(NiF ),ξj

bestimmt werden, die maximal Termeξ1ξ
2
2ξ

2
3 ,

ξ2
1ξ2ξ

2
3 oderξ2

1ξ
2
2ξ3 enthalten. Zur exakten Integration ist für ein quaderf̈ormiges Element, bei dem die

InverseJ¤−1
der JACOBI-Matrix lediglich Konstanten entḧalt, im linear elastischen Fall aufgrund der

quadratischen FormBTC B des Integranden eine Quadraturformel mit dem Genauigkeitsgrad vier er-
forderlich.
Da die numerische Integration mit steigender Ordnung des exakt integrierbaren Polynoms die Auswer-
tung des Integranden an immer mehr Stützstellen erfordert, vergrößert sich auch der numerische Auf-
wand zur Berechnung der Elementsteifigkeitsmatrix. Um diesen Aufwand reduzieren zu k̈onnen, wird
im Rahmen dieser Arbeit eine reduzierte Integrationsordnung verwendet. Ihre Auswirkungen auf das
Berechnungsergebnis sind, bedingt durch die Aufteilung des Elements inIntegrationsbereiche, als ge-
ring zu bewerten, da durch diese Unterteilung des Integrationsgebiets Teilbereiche entstehen, in denen
der Integrand bereits durch eine niedrigere Polynomordnung mit ausreichender Genauigkeit approxi-
miert werden kann.

Die Auswahl eines geeigneten Integrationsverfahrens soll im Folgenden anhand des eindimensio-Stabproblem

nalen Stabproblems motiviert werden. Gegeben ist dazu ein aus zwei Materialien mit den Elasti-
zitätsmodulnE1 = E0 undE2 = 5E0 zusammengesetzter Stab mit der konstanten Querschnittsfläche
A0 und der L̈angel0. Die Materialgrenze befindet sich beix∗ = l0

2 (Abb. 5.9).
Die exakte L̈osung f̈ur diesen einseitig gelagerten und am freien Ende durch die KraftF0 belasteten
Stab ist ein bereichsweise linearer Verschiebungsverlauf. Die Dehnung ε(x) weist einen Sprung an der
Stellex∗ auf, der durch die Modellierung mittels XFEM darstellbar ist. Neben diesem Dehnungssprung
sollte auch die Verschiebung des Stabendes

u (x = l0) =
1

2

(
E1 + E2

E1E2

)
F0

A0
l0 =

3

5

F0

E0A0
l0 =

3

5
u0 mit u0 =

F0

E0A0
(5.43)
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l0

F
0

A0
E1 E2

*

x

x=l /20

(a) Stabproblem

A0

E1 E21 2

1-1

(b) Stabelement, natürliche Koordinateξ

Abbildung 5.9: Aus zwei Materialien zusammengesetzter Stab der Längel0

korrekt vorhergesagt werden.
Bevor das Verhalten des dreidimensionalen Volumenelements untersucht wird, soll das Problem mit-
hilfe eines Stabelements mit dem erweiterten Verschiebungsansatz

uStabelement(ξ) =
2∑

i=1

Ni (ξ) [ûi + âiF (ξ)] (5.44)

analysiert werden. Die AnreicherungsfunktionF entsprechend Gleichung (5.7) ist im einachsigen Fall

F (ξ) = N1(ξ)|ϕ̂1| + N2(ξ)|ϕ̂2| − |N1(ξ)ϕ̂1 + N2(ξ)ϕ̂2| (5.45)

in der Lage, den zur Modellierung des Dehnungssprungs erforderlichen, bereichsweise linearen Verlauf
innerhalb des Elements abzubilden. Dabei sind

N1(ξ) =
1

2
(1 − ξ) und N2(ξ) =

1

2
(1 + ξ) (5.46)

die Formfunktionen des Stabelements. Unter Beachtung dieser Funktionen folgt aus dem Anreiche-
rungsterm des Verschiebungsansatzes

uAnr.(ξ) = â1N1(ξ)F (ξ) + â2N2(ξ)F (ξ) =
1

2
[(â1 + â2)F (ξ) − (â1 − â2) ξF (ξ)] , (5.47)

dass zur korrekten Abbildung des bereichsweise linearen Verschiebungsverlaufs, unabhängig von der
Lage der Materialgrenze, die Bedingung

â1 = â2 (5.48)

zu erf̈ullen ist. Dieses Ergebnis sollte sich ohne Definition weiterer Zwangsbedingung aus der L̈osung
des FE-Gleichungssystems ergeben. Da Kopplungen zwischen gewöhnlichen und zus̈atzlichen Frei-
heitsgraden auftreten, erfordern die Erfüllung dieser Bedingung sowie die korrekte Vorhersage der
Verschiebung des Stabendes die Wahl einer ausreichend hohen Integrationsordnung. Um die Steifig-
keitsmatrix exakt zu integrieren, ist eine zweiter Ordnung genaue Quadraturformel erforderlich.

Im Folgenden soll das mechanische Verhalten des Stabelements in Abhängigkeit der verwendetenEinfluss der Inte-
grationsordnung Quadraturformeln erster und zweiter Ordnung untersucht werden. Dazu wird zun̈achst das Verhalten

eines Elements ohne Anreicherung des Verschiebungsansatzes diskutiert, das jedoch in zwei Integra-
tionsbereiche mit den entsprechenden Materialeigenschaften aufgeteilt ist (Abb. 5.10(a)). Neben der
Verschiebunĝu1 = 0 sind in diesem Fall auch die Werte der zusätzlichen Freiheitsgradêa1 = â2 = 0
vorgeschrieben. Die verbleibende Koordinate der Elementsteifigkeitsmatrixkann durch Anwendung
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5.2 Formulierung von X-Elementen mit erweitertem Verschiebungsansatz

der GAUSS-Quadratur mit einem Integrationspunkt je Materialbereich integriert werden. Die Auswer-
tung des Integranden in beiden Materialbereichen führt zu einer Mittelung der Steifigkeiten und man
erḧalt für die Verschiebung

û2 =
F0

ĒA0
l0 =

F0

3E0A0
l0 =

1

3
u0 6= u (l0) . (5.49)

Trotz separater Integration unter Berücksichtigung der unterschiedlichen Steifigkeiten ist das Element
ohne die Anreicherung also nicht in der Lage die Gesamtverschiebung korrekt vorherzusagen (Abb.
5.11(a)). Deshalb werden nun die Zwangsbedingungen für die zus̈atzlichen Freiheitsgrade fallengelas-
sen.
Wird in den beiden Teilbereichen nach wie vor nur ein Integrationsverfahren erster Ordnung verwen-
det (Abb.5.10(a)), ist die resultierende Steifigkeitsmatrix infolge der Anreicherung singulär, da f̈ur
die drei noch zu bestimmenden Freiheitsgrade (û2, â1 und â2) nur zwei unabḧangige Gleichungen zur
Verfügung stehen (vgl.Zienkiewicz(1977)).

E1 E2

(a) 2 Integrationsbereiche, GAUSS-
Quadratur 1. Ordnung

E1 E2

(b) 4 Integrationsbereiche, GAUSS-
Quadratur 1. Ordnung

E1 E2

(c) 2 Integrationsbereiche, GAUSS-
Quadratur 2. Ordnung

Abbildung 5.10: Varianten der numerischen Integration in einem Stabelementmit erweitertem Ver-
schiebungsansatz

Die Singulariẗat der Steifigkeitsmatrix kann unter Beibehaltung der Integrationsordnungdurch eine
weitere Unterteilung der beiden Materialbereiche in je zwei Integrationsbereiche (Abb.5.10(b)) auf-
gehoben werden. Obwohl die Quadraturformel bei Verwendung eines Integrationspunkts die quadra-
tischen Anteile des Integranden der Steifigkeitsmatrix nicht exakt integriert,liefert die Aufteilung in
vier Integrationsbereiche den korrekten abschnittsweise linearen Verschiebungsverlauf (Abb.5.11(b)).
Die Verschiebung des Stabendes beträgt û2 = 3

5u0 = u (l0) und die zus̈atzlichen Freiheitsgrade ent-
sprechen mit̂a1 = â2 der Bedingung (5.48). Das gleiche exakte Ergebnis erhält man bei Verwendung
von zwei Integrationsbereichen durch eine Erhöhung der Anzahl der Integrationspunkte auf zwei (Abb.
5.10(c)). In diesem Fall wird die Steifigkeitsmatrix exakt integriert.

Nach der Untersuchung des Verhaltens eines Stabelements soll nun das dreidimensionale X-Element Volumenelement

gem̈aß Abschnitt5.2.1zur Modellierung des Stabproblems mitν = 0 verwendet werden. Das Ele-
ment mit der Kantenlängel0 besitzt eine durchx∗

2 = l0
2 definierte, ebene Materialgrenze und wird

durch vier gleich große Knotenkräfte, die in der SummeF0 ergeben, belastet (Abb.5.12(a)). Für die
Integration werden drei inZienkiewicz(1977) angegebene Quadraturformeln erster, zweiter und dritter
Ordnung mit je einem, vier bzw. fünf Integrationspunkten je Tetraeder verwendet. Da das Element in-
folge der Tetraederzerlegung zwölf Integrationsbereiche aufweist, steht in jedem Fall eine ausreichende
Anzahl von Gleichungen zur Berechnung der 48 Freiheitsgrade zur Verfügung. Nach Verhinderung der
Starrk̈orpertranslationen und -rotationen tritt im dreidimensionalen Fall keine Singularität der Steifig-
keitsmatrix auf.
Als Kriterien für die Wahl einer ausreichenden Integrationsordnung sollen analog zum eindimensiona-
len Problem die exakte Abbildung der Stablösung mit einem abschnittsweise linearen Verschiebungs-
verlauf innerhalb des Elements undu (x2 = l0) = 3

5u0 dienen. Dazu ist die Bedingung (5.48) für
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Abbildung 5.11: Verschiebungsverläufe in einem Stabelement mit erweitertem Verschiebungsansatz

den dreidimensionalen Fall zu verallgemeinern. Aus der Anreicherung des Verschiebungsansatzes in
(5.15) folgt unter Ber̈ucksichtigung der Eigenschaft der Formfunktionen

∑
Ni = 1 analog zu (5.48)

unabḧangig von der Lage der Materialgrenze

â1 = â2 = . . . = â8 = â. (5.50)

Die Erfüllung dieser Forderungen kann erst durch Verwendung des Verfahrens dritter Ordnung ge-
sichert werden, dagegen führt die Anwendung der Verfahren niedrigerer Ordnung zu falschen Er-
gebnissen f̈ur die Verschiebung. Abb.5.12 zeigt die berechnete, deformierte Konfiguration des in
Tetraeder zerlegten Elements. Dabei ist die unterschiedliche Steifigkeit der beiden farblich gekenn-
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(b) Deformierte Konfiguration

Abbildung 5.12: Deformationsverhalten des X-Elements

zeichneten Materialbereiche deutlich erkennbar. Die Verschiebung derSeitenfl̈achex2 = l0 betr̈agt
u (x2 = l0) = 3

5u0 und die Vektoren der zusätzlichen Freiheitsgrade erfüllen die Bedingung (5.50).
Die für beliebige Verl̈aufe der Materialgrenze innerhalb des dreidimensionalen Elements oder bei
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5.2 Formulierung von X-Elementen mit erweitertem Verschiebungsansatz

Berücksichtigung der Querkontraktion auftretenden Verzerrungsfelderwerden von den bisher betrach-
teten bereichsweise konstanten Werten abweichen, so dass die Bedingung (5.50) nicht mehr als Kri-
tierium für die Qualiẗat der Approximation dienen kann. Da diese Verzerrungsfelder im Allgemeinen
durch die Anreicherungsfunktion nicht mehr exakt abgebildet werdenkönnen und außerdem eine wei-
tere Erḧohung der Integrationsordnung mit einerüberproportionalen Zunahme der auszuwertenden In-
tegrationspunkte verbunden wäre, wird das Verfahren dritter Ordnung standardmäßig zur Berechnung
der Elementmatrizen verwendet, da es einen vernüftigen Kompromiss zwischen Anzahl der Integrati-
onspunkte und Integrationsordnung bietet.

5.2.4 2X-Element

Innerhalb des zu modellierenden GebietsV existieren in der Regel eine Reihe von Materialgrenzen
(Abb. 5.13), so dass der Verschiebungsansatz der XFEM (5.1) in verallgemeinerter Form als

uXFEM =
nK
∑

i=1

Niûi

︸ ︷︷ ︸

FEM

+
nI

∑

j=1

∑

k∈KAnr
j

(NkâkFj)

︸ ︷︷ ︸

Anreicherung

(5.51)

geschrieben werden kann. Dabei bezeichnetnI die Anzahl der Materialgrenzen inV . Die Summation
überk ∈ KAnr

j umfasst alle Knoten, deren Einflussgebiet von derj-ten Materialgrenze geschnitten
wird. Die programmtechnische Umsetzung eines derart allgemeinen Verschiebungsansatzes in einem
kommerziellen FE-Programm ẅurde bedeuten, dass innerhalb eines Elements0 ≤ nI,E ≤ nI verschie-
dene Materialgrenzen zu modellieren wären. Die damit verbundenen unterschiedlichen Elementtypen
und der entsprechend komplexe Assemblierungsprozess erscheinen nicht praktikabel.
Sollte die Modellierung andererseits mit einem regelmäßigen Berechnungsnetz erfolgen, das nur ge-
wöhnliche und X-Elemente enthält, wäre die Vernetzung so fein zu wählen, dass je Element nur eine
Materialgrenze auftritt. Daraus ergeben sich starke Einschränkungen bei der Netzgenerierung und die
Modellierung der bei textilverstärkten Polymeren ḧaufig auftretenden Berührungsstellen zwischen ein-
zelnen Rovings (Abb.5.13) wäre nicht m̈oglich.
Um die an dieser Stelle entstehenden Verzweigungen einer Roving-Roving-Grenzfl̈ache in zwei Roving-
Matrix-Grenzfl̈achen abzubilden, gleichzeitig jedoch die Vielfalt der Elementtypen zu beschränken,
kommt eine Weiterentwicklung des X-Elements zum Einsatz. Dieses so genannte2X-Element er-
möglicht durch eine weitere Anreicherung des Verschiebungsansatzesdie Abbildung von zwei un-
abḧangigen oder sich verzweigenden Materialgrenzen innerhalb eines Elements. Der Verschiebungs-
ansatz lautet in diesem Fall

u2X-Element(ξ) =

8∑

i=1

Ni (ξ)
[

ûi + âiF1 (ξ, ϕ1(ξ)) + b̂iF2 (ξ, ϕ2(ξ))
]

. (5.52)

Dabei entḧalt der erweiterte Verschiebungsansatz analog zu Gleichung (5.15) zus̈atzliche Knotenfrei-
heitsgradêai und b̂i. Diese werden mit AnsatzfunktionenF1 (ξ, ϕ1(ξ)) undF2 (ξ, ϕ2(ξ)) gewichtet,
die je einer der beiden Materialgrenzen zugeordnet sind. Die Herleitung der Elementsteifigkeitsmatrix
erfolgt analog zu Abschnitt5.2.1.
Eine weitere Erḧohung der Anzahl der in einem Element zu modellierenden Materialgrenzenist so-
wohl aus programmtechnischer als auch aus mechanischer Sicht nicht sinnvoll, da die Komplexiẗat der
resultierenden Verschiebungs- und Verzerrungsfelder nicht mit ausreichender Genauigkeit abzubilden
wäre.
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Gewöhnliche finite Elemente

X-Elemente

Materialgrenzen

2X-Elemente

y
1

y3

y2

Roving

Abbildung 5.13: Gebiet mit mehr als einer Materialgrenze

5.3 Automatisierte Modellgenerierung

Um eine effiziente Modellierung von textilverstärkten Verbundwerkstoffen zu ermöglichen, ist ein inEinführung

wesentlichen Teilen automatisierter Modellierungsprozess erforderlich. Deshalb wurde ein Verfahren
entwickelt, das ausgehend von einem dreidimensionalen Geometriemodell schichtweise das entspre-
chende XFEM-Modell erstellt. Dazu sind neben den eigentlichen Elementformulierungen Routinen
zur automatisierten Erkennung bzw. Lokalisierung der Materialgrenzen,zur Berechnung der Anreiche-
rungsfunktion, zur Festlegung der Integrationsbereiche sowie zur Zuweisung der Materialparameter er-
forderlich. Die besondere Herausforderung liegt dabei in der Erkennung und numerischen Behandlung
sämtlicher in einem Modell zu erwartenden Verläufe von Materialgrenzen sowie in der Assemblierung
der Gesamtsteifigkeitsmatrix, da Elemente mit verschiedenen Knotenfreiheitsgraden unter Wahrung
der Kompatibiliẗat des Verschiebungsfeldes miteinander zu verknüpfen sind. Die dazu im Rahmen die-
ser Arbeit implementierten Routinen ermöglichen die automatisierte Erstellung von RVE-Modellen für
textile Versẗarkungsstrukturen.
Die Ber̈ucksichtigung des Maschenfadens, der aufgrund seines im Vergleichzu Kett- und Schussfaden
deutlich geringeren Durchmessers nicht sinnvoll durch Volumenelemente modelliert werden kann, ist
durch ein separates Netz von Stabelementen möglich, das durch entsprechende kinematische Zwangs-
bedingungen an das Volumennetz gekoppelt wird.
Da die automatisierte Modellgenerierung zur Erstellung von RVE-Modellen angewendet werden soll,
erfolgt die Beschreibung in den lokalen Koordinateny des RVE (vgl. Abschnitt2.3.1).

5.3.1 Vorgehen

Ausgangspunkt der Modellierung ist ein dreidimensionales Geometriemodellder textilen Versẗarkungs-Geometriemodell

struktur, dasüber verschiedene Schnittstellen der Präprozessoren kommerziell verfügbarer FE-Pro-
gramme importiert werden kann (Abb.5.14(a)). In diesem Modell wird jeder dernR Rovings durch
einen entsprechenden dreidimensionalen KörperV R

i abgebildet. Eine explizite Modellierung der Geo-
metrie der Matrixbereiche innerhalb des RVE ist nicht erforderlich.
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5.3 Automatisierte Modellgenerierung

Im nächsten Schritt wird diesem Geometriemodell Schicht für Schicht ein regelm̈aßiges Berechnungs-
netzüberlagert, dass den BereichY des quaderf̈ormigen RVE vollsẗandig ausf̈ullt (Abb. 5.14(b)). Die
Feinheit der Vernetzung ist dabei so zu wählen, dass vorhandene Materialgrenzen mit ausreichender
Genauigkeit erfasst werden können. Abb.5.14(c)zeigt das resultierende Berechnungsnetz für ein Biaxi-
algelege.

(a) 3D-Geometriemodell (b) Schichtweise Modellgene-
rierung

Gewöhnliche finite Elemente

X-Elemente

2X-Elemente

(c) XFEM-Modell des RVE

Abbildung 5.14: Automatisierte Generierung eines XFEM-Modells

Während der̈Uberlagerung wird bei Erstellung eines neuen Elements mit dem VolumenV E geome- Bestimmung der
Elementtypentrisch gepr̈uft, ob ein K̈orper der textilen Verstärkungsstruktur innerhalb des Elementbereichs liegt oder

nicht. Dazu bestimmt man das Schnittvolumen

V S
i = V E ∩ V R

i (5.53)

zwischen dem Element und demi-ten Körper der textilen Verstärkungsstruktur. Anhand des Vektors
der SchnittvoluminaVS, dernS ≤ nR verschiedene KoordinatenV S

i > 0 enthalten kann, sowie der
Anzahl der MaterialbereichenM innerhalb des Elements erfolgt eine Fallunterscheidung (Tab.5.1)
zur Identifikation der X-Elemente sowie der Zuweisung von Materialparametern. Der WertnS gibt
dabei die Anzahl der Rovingbereiche an, die von dem Element geschnitten werden. Neben verschie-
denen Rovingbereichen kann das Element zusätzlich einen oder mehrere Materialbereiche enthalten,
die dem Matrixmaterial zuzuordnen sind. Infolge der Schnittoperationen erfolgt also die Zerlegung
des Elementbereichs innM ≥ nS verschiedene Materialbereiche, zwischen denennG verschiedene
Materialgrenzen liegen. Abbildung5.15zeigt diese Zerlegung für ein Element mit drei verschiedenen
Materialbereichen.
Theoretisch k̈onnen beliebig viele Materialbereiche innerhalb des Elementvolumens modelliertwer-
den. Da jedoch mit jeder Zerlegung eine neue Materialgrenze innerhalb des Elements abzubilden und
damit eine weitere Anreicherung des Verschiebungsansatzes erforderlich ist, wird die Vielfalt aus prak-
tischen Gr̈unden auf maximal drei Materialbereiche bzw. zwei Grenzflächen innerhalb des Elements
beschr̈ankt (vgl. Fall v. in Tab.5.1). Diese Einschr̈ankung ist bei der Festlegung der Elementgrößen zu
ber̈ucksichtigen.

Sämtliche gem̈aß Tab.5.1 zu unterscheidenden Fälle treten beispielsweise bei der Anwendung derBeispiel

automatischen Modellgenerierung auf das Biaxialgelege von Abb.5.6 im Kreuzungsbereich der Kett-
und Schussf̈aden auf. Abb.5.16zeigt dazu eine vergrößerte Detailansicht. Liegt ein Element vollständig
innerhalb des Matrixbereichs, so kann an dieser Stelle ein gewöhnliches finites Element eingesetzt wer-
den (Fall i), dem die Materialeigenschaften der Matrix zuzuweisen sind. Diejenigen Elemente, die sich
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Abbildung 5.15: Geometrische Unterteilung des Elementbereichs innM = 3 Materialbereiche

Tabelle 5.1: Fallunterscheidung zur Bestimmung des Elementtyps und Zuweisung der Materialparame-
ter

Fall Kriterium Elementtyp GrenzennG Materialien

i VS = 0 gewöhnliches Element 0 Matrix

ii
˛

˛VS
˛

˛ = V E ∧ nM = 1, nS = 1 gewöhnliches Element 0 Roving

iii
˛

˛VS
˛

˛ = V E ∧ nM = 2, nS = 2 X-Element 1 Roving/Roving

iv 0 <
˛

˛VS
˛

˛ < V E ∧ nM = 2, nS = 1 X-Element 1 Roving/Matrix

v 0 <
˛

˛VS
˛

˛ ≤ V E ∧ nM = 3, nS =

8

<

:

1
2
3

2X-Element 2
Roving/Matrix/Matrix
Roving/Roving/Matrix
Roving/Roving/Roving

innerhalb eines Volumens der Verstärkungsstruktur befinden, sind ebenfalls gewöhnliche Elemente,
besitzen aber die Materialeigenschaften des Rovings (Fall ii). Alle Elemente,die von einer Material-
grenze geschnitten werden, sind X-Elemente. Die Materialgrenze kann dabei entweder zwischen zwei
Rovingbereichen (Fall iii) oder zwischen Roving und Matrix (Fall iv) verlaufen. Entḧalt ein Element
drei Materialbereiche (Fall v), ist an dieser Stelle ein 2X-Element zu verwenden.
Um nach der erfolgreichen Generierung des regelmäßigen Netzes Elementsteifigkeitsmatrizen für die
X- und 2X-Elemente berechnen zu können, m̈ussen die Lage der Materialgrenze identifiziert und die
Aufteilung des Elements in tetraederförmige Integrationsbereiche durchgeführt werden. Die dazu er-
forderlichen Schritte werden im folgenden Abschnitt erläutert.
Da alle Elemente zun̈achst separat generiert werden, existiert noch kein zusammenhängendes Berech-
nungsnetz. Den anschließend notwendigen Assemblierungsprozess der Gesamtsteifigkeitsmatrix be-
schreibt Abschnitt5.3.3. Dabei ist die unterschiedliche Anzahl von Knotenfreiheitsgraden benachbarter
Elemente zu berücksichtigen.

5.3.2 Zerlegung des Integrationsbereichs und Identifikati on der
Materialgrenzen

Wie im vorangegangenen Abschnitt beschrieben wurde, erfolgt die Aufteilung des Elements in zweiEinführung

respektive drei Materialbereiche mittels geometrischer Schnittoperationen zwischen dem Elementvo-
lumen und der Verstärkungsstruktur. Um die Integration der Elementsteifigkeitsmatrizen ausführen zu
können, sind die daraus resultierenden, im Allgemeinen krummlinig berandetenMaterialbereiche durch
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Abbildung 5.16: Fallunterscheidungen bei der automatisierten Generierung eines XFEM-Modells

eine konsistente Aufteilung des Elements in tetraederförmige Integrationsbereiche zu ersetzen. Daraus
ergibt sich auch ein vereinfachter Verlauf der Materialgrenze innerhalb des Elements. Auf Basis die-
ses Verlaufs sind zur Berechnung des Integranden der Steifigkeitsmatrix die Knotenwerteϕ̂i der zur
Lokalisierung der Materialgrenze verwendeten Parameterfunktionϕ zu berechnen.

Die Zerlegung der Materialbereiche in Tetraeder erfolgt mithilfe des Quickhull-Algorithmus von DELAUNAY-
ZerlegungBarber und Dobkin(1996). Dieser stellt eine dreidimensionale Verallgemeinerung der DELAUNAY -

Triangulation (Abb.5.17) dar.
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(c) VORONOI-Zerlegung

Abbildung 5.17: Vergleich von DELAUNAY - und VORONOI-Zerlegung f̈ur eine gegebene Punktmenge
P

Bei der zweidimensionalen DELAUNAY -Zerlegung erfolgt die geradlinige Verbindung der in dery1-
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y2-Ebene liegenden Punktmenge

P = {P1(y1, y2), . . . , P20(y1, y2)} (5.54)

in Abb. 5.17(a)so, dass kein anderer Eckpunkt innerhalb des Umkreises eines von benachbarten Punk-
ten gebildeten Dreiecks liegt. Dadurch entsteht eine aus Dreiecken zusammengesetzte, konvexe Poly-
gonfläche (Abb.5.17(b)). Die DELAUNAY -Zerlegung ist damit das Komplement zu der in Abb.5.17(c)
dargestellten VORONOI- oder DIRICHLET-Zerlegung. Diese ist für die Bestimmung der Integrations-
bereiche allerdings nicht geeignet, da die PunkteP im Inneren der VORONOI-Zellen liegen.

Die Unterteilung des quaderförmigen Elements erfolgt in Analogie zum zweidimensionalen Fall derTetraederzerle-
gung DELAUNAY -Zerlegung durch eine Aufteilung in tetraederförmige Integrationsbereiche. Zur Berech-

nung dieser Zerlegung sowie zur Identifikation der Materialgrenzen innerhalb des Elements werden die
MengenQM

i der Eckpunkte dernM Materialbereiche (Abb.5.18)

QM
i = {Q1(y), . . . , Qm(y)} , i = 1, . . . , nM (5.55)

ermittelt. Die MengeQM
i der Eckpunkte desi-ten Materialbereichs Abb.5.18(b)bildet die Basis f̈ur
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(a) Materialbereiche in einem 2X-Element
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(c) Tetraederzerlegung des ersten Materialbereichs
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(d) Tetraederzerlegung des Elementbereichs

Abbildung 5.18: Diskretisierung der geometrischen Materialbereiche und Zerlegung in tetra-
ederf̈ormige Integrationsgebiete

die anschließende dreidimensionale DELAUNAY -Zerlegung (Abb.5.18(c)).
Infolge der geradlinigen Verbindung der Eckpunkte erfolgt damit auchdie Überführung des krummli-
nig berandeten Materialbereichs in einen durch ebene Dreiecksflächen begrenzten Simplex. Um eine
korrekte Zuordnung zwischen Integrationsbereichen und Materialeigenschaften und eine konsistente
Aufteilung in die Integrationsgebiete gewährleisten zu k̈onnen, wird jeder geometrische Materialbe-
reich separat in Tetraeder zerlegt (Abb.5.18(c)). Die daraus folgende Aufteilung des gesamten Ele-
mentbereichs ist in Abb.5.18(d)zu sehen.
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5.3 Automatisierte Modellgenerierung

Da die Bestimmung der EckpunkteQM
i für jeden Materialbereich separat durchgeführt wird, definiert Materialgrenze

die Menge der gemeinsamen Eckpunkte zweier Materialbereiche

Ikl = {I1(y), . . . , In(y)} = QM
k ∩ QM

l mit 3 ≤ n ≤ 4 (5.56)

eine Grenzfl̈ache innerhalb des Elements. Enthält die SchnittmengeIkl weniger als drei voneinan-
der verschiedene Punkte, liegt nur eine punkt- oder linienförmige Ber̈uhrung der Bereiche aber keine
Grenzfl̈ache vor. Ein Beispiel f̈ur einen derartigen Fall ist die Grenzlinie zwischen den Materialberei-
chen 1 und 3 in Abb.5.18(a).

Entḧalt Ikl genau drei Punkte (Abb.5.19(a)) oder erf̈ullen vier Punkte die Bedingung Einfach
gekrümmte
Grenzflächen(r12 × r13) · r14 = 0, (5.57)

d. h. das Volumen des von ihnen gebildeten Spats ist Null (Abb.5.19(b)), so ist die Grenzfl̈ache eine
EbeneE

nE ·y = d mit nE =
r12 × r13

|r12 × r13|
. (5.58)

Die Knotenwertêϕi der zur Lokalisierung der Grenzfläche und zur Formulierung des erweiterten Ver-
schiebungsansatzes verwendeten Parameterfunktionϕ können in diesem Fall aus

ϕ̂i = nE ·yi − d (5.59)

bestimmt werden. F̈ur eine ebene Grenzfläche sind die durchϕ = 0 bestimmte Lage der Materialgrenze
und die durch die Elemente vonIkl verlaufende Ebene identisch.
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Abbildung 5.19: Ebene Materialgrenzfläche

Liegen die Punkte inIkl dagegen nicht in einer Ebene, d. h. ist die ursprüngliche Materialgrenze Doppelt
gekrümmte
Grenzflächen

doppelt gekr̈ummt, ergeben sich zwei wesentliche Schwierigkeiten.

1. Die bereichsweise Aufteilung in Integrationsgebiete führt zu einer inkompatiblen Tetraederzerle-
gung, da der verwendete Algorithmus anhand der vorgegebenen EckpunkteQM

i einen konvexen
Simplex f̈ur jeden Materialbereich generiert (Abb.5.20(a)). Für eine konsistente Zerlegung wären
aber je eine konvexe und eine konkave Außenkontur erforderlich.

2. Weiterhin sind zwar die Schnittlinien der Materialgrenze mit den Elementflächen nach wie vor
Geraden, allerdings weist die durch die Tetraederflächen definierte Materialgrenze in diesem Fall
einen Knick auf (vgl. Abb.5.20), der durch die Approximationϕ = Niϕ̂i nicht abgebildet wer-
den kann. Die Folge ist eine Inkonsistenz zwischen dem approximierten Verlauf der Grenzfl̈ache
ϕ = 0 und der Zerlegung in Integrationsbereiche. Außerdem ist die Berechnung der Knotenwerte
des vorzeichenbehafteten Abstands nicht mehr eindeutig.
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5 Modellierung repr̈asentativer Volumenelemente mittels XFEM

Eine vollsẗandige L̈osung dieser Probleme bietet die Verwendung quadratischer Ansatzfunktionen zur
Approximation der Parameterfunktionϕ in Kombination mit Integrationsbereichen, deren Berandung
durch NURBS-Fl̈achen beschrieben wird. Dieser Lösungsansatz wurde im Rahmen einer Diplomarbeit
(Prüger(2008)) für ebene Elemente erfolgreich implementiert. Aufgrund des erforderlichenBerech-
nungsaufwands erscheint die Verallgemeinerung des dort vorgeschlagenen Verfahrens auf dreidimen-
sionale Problemstellungen nicht zweckmäßig.

Um mit der automatischen Modellgenerierung auch doppelt gekrümmte Materialgrenzen behandelnKompatible
Materialbereiche zu können, ist zun̈achst die Kompatibiliẗat der Tetraederzerlegung der Materialbereiche zu sichern.

Infolge der Eigenschaft des verwendeten Algorithmus, eine konvexe Außenkontur zu generieren, ist in
den Zerlegungen der beiden benachbarten Bereiche ein Tetraeder enthalten, dessen Ecken den inIkl

enthaltenen Punkten der Materialgrenzfläche entsprechen (vgl. Kennzeichnung in Abb.5.20(a)).
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Abbildung 5.20: Zur Sicherung einer kompatiblen Tetraederzerlegung der Materialbereiche

Durch Löschen dieses Tetraeders kann die Kompatibilität der Integrationsgebiete gesichert werden. Zur
Überpr̈ufung der modifizierten Tetraederzerlegung wird anschließend das Volumen der Tetraeder aller
Materialbereiche bestimmt und mit dem Elementvolumen verglichen. Sollten beide Volumina nicht
identisch sein, erfolgt die Ausgabe einer Fehlermeldung. In diesem Fall ist die Tetraederzerlegung
manuell zu korrigieren.

Zur Berechnung der Knotenwertêϕi der Parameterfunktionϕ wird die Materialgrenze durch dieKnoten-
werte ϕ̂i bilineare Approximation

y (ζ) =
4∑

i=1

Ni (ζ) ŷi (5.60)

mit den naẗurlichen Koordinatenζ ersetzt. Dadurch vereinfacht sich die Berechnung des Abstands und
die Konsistenz zwischen der Parameterflächeϕ = 0 und den Kanten der Materialgrenze entlang der
Seitenfl̈achen des Elements ist gesichert (Abb.5.21). Die Ni (ζ) entsprechen den bekannten bilinearen
Formfunktionen

N1(ζ) = 1
4 (1 − ζ1) (1 − ζ2) N2(ζ) = 1

4 (1 + ζ1) (1 − ζ2)

N3(ζ) = 1
4 (1 + ζ1) (1 + ζ2) N4(ζ) = 1

4 (1 − ζ1) (1 + ζ2)
(5.61)

und die Vektoren̂yi enthalten analog zur Geometrieapproximation der FEM die Koordinaten der vier
Eckpunkte der Materialgrenzfläche. Ihre Reihenfolge ist in mathematisch positiver Richtung so zu
wählen, dass durch die Punkte eine einfach zusammenhänge Fl̈ache gebildet wird (Abb.5.21(b)).
Die gesuchten Knotenwertêϕi folgen schließlich aus der Minimierung des Betrags des Ortsvektors
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Abbildung 5.21: Approximation im Fall doppelt gekrümmter Materialgrenzfl̈achen

zwischen demi-ten Knoten und einem Punkty (ζ) auf der Grenzfl̈ache

|ŷi − y (ζ)|2 → Min. (5.62)

Die Auswertung der notwendigen Bedingung führt auf ein nichtlineares Gleichungssystem zur Bestim-
mung der lokalen Koordinatenζmin des Punktesymin = y (ζmin) mit dem geringsten Abstand zum
i-ten Knoten, das numerisch gelöst wird. F̈ur den Vektor zwischen diesem Punkt und demi-ten Knoten
folgt aus der notwendigen Bedingung

[ŷi − y (ζ)] · ∂y

∂ζ
= 0 (5.63)

die Paralleliẗat zu dem Normaleneinheitsvektor im Punktymin, da durch∂y
∂ζ1

und ∂y
∂ζ2

die Tangentialebe-
ne an die Parameterflächey (ζ) aufgespannt wird. Der vorzeichenbehaftete Abstand desi-ten Knoten
berechnet sich aus dem Skalarprodukt

ϕ̂i = (ŷi − ymin) ·nmin. (5.64)

5.3.3 Assemblierung des Gleichungssystems

In den bisherigen Abschnitten dieses Kapitels wurden die Grundlagen zurFormulierung von finiten Einführung

Elementen mit einem im Sinne der XFEM angereicherten Verschiebungsansatz, zur automatischen
Identifikation des erforderlichen Elementtyps in einem RVE-Modell, zur Lokalisierung der Material-
grenze innerhalb eines Elements und zur Durchführung der numerischen Integration der Elementsteifig-
keitsmatrix erl̈autert. Damit ist man in der Lage die Steifigkeitsmatrix bzw. Tangentensteifigkeitsmatrix
für jedes Element des Gesamtmodells zu berechnen.
Abschließend sind die einzelnen Elementmatrizen zu einer globalen Steifigkeitsmatrix zu assemblieren.
Ausgangspunkt dafür ist die aus Gr̈unden der Konvergenz zu fordernde Kompatibilität der Verschie-
bungen benachbarter Elemente (Bathe(2002), Abschnitt 4.3). In Standard-FE-Netzen, die lediglich aus
Elementen eines Typs zusammengesetzt sind, erfolgt der Zusammenbau aufder Basis von Topologi-
einformationen durch die Zuordnung der lokalen Elementknotennummer zu einem globalen Knoten.
Diese Informationen werden in Form einer Koinzidenzmatrix hinterlegt. Dieses Vorgehen ist auch dann
noch anwendbar, wenn innerhalb des Berechnungsnetzes nur

• gewöhnliche finite Elemente untereinander,
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5 Modellierung repr̈asentativer Volumenelemente mittels XFEM

• gewöhnliche finite Elemente und X-Elemente oder

• verschiedene X-Elemente, die ein und derselben Materialgrenze zuzuordnen sind,

zusammentreffen.
Treten dagegen 2X-Elemente auf oder treffen X-Elemente aufeinander,die zu unterschiedlichen Ma-Fallunterscheidung

terialgrenzen geḧoren, ist der Zusammenbau des Gesamtmodells deutlich komplizierter. Die verschie-
denen im Rahmen einer Fallunterscheidung zu behandelnden Fälle sollen im Folgenden anhand des
Ausschnitts eines RVE-Modells (Abb.5.22) diskutiert werden.
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Abbildung 5.22: Sicherung der Kompatibilität des Verschiebungsfeldes bei beliebigen Konfigurationen
von geẅohnlichen finiten Elementen, X- und 2X-Elementen

Grundlage f̈ur die Verkn̈upfung der verschiedenen Elemente ist die Forderung der kinematischenKom-
patibilität beschrieben durch

u|∂V E
i

= u|∂V E
j
∀ y ∈ ∂Vij . (5.65)

Dabei bezeichnenu|∂V E
i

die Verschiebungsfelder am Rand∂V E
i desi-ten Elements und∂Vij die Be-

rührungsfl̈ache∂Vij = ∂V E
i ∩ ∂V E

j zweier Elementei und j. Die Verschiebungsverläufe auf beiden
Seiten der Ber̈uhrungsfl̈ache ergeben sich aus den Verschiebungsansätzen der Elemente. Im folgenden
sollen f̈unf in Abb.5.22eingezeichnete F̈alle beschrieben werden.

i. In diesem Fall wird∂V12 von dem geẅohnlichen finiten Element 1 und dem X-Element 2 gebil-Ein X-Element

det. Setzt man die Verschiebungsansätze beider Elemente in die Kompatibilitätsbedingung (5.65)
ein, folgt

∑

k∈∂V E
1

k∈∂V12

Nkûk =
∑

l∈∂V E
2

l∈∂V12

Nl (ûl + âlF ) , (5.66)

wobei die Summationsindizesk und l die lokalen Nummern der Knoten durchlaufen, die Teil
der Ber̈uhrungsfl̈ache sind. Da die Anreicherungsfunktion (5.7) entlang der Elementfl̈achen, die
nicht von einer Materialgrenze geschnitten werden, verschwindet, gilt indem betrachteten Fall

F = 0 ∀ y ∈ ∂V12. (5.67)

Damit ist die Kompatibiliẗat der Elementverschiebungen aufgrund der gleichen Formfunktionen
in beiden Elementen durch identische Werte der gewöhnlichen Verschiebungsfreiheitsgrade

ûk = ûl ∀ k, l mit ŷk = ŷl (5.68)
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5.3 Automatisierte Modellgenerierung

zu sichern. Dabei k̈onnen, wie oben beschrieben, die lokalen Knoten der benachbarten Elemen-
te an der Stellêy = ŷk = ŷl zu einem globalen Knoten kondensiert werden. Dieses Bei-
spiel demonstriert durch die m̈ogliche Kombination von geẅohnlichen finiten Elementen und X-
Elementen den wesentlichen Vorteil der Anreicherungsfunktion (5.7) gegen̈uber anderen Funk-
tionen, die sicḧuber mehrere Elementbereiche auswirken.

ii. Mit den beiden Elementen zwei und drei in Abb.5.22treffen zwei X-Elemente zusammen, dieZwei X-Elemente

von ein und derselben Materialgrenze geschnitten werden. Zur Sicherung der Kompatibiliẗat der
Verschiebungen auf∂V23 ist die Bedingung

∑

k∈∂V E
2

k∈∂V23

Nk (ûk + âkF2) =
∑

l∈∂V E
3

l∈∂V23

Nl (ûl + âlF3) , (5.69)

zu erf̈ullen, wobei
F2 = F3 ∀ y ∈ ∂V23 (5.70)

vorausgesetzt wird. Dies ist durch die kinematischen Kopplungen

ûk = ûl

âk = âl

}

∀ k, l mit ŷk = ŷl (5.71)

möglich.

iii. Dagegen sind f̈ur den in Abb.5.22gekennzeichneten Fall von zwei X-Elementen, die zu unter-
schiedlichen Materialgrenzen gehören, entlang der Berührungsfl̈ache

F3 = 0 ∀ y ∈ ∂V E
3 undF4 = 0 ∀ y ∈ ∂V E

4 . (5.72)

Zur Erfüllung der Kompatibiliẗat entlang von∂V34 ergibt sich aus (5.65) die Zwangsbedingung

ûk = ûl ∀ k, l mit ŷk = ŷl. (5.73)

Eine kinematische Kopplung der zusätzlichen Freiheitsgrade beider Elemente würde eine unphy-
sikalische Verkn̈upfung der unabḧangigen erweiterten Verschiebungsfelder bedeuten.

iv. Treffen, wie im Fall der Elemente fünf und sechs, ein X- und ein 2X-Element derart aufeinander,X- und
2X-Elementedass eine Materialgrenze des 2X-Elements in dem benachbarten X-Elementfortgesetzt wird, sind

die Verschiebungen auf beiden Seiten der Elementgrenzfläche
∑

k∈∂V E
5

k∈∂V56

Nk (ûk + âkF5) =
∑

l∈∂V E
6

l∈∂V56

Nl

(

ûl + âlF61
+ b̂lF62

)

. (5.74)

Zur Festlegung der erforderlichen kinematischen Bedingungen ist zunächst die Zuordnung zwi-
schen den Materialgrenzen und den zusätzlichen Verschiebungsfreiheitsgraden bzw. der entspre-
chenden Anreicherung des Verschiebungsfeldes zu prüfen. Nachfolgend soll angenommen wer-
den, dass die in Element fünf fortgesetzte, horizontal verlaufende Grenze zu dem ersten Term
der Anreicherung und damit zur AnreicherungsfunktionF61

geḧort. Da∂V56 nicht von der ge-
krümmten zweiten Materialgrenze geschnitten wird, ist

F62
= 0 ∀ y ∈ ∂V56. (5.75)
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Die Sicherung eines kompatiblen Verschiebungsfeldes ist daher mit

ûk = ûl

âk = âl

}

∀ k, l mit ŷk = ŷl (5.76)

möglich.

v. Das abschließende Beispiel betrachtet die Verzweigung einer Materialgrenze innerhalb einesVerzweigung

2X-Elements. In diesem Fall ist die Kompatibilität der Verschiebungen eines X- und eines 2X-
Elements zu fordern

∑

k∈∂V E
6

k∈∂V67

Nk

(

ûk + âkF61
+ b̂kF62

)

=
∑

l∈∂V E
7

l∈∂V67

Nl (ûl + âlF7) (5.77)

ohne dass eine der Anreicherungsfunktionen entlang der gemeinsamen Grenzfl̈ache verschwin-
det. Da beide Materialgrenzen auf∂V56 zusammenfallen

F61
= F62

= F7 ∀ y ∈ ∂V67, (5.78)

folgt für die Knotenfreiheitsgrade beider Elemente

ûk = ûl

âk + b̂k = âl

}

∀ k, l mit ŷk = ŷl. (5.79)

Für die programmtechnische Umsetzung dieser und weiterer Fälle, z.B. zur kompatiblen Verkn̈upfungZwangsbedingun-
gen von 2X-Elementen, wird ein knotenweises Vorgehen gewählt. Sobald zwei benachbarte Elementschich-

ten generiert wurden, sind die zunächst unabḧangigen Elemente durch kinematische Zwangsbedingun-
gen, analog zu den geschilderten Fallbeispielen, miteinander zu verknüpfen. Dazu wird im Rahmen
einer Fallunterscheidung für jede globale Knotenposition eine Kompatibilitätsbedingung ausgewählt
und in Form von linearen kinematischen Zwangsbedingungen an das Programmsystem̈ubergeben.

Verläuft die entlang der Elementflächen lineare Approximation einer Materialgrenze nichtC1-stetig,Inkompatibilität

d. h. ist die urspr̈ungliche Materialgrenze gekrümmt, kann die in den Gleichungen (5.71), (5.76) und
(5.79) vorausgesetzte Gleichheit der Anreicherungsfunktionen in zwei benachbarten Elementen, auf-
grund der elementweisen Berechnung der Knotenwerteϕ̂i vorzeichenbehafteten Abstands, nicht mehr
geẅahrleistet werden. Die Folge sind inkompatible Verschiebungsfelder, wobei die Imkompatibiliẗat
von der Kr̈ummung der Materialgrenze und der gewählten Netzfeinheit abḧangig ist.
Die ebenfalls m̈ogliche globale Berechnung der Abstandsfunktionen würde andererseits zwar die In-
kompatibiliẗat der Verschiebungen verhindern, aber bedingt durch die Interpolation mit den Formfunk-
tionen des Elements zu einer schlechterenÜbereinstimmung zwischen der Approximation der Materi-
algrenze und den Tetraederbereichen führen.
Da die elementweise Berechnung des vorzeichenbehafteten Abstands im Hinblick auf beliebige Mate-
rialgrenzen eine Begrenzung der Vielfalt der möglichen Verl̈aufe und damit eine zuverlässige Berech-
nung des Abstands zu einer innerhalb des Elementbereichs liegenden Materialgrenze erm̈oglicht, wird
die Inkompatibiliẗat des Verschiebungsfeldes aus praktischen Erwägungen in Kauf genommen. Ihre
Auswirkungen k̈onnen durch eine ausreichend feine Vernetzung minimiert werden. Eine Lösung dieser
Problematik ẅare, wie in Abschnitt5.3.2 erwähnt, durch die Verwendung von Elementen mit qua-
dratischen Ansatzfunktionen und krummlinig berandeten Integrationsbereichen m̈oglich (vgl. Prüger
(2008)).
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5.3 Automatisierte Modellgenerierung

5.3.4 Periodische Verschiebungsrandbedingungen für Hom ogenisierung

Neben den im vorangegangenen Abschnitt erläuterten kinematischen Zwangsbedingungen zur Siche-Randbedingungen
für zusätzliche
Freiheitsgrade

rung der Kompatibiliẗat des Verschiebungsfeldes ergeben sich auch aus den periodischen Verschie-
bungsrandbedingungen (2.65) der Homogenisierung Kopplungen der zusätzlichen Freiheitsgrade ent-
lang zweier gegen̈uberliegender Randflächen∂Y i+ und∂Y i− des RVEY . Da der lineare Anteil des
Randverschiebungsfeldes in (2.65) alleine durch die Kopplung der gewöhnlichen Freiheitsgrade mit
den Hauptknoten in Form der linearen Zwangsbedingung (2.67) erzeugt wird, spielen die zusätzlichen
Freiheitsgrade nur bei der Erfüllung der Periodiziẗatsforderung (2.66) eine Rolle.
Entscheidend f̈ur die Art der kinematischen Kopplung ist dabei die Tatsache, ob eine Materialgrenze
zwei gegen̈uberliegende Seitenflächen schneidet. Die wesentlichen zu unterscheidenden Fälle sind in
Abb. 5.23dargestellt.
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Abbildung 5.23: Periodische Randbedingungen für zus̈atzliche Verschiebungsfreiheitsgrade

In Fall (i) werden die beiden gegenüberliegenden Randflächen∂Y 1+ und∂Y 1− von ein und derselben
Materialgrenze geschnitten. Zur Sicherung der Periodizität des VerschiebungsfeldesuP

(
y1−)

müssen
die Elementverschiebungen

∑

k∈∂V E
1

k∈∂Y 1−

Nk

(
ûP

k + âkF2

)
=

∑

l∈∂V E
2

k∈∂Y 1+

Nl

(
ûP

l + âlF2

)
(5.80)

gen̈ugen, d. h. der vorliegende Fall der Kopplung entspricht Gleichung (5.71). Während die Zwangs-
bedingungûP

k = ûP
l für den periodischen Anteil des gewöhnlichen Verschiebungsfeldes bereits in

der Kopplung an die Masterknoten (2.67) enthalten ist, sind die zusätzlichen Freiheitsgrade durch die
Bedingung

âk = âl ∀ k, l mit ŷk = ŷl (5.81)

miteinander zu verkn̈upfen.
Im Gegensatz dazu ist für den Fall (ii), in dem eine Materialgrenze die Randflächen des RVE nicht
schneidet, keine weitere Zwangsbedingung für die zus̈atzlichen Freiheitsgrade in Element 3 erforder-
lich, daF3 = 0 ∀ y ∈ ∂Y 1−. Gleiches gilt auch f̈ur zwei gegen̈uberliegende X-Elemente (iii), deren
Materialgrenzen unabhängig voneinander sind und den Rand des RVE nicht schneiden. Eine Kopplung
der zus̈atzlichen Freiheitsgrade ẅurde eine unphysikalische Zwangsbedingung für die Verschiebungs-
felder beider Elemente darstellen.
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5 Modellierung repr̈asentativer Volumenelemente mittels XFEM

Die ebenfalls denkbare Kombination eines X-Elements, dessen Materialgrenze einen Rand des RVE
schneidet, mit einem geẅohlichen finiten Element auf der gegenüberliegenden Seite des RVE (iv), ist
aus Gr̈unden der periodischen Materialstruktur nicht zulässig.

Die Berechnung effektiver Materialkennwerte erfolgt im Fall der periodischen Verschiebungsrand-Effektive
Materialkennwerte bedingungen durch die Auswertung der ReaktionskräfteFyi an drei Hauptknoten, deren Verschiebun-

genuyi die Deformation des gesamten RVE kontrollieren. Wie in Abschnitt2.3.1beschrieben wur-
de, besteht ein direkter Zusammenhang zwischen den Reaktionskräften an diesen Hauptknoten und
dem Spannungsmittelwert. An dieser Stelle soll der Einfluss des erweitertenVerschiebungsansatzes
der XFEM auf die Berechnung der effektiven Materialkennwerte untersucht werden. Setzt man die pe-
riodischen Randverschiebungen (2.65) in das Prinzip der virtuellen Arbeit unter Berücksichtigung der
Arbeitsanteile der Hauptknoten (2.68) ein

3∑

i=1





∫

∂Y i

(
ti+yi+ + ti−yi−)

: δε̄ dA +

∫

∂Y i

(
ti+ · δuP,i+ + ti− · δuP,i−)

dA − Fyi · δuyi



 = 0,

(5.82)
folgen aufgrund der Unabhängigkeit vonδε̄ und δuP sowie der geforderten Periodizität δuP,i+ =
δuP,i− die antiperiodischen Spannungsvektoren auf gegenüberliegenden Flächen des RVE. Da der Ein-
fluss der zus̈atzlichen Freiheitsgrade, wie oben erwähnt wurde, auf den periodischen Anteil der Rand-
verschiebungen beschränkt bleibt, tr̈agt die Anreicherung des Randverschiebungsfeldes nicht zu den
Reaktionskr̈aftenFyi an den Masterknoten bei.
Beispiele f̈ur die Anwendung dieses Verfahrens zur Modellierung der RVE von Verbundwerkstoffen mit
textilen Versẗarkungsstrukturen sind zusätzlich zum folgenden Kapitel inUlbricht u. a.(2008), Kästner
u. a.(2008a) undKästner und Ulbricht(2006) sowieHaasemann u. a.(2006) zu finden.
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6 Simulation des effektiven
Materialverhaltens des Verbundes und
experimentelle Verifikation

Zur Simulation des effektiven Materialverhaltens textilverstärkten Polypropylens werden die in denEinführung

Kapiteln2, 4 und5 beschriebenen̈Aquivalenzkriterien, Materialmodelle und Modellierungsverfahren
zu einer durchg̈angigen Berechnungstrategie kombiniert, die ausgehend von den Materialeigenschaften
der Verbundbestandteile und ihrer geometrischen Anordnung innerhalbdes Verbundes eine Vorhersage
des makroskopischen Verhaltens ermöglicht.
Unter der Annahme, dass alle konstitutiven Bestandteile des Verbundes einlinear elastisches Materi-
alverhalten aufweisen, erfolgt zunächst die Berechnung effektiver elastischer Steifigkeiten nach Ab-
schnitt 2.3.2. Für die anschließende Simulation des inelastischen Materialverhaltens des Verbundes
wird das mechanische Verhalten von PP durch das in Kapitel4 bereitgestellte Materialmodell abgebil-
det. Die Modellierung des Materialverhaltens der Glasfaserverstärkung erfolgt in beiden F̈allen durch
ein isotropes, linear elastisches Materialmodell mit den ParameternEGlas = 73 GPa undνGlas = 0, 25.

In den folgenden Abschnitten werden zwei verschiedene GF-PP-Verbunde betrachtet. Nach der De-Beispiele

monstration der Funktionsfähigkeit des vorgeschlagenen Verfahrens anhand des akademischen Bei-
spiels eines unidirektional (UD) verstärkten Verbundes kommt die Modellierungstrategie zur Vorhersa-
ge des effektiven Verhaltens von gewebeverstärktem PP zum Einsatz. Die erforderlichen RVE-Modelle
werden mithilfe der XFEM auf der Basis von Geometriemodellen erstellt, die aus Schliffbildern und
Computertomografie (CT)-Aufnahmen ableitbar sind.
Die Verifizierung der Simulationsrechnungen erfolgt anhand der Ergebnisse der experimentellen Unter-
suchung des mechanischen Verhaltens der beiden Verbundtypen. Die dazu erforderlichen Probekörper
wurden an der Laborpresse des Instituts für Textil- und Bekleidungstechnik (ITB) der TU Dresden her-
gestellt. Die verwendeten textilen Halbzeuge bestehen aus einem Roving, der sowohl Glas- als auch
Polypropylenfasern enthält und daher als Hybridgarn bezeichnet wird. Während des Pressvorgangs
schmelzen die Thermoplastfasern auf und füllen den verbleibenden Hohlraum innerhalb der Form. Die
Konsolidierung des Verbundes erfolgt schließlich durch Abkühlen unter Beibehaltung des Pressdrucks.
Die aus den so hergestellten Platten durch Wasserstrahlschneiden entnommenen streifenf̈ormigen Pro-
bek̈orper nach DIN EN ISO 527-4 werden mit Aufleimern versehen (Abb.6.1) und in monotonen
Zugversuchen geprüft. Dabei wird in Analogie zu den Versuchen an unverstärktem PP die Belastungs-

Abbildung 6.1: Probek̈orper nach DIN EN ISO 527-4

geschwindigkeit variiert. Zur Untersuchung der Richtungsabhängigkeit des Materialverhaltens erfolgt
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6 Simulation des effektiven Materialverhaltens des Verbundes und experimentelle Verifikation

die Pr̈ufung der Verbundproben für drei verschiedene Orientierungen der textilen Verstärkungsstruktur
relativ zur Belastungsrichtung.

6.1 Simulation des effektiven Materialverhalten eines
GF-PP-Verbundes mit unidirektionaler Verst ärkung

In diesem Abschnitt wird die Modellierung und Simulation eines GF-PP-Verbundes, dessen Faser-Wahl des RVE

versẗarkung aus geradlinig und parallel zueinander verlaufenden Einzelfasern besteht, beschrieben. Der
Faservolumengehalt beträgtvF = 0, 5. Unter Annahme einer hexagonalen und periodisch fortsetzbaren
Faseranordnung (vgl. Abschnitt2.3) ergibt sich die in Abb.6.2(a)dargestellte Geometrie des RVE. Die
numerische Modellierung des RVE erfolgt zu Vergleichszwecken sowohl durch die FEM als auch die
XFEM. Die entsprechenden numerischen RVE-Modelle sind in Abb.6.2(b)und Abb.6.2(c)abgebildet.

(a) Geometrie des RVE-Modells

Glasfaser

Matrix

(b) FEM-Modell

Gewöhnliche finite Elemente

X-Elemente

(c) XFEM-Modell

Abbildung 6.2: Geometrie und numerische Modelle des RVE eines UD-Verbundes

6.1.1 Effektives linear elastisches Materialverhalten

Zur Berechnung des effektiven linear elastischen Materialverhaltens sind neben den bereits angegebe-Materialparameter

nen Parametern der Glasfilamente die elastischen Konstanten für Polypropylen festzulegen. Als An-
nahme f̈ur den Elastiziẗatmodul soll dabei der Anstieg der einachsigen Spannungs-Dehungskurve im
Nullpunkt verwendet werden. Dieser kann durch

EPP = E1 + E2 +

nv∑

i=1

ci ≈ 1.9GPa (6.1)

berechnet werden. Dabei sindE1, E2 und ci die E-Moduln bzw. Relaxationsstärken des in Kapitel4
beschriebenen einachsigen viskoplastischen Materialmodells. Für die Querkontraktionszahl wirdνPP =
0, 4 angenommen.

Die derart parametrisierten numerischen RVE-Modelle werden anschließend durch periodische Ver-FEM/XFEM

schiebungsrandbedingungen gemäß (2.65) belastet. Zur L̈osung der daraus entstehenden sechs un-
abḧangigen Lastf̈alle ist jeweils eine linear elastische FE-Rechnung erforderlich. Die aus deneinzelnen
Deformationsmoden resultierenden Verformungen des RVE sind in Abb.6.3 für das FEM- und das
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6.1 Simulation des effektiven Materialverhalten eines GF-PP-Verbundes mitunidirektionaler Versẗarkung

XFEM-Modell dargestellt. Dabei sind die in den Schubmoden auftretendenperiodischen Verschie-
bungsanteile erkennbar.

(a) ε̄11 FEM

y
1

y3

y2

(b) ε̄11 XFEM (c) ε̄22 FEM

y
1

y3

y2

(d) ε̄22 XFEM

(e) ε̄33 FEM

y
1

y3

y2

(f) ε̄33 XFEM (g) ε̄12 FEM

y
1 y3

y2

(h) ε̄12 XFEM

(i) ε̄13 FEM

y
1

y3

y2

(j) ε̄13 XFEM (k) ε̄23 FEM

y
1

y3

y2

(l) ε̄23 XFEM

Abbildung 6.3: Vergleich der mit FEM und XFEM berechneten sechs Deformationsmoden̄εkl zur Be-
stimmung der effektiven elastischen Steifigkeiten, Darstellung der lokalen Spannungs-
felderσkl (y)

Es wird weiterhin deutlich, dass die mit beiden Modellierungsvarianten erzielten Ergebnisse qualitativ
gut übereinstimmen. Dies wird auch durch die Ergebnisse für die effektiven elastischen Steifigkeiten
besẗatigt, die durch Mittelung der lokalen Spannungsfelder zu berechnen sind. Zur effizienten Bestim-
mung dieser Mittelwerte werden entsprechend (2.70) die Reaktionskr̈afte an den Masterknoten ausge-
wertet.
Mit den oben genannten Materialparametern folgt für die mit beiden Modellierungsvarianten berech-
neten effektiven elastischen Steifigkeiten des UD-verstärkten Verbundes, angegeben in Form der Stei-
figkeitsmatrix in VOIGTscher Notation (vgl. Abschnitt2.3.2),

C̄
V,UD
FEM/XFEM

=











40, 05/40, 12 4, 40/4, 40 4, 40/4, 40 0 0 0

4, 40/4, 40 8, 79/8, 81 5, 01/4, 99 0 0 0

4, 40/4, 40 5, 01/4, 99 8, 79/8, 81 0 0 0

0 0 0 1, 89/1, 90 0 0

0 0 0 0 1, 91/1, 91 0

0 0 0 0 0 1, 91/1, 91











GPa. (6.2)
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6 Simulation des effektiven Materialverhaltens des Verbundes und experimentelle Verifikation

Erwartungsgem̈aß besitzt die effektive Steifigkeitsmatrix aufgrund der unidirektionalen Anordnung der
Glasfasern eine deutliche Vorzugsrichtung parallel zur Achse der Versẗarkungsfasern (y1-Richtung). In
der dazu senkrechteny2-y3-Ebene ist das Materialverhalten dagegen richtungsunabhängig. Die trans-
versale Isotropie ist auf die gewählte Idealisierung der Faseranordnung in Form eines hexagonalen
Gitters zur̈uckzuf̈uhren.
Aus der Steifigkeitsmatrix k̈onnen effektive Elastizitätsmoduln berechnet werden. Für die Faserrich-
tung erḧalt manĒ11 = 37, 24GPa und f̈ur die transversale RichtunḡE22 = Ē33 = 5, 84GPa. Nach
einer Transformation der Steifigkeitsmatrix in ein um 45 Grad gedrehtes Koordinatensystem kann au-
ßerdem der E-Modul̄E45

11 = 6, 60GPa f̈ur eine unter diesem Winkel zur Faserrichtung erfolgende
Zugbeanspruchung bestimmt werden.

Das aus diesen Steifigkeiten resultierende lineare Deformationsverhalten wird in Abb. 6.4mit expe-Experimentelle
Verifikation rimentell bestimmten Spannungs-Dehnungskurven verglichen. Erfolgt dieBelastung in Richtung der
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Abbildung 6.4: Vergleich des berechneten effektiven linear elastischenMaterialverhaltens mit expe-
rimentell bestimmten Spannungs-Dehungskurven für verschiedene Belastungsrichtun-
gen

Versẗarkungsfasern Abb.6.4(a), wird das effektive Materialverhalten durch die hohe Steifigkeit der
Glasfasern dominiert. Demzufolge ist auch in der experimentell bestimmten Spannungs-Dehnungskurve
keine Nichtlineariẗat erkennbar. Die mit Hilfe des RVE-Modells berechnete Steifigkeit liefert eine sehr
guteÜbereinstimmung mit dem gemessenen Materialverhalten.
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6.1 Simulation des effektiven Materialverhalten eines GF-PP-Verbundes mitunidirektionaler Versẗarkung

Betrachtet man dagegen die Zugversuche in denen die Belastung unter einem Winkel von 90 (Abb.
6.4(b)) bzw. 45 Grad (Abb.6.4(c)) zur Faserrichtung aufgebracht wird, ist in den Experimenten ein
deutlich niedrigeres Spannungsniveau und ein nichtlineares Deformationsverhalten festzustellen, das
im Wesentlichen durch das Matrixmaterial bestimmt ist. In diesen Fällen liefert die linear elastische
Homogenisierung Steifigkeiten, die gut mit dem Anfangsanstieg der experimentellen Kurvenüberein-
stimmen.
Aufgrund der einfachen Verstärkungsstruktur kann der E-Modul in Faserrichtung des hier als akademi-
sches Beispiel verwendeten UD-Verbundes durch Anwendung der Mischungsregel

Ē11 = vFEGlas+ (1 − vF) EPP = 37, 45GPa (6.3)

bestimmt werden. Das Ergebnis stimmt sehr gut mit dem durch die Homogenisierung bestimmten Wert
überein, da die zur Herleitung der Mischungsregel verwendete Annahme einer konstanten Dehnung
dem im RVE vorliegenden Verzerrungszustand entspricht. Dagegen wird für die Querrichtung unter
der Voraussetzung einer konstanten Spannung in den beiden konstitutiven Bestandteilen des Verbundes
die effektive Steifigkeit deutlich unterschätzt

Ē22 =
EGlasEPP

vFEPP+ (1 − vF)EGlas
= 3, 70GPa. (6.4)

Nach der erfolgreichen Berechnung der effektiven elastischen Steifigkeiten und der damit erfolgten
Verifizierung der XFEM soll im folgenden Abschnitt das Materialverhaltender PP-Matrix mit dem in
Kapitel 4 abgeleiteten viskoplastischen Materialmodell abgebildet werden.

6.1.2 Effektives inelastisches Materialverhalten

Anhand der Berechnung effektiver Spannungs-Dehnungskurven für eine einachsige makroskopischeQuerrichtung

Zugbeanspruchung mit konstanter Belastungsgeschwindigkeit wird nachfolgend der Einfluss des in-
elastischen Materialverhaltens von PP auf das effektive Verbundverhalten untersucht. Da die Eigen-
schaften der Matrix, wie im vorangegangen Abschnitt gezeigt wurde, keinen Einfluss auf das mecha-
nische Verhalten des Verbundes bei Zugbeanspruchung in Richtung der Glasfaserfilamente besitzen,
werden nur die Zugversuche quer und unter einem Winkel von 45 Gradzu den Versẗarkungsfasern
untersucht. F̈ur die Berechnung der Querrichtung wird die im Versuch vorgegebene, in der Probe als
homogen angenommene, makroskopische Dehnungε̄(t) mittels periodischer Verschiebungsrandbedin-
gungen in dery1-y2-Ebene auf das RVËubertragen und der Mittelwert̄σ(t) = 〈σ (y, t)〉 berechnet.
Die daraus resultierenden effektiven Spannungs-Dehnungskurven sind in Abb.6.5(a)für verschiedene
Dehnraten im Vergleich mit entsprechenden experimentell bestimmten Verläufen dargestellt. Aus der
in Abb. 6.5(b)veranschaulichten lokalen Dehnungsverteilungε22 (y) für den letzten Lastschritt kann
im Vergleich zu dem vorgegebenen Effektivwertε̄ = 0, 015 eine lokale Dehnungsüberḧohung von
max[ε22(y)]

ε̄
= 2, 67 abgelesen werden.

Der Vergleich der experimentell und numerisch bestimmten effektiven Spannungs-Dehnungskurven
macht deutlich, dass die Nichtlinearität der Verl̈aufe bis zum Erreichen des Spannungsmaximums gut
wiedergegeben wird. Allerdings ist die Geschwindigkeitsabhängigkeit des Verbundverhaltens nicht so
stark ausgeprägt, wie von der Simulation prognostiziert. Außerdem verursacht das sukzessive Ver-
sagen der Faser-Matrixinterphase danach eine Nichtlinearität des Spannungs-Dehnungsverlaufs, die
durch das RVE-Modell nicht korrekt vorhergesagt werden kann,da kein Grenzschicht- oder Schädi-
gungsmodell enthalten ist. Die Einbindung eines entsprechenden Kohäsivzonenansatzes in die XFEM-
Modellierung zur Abbildung des Grenzschichtversagens ist für zuk̈unftige Arbeiten geplant.
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6 Simulation des effektiven Materialverhaltens des Verbundes und experimentelle Verifikation
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Abbildung 6.5: Zugversuch in Querrichtung des unidirektional verstärkten Polypropylens - Vergleich
zwischen der Simulation und den experimentell für verschiedene Dehnraten ermittelten
Spannungs-Dehnungskurven

Im Gegensatz zur Berechnung des effektiven Materialverhaltens in Querrichtung, kann f̈ur die Si-45 Grad

mulation der Zugversuche unter 45 Grad zur Verstärkungsrichtung keine verschiebungsbasierte Last-
steuerung angewendet werden, wenn für beide Simulationen ein und dasselbe RVE-Modell genutzt
werden soll, da die auftretenden effektiven Querdehnungen im Gegensatz zur L̈angsdehnung nicht be-
kannt sind (vgl. Abschnitt2.3.3). Daher erfolgt die Simulation kraftgesteuert unter Nutzung der in den
Experimenten gemessenen effektiven Spannungsverläufeσ̄(t). Für einen Winkelα = 45◦ folgt für den
in das lokale Koordinatensystem gedrehten effektiven Spannungszustand

[σ̃] =
1

2
σ̄






1 1 0

1 1 0

0 0 0




 . (6.5)

Dieser wirdüberäußere Kr̈afte an den Masterknoten

F yi

j = σ̃ijA
yi (6.6)

auf das RVE aufgebracht. Zur Darstellung der effektiven Spannungs-Dehnungskurven wird der mittlere
Verzerrungszustand des RVE

ε̃11 =
uy1

1

∆y1
(6.7)

ε̃22 =
uy2

2

∆y2
(6.8)

ε̃12 =
1

2

(
uy2

1

∆y2
+

uy1

2

∆y1

)

(6.9)

aus den in der nichtlinearen FE-Rechnung bestimmten Verschiebungen derMasterknoten berechnet.
Für die resultierende Dehnunḡε in Richtung der Probenlängsachse ergibt sich schließlich

ε̄ =
1

2
ε̃11 + ε̃12 +

1

2
ε̃22. (6.10)
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6.2 Simulation des effektiven Materialverhaltens eines GF-PP-Verbundesmit Gewebeverstärkung

Auch für die Beanspruchung unter 45 Grad zur Verstärkungsrichtung ist ein nichtlineares Deforma-
tionsverhalten festzustellen (Abb.6.6(a)). Allerdings ist die Geschwindigkeitsabhängigkeit des Mate-
rialverhaltens deutlich geringer ausgeprägt als in den Zugversuchen unter 90 Grad zur Faserrichtung.
Die Nichtlineariẗat der Spannungs-Dehnungskurven wird im Wesentlichen durch die Schubsteifigkeit
der Matrix bestimmt. Dies ist aus dem in Abb.6.6(b) dargestellten Deformationszustand zu erken-
nen. Damit liefert die gutëUbereinstimmung zwischen den experimentell und numerisch bestimmten
Spannungs-Dehnungskurven neben der Demonstration der Anwendbarkeit der Berechnungsmethodik
auch eine Verifikation f̈ur die geẅahlte mehrachsige Verallgemeinerung des viskoplastischen Material-
modells f̈ur Polypropylen.
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Abbildung 6.6: Zugversuch unter 45 Grad zur Verstärkungsrichtung des UD-Verbundes - Vergleich
zwischen der Simulation und den experimentell für verschiedene Dehnraten ermittelten
Spannungs-Dehnungskurven

Die in diesem Abschnitt beschriebenen Simulationsergebnisse wurden unter Anwendung periodi- Randbedingungs-
einflussscher Randverschiebungen in dery1-y2-Ebene sowie der Spannungsrandbedingungt3 = 0 in Dicken-

richtungy3 ermittelt. Dabei ist die Spannungsfreiheit in Dickenrichtung insbesonderefür die Simulati-
on eines RVE, das den gesamten Schichtaufbau erfasst, sinnvoll.
Da für den unidirektionalen Verbund davon ausgegangen werden kann, dass aucḧuber der Probendi-
cke eine periodische, hexagonale Faseranordnung vorliegt, sind auch perodische Randverschiebungen
in Kombination mit der Forderung nach dem Verschwinden des zugehörigen Reaktionskraftvektors
Fy3 = 0 in dieser Richtung denkbar. Eine derartige Form der Randbedingungenerzwingt entlang
der R̈ander∂Y + und∂Y − eine konstante Querkontraktion, die die errechneten effektiven Spannungs-
Dehnungskurven jedoch nur geringfügig beeinflusst (Abb.6.7).

6.2 Simulation des effektiven Materialverhaltens eines
GF-PP-Verbundes mit Gewebeverst ärkung

Nachdem die Anwendbarkeit der vorgeschlagenen Modellierungsstrategie anhand des unidirektionalEinführung

versẗarkten PP nachgewiesen werden konnte, beschreibt der folgende Abschnitt die Vorhersage des
effektiven Materialverhaltens eines GF-PP-Verbundes mit Gewebeversẗarkung. Wie unter Punkt2.3
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6 Simulation des effektiven Materialverhaltens des Verbundes und experimentelle Verifikation
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Abbildung 6.7: Einfluss der in Dickenrichtung gewählten Randbedingungen auf das Simulationsergeb-
nis für Zugversuche senkrecht zur Faserrichtung

erläutert wurde, sind die einzelnen Filamente im Gegensatz zum vorigen Beispiel in einem textil-
versẗarkten Verbund nicht mehr homogen verteilt, so dass die Betrachtung einerzus̈atzlichen L̈an-
genskala in Form der Mesoebene zweckmäßig ist. Die Mesostruktur des Verbundes wird durch die
geometrische Anordnung der konsolidierten Rovings, die einen hohen Faservolumengehalt aufweisen,
und der dazwischenliegenden Matrixbereiche bestimmt. Sie ist in einem entsprechenden RVE zu erfas-
sen.

Die Ableitung eines Geometriemodells für die Mesoebene erfolgt im vorliegenden Fall ausgehendIdealisiertes
Geometriemodell von Schliffbildern und CT-Aufnahmen (Abb.6.8(a)) des konsolidierten Verbundes. Im Gegensatz zur
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Abbildung 6.8: Idealisierte Geometrie der Verstärkungsstruktur und XFEM-Modell

urspr̈unglichen Anordnung der Rovings im unkonsolidierten textilen Halbzeug (vgl. Abb.1.2(a)) ist in
der CT-Aufnahme eine unregelmäßigere Fadenlage zu verzeichnen, die auf das Aufschmelzen der in
dem Hybridgarn enthaltenen Polypropylenfasern während des Pressprozesses zurückzuf̈uhren ist.
Zur numerischen Modellierung wird die in Abb.6.8(b)dargestellte idealisierte Geometrie der Verstär-
kungsstruktur angenommen. Trotz der Idealisierungen bildet das Modellmit dem ondulierten Kettfa-
denverlauf eine wesentliche Eigenschaft der textilen Verstärkungsstruktur ab. Außerdem berücksichtigt
das Geometriemodell den im Vergleich zu den aneinander anliegenden Kettfäden deutlich gr̈oßeren
Abstand zwischen zwei benachbarten Schussfäden. Die parametrisierte mathematische Beschreibung
der Rovingquerschnitte und des Fadenverlaufs erfolgt durch Winkelfunktionen. Dabei werden kleine
Krümmungsradien vermieden, da diese sowohl hinsichtlich der Vernetzung mittelsFEM als auch der
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6.2 Simulation des effektiven Materialverhaltens eines GF-PP-Verbundesmit Gewebeverstärkung

Anwendung der automatisierten Modellgenerierung auf Basis der XFEM alsproblematisch anzusehen
sind. Bei der Erstellung des RVE-Modells wird weiterhin davon ausgegangen, dass die Rovings der
textilen Versẗarkungsstruktur vollständig in Matrix eingebettet sind, wodurch ein quaderförmiges RVE
entsteht.

6.2.1 Effektives linear elastisches Materialverhalten

Da das Materialverhalten der, auf der Mesoebene als homogen betrachteten, konsolidierten Rovings Effektive Rovingei-
genschaftendurch die Eigenschaften von Filament und Matrix bestimmt wird, ist gemäß Abschnitt2.3der Einsatz

eines zweistufigen Homogenisierungsverfahrens erforderlich. Im ersten Homogenisierungsschritt wer-
den die effektiven Steifigkeiten des Rovings durch Anwendung der linear elastischen Homogenisierung
mit periodischen Verschiebungsrandbedingungen berechnet. Unter der Voraussetzung einer hexagona-
len Anordnung der Glasfaserfilamente innerhalb des Rovings analog zu Abb.6.2(a)sowie der Annahme
eines Faservolumengehalts von 80 Prozent (vF = 0, 8), die durch die Auswertung von Schliffbildern
motiviert ist, ergibt sich folgende Matrix der effektiven elastischen Steifigkeiten

C̄
V
Roving

=











63, 40 8, 67 8, 67 0 0 0

8, 67 22, 19 9, 35 0 0 0

8, 67 9, 35 22, 19 0 0 0

0 0 0 6, 43 0 0

0 0 0 0 5, 39 0

0 0 0 0 0 5, 39











GPa, (6.11)

die ein transversal isotropes linear elastisches Materialverhalten des Rovings beschreibt.
Für den zweiten Homogenisierungsschritt ist ausgehend von der idealisierten Geometrie der Ver- Effektive Verbund-

eigenschaftensẗarkungsstruktur ein numerisches RVE-Modell für die Mesoebene zu erstellen. Dazu kommt die auto-
matisierte Modellgenerierung zum Einsatz (Abb.6.8(c)). Im Vergleich zu einem FE-Modell mit tetra-
ederf̈ormigen Elementen bietet die Anwendung der XFEM, zusätzlich zu dem regelm̈aßigen Berech-
nungsnetz, Vorteile bei der Modellierung von Verbundwerkstoffen mit einem hohen Faservolumenge-
halt, da keine Restriktionen hinsichtlich der Größe der Matrixbereiche in der Umgebung eines Rovings
existieren. Ẅahrend f̈ur das betrachtete Gewebe zur Modellierung der quaderförmigen Außenkontur
des RVE bei Anwendung der FEM mindestens eine zusätzliche Elementschicht ober- und unterhalb
der Versẗarkungsstruktur zu berücksichtigen ẅare, ist dies bei der Modellierung mittels XFEM nicht
erforderlich, so dass ein höherer Faservolumengehalt abgebildet werden kann.
Bedingt durch die Symmetrien der textilen Verstärkungsstruktur ist zur Berechnung des effektiven elas-
tischen Materialverhaltens die Betrachtung eines Viertelmodells des eigentlichen RVE ausreichend.
Die Belastung des RVE erfolgt in diesem Fall durch die inKästner u. a.(2008a) beschriebenen periodi-
schen Symmetrierandbedingungen. Die resultierenden Deformationsmodenε̄kl des RVE sind in Abb.
6.9 dargestellt. Durch die Auswertung der für diese charakteristischen Lastfälle berechneten lokalen
Spannungsfelder kann, analog zum Skalenübergang von der Mikro- zur Mesoebene, eine makroskopi-
sche Steifigkeitsmatrix für den gewebeverstärkten GF-PP-Verbund bestimmt werden

C̄
V
Gewebe

=











13, 65 3, 83 3, 35 0 0 0

3, 83 15, 27 3, 38 0 0 0

3, 35 3, 38 5, 66 0 0 0

0 0 0 1, 08 0 0

0 0 0 0 1, 13 0

0 0 0 0 0 1, 85











GPa. (6.12)
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6 Simulation des effektiven Materialverhaltens des Verbundes und experimentelle Verifikation
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Abbildung 6.9: Simulation von sechs Deformationsmodenε̄kl zur Bestimmung der effektiven elasti-
schen Steifigkeiten, Darstellung der lokalen Spannungsfelderσkl (y)

Damit sind alle f̈ur die Strukturberechnung benötigten Kennwerte des makroskopischen Ersatzkontinu-
ums mit einem orthotropen linear elastischen Materialverhalten bekannt. Die experimentelle Bestim-
mung der vollsẗandigen Steifigkeitsmatrix ist mit einem erheblichen Aufwand verbunden underfordert
z. B. die Verwendung von Ultraschallverfahren.

Zum Vergleich der vorhergesagten effektiven Steifigkeiten mit dem experimentell ermittelten Defor-Experimentelle
Verifikation mationsverhalten des Verbundes werden die effektiven Elastizitätsmoduln f̈ur die Belastung in Rich-

tung der SchussfädenĒ11 = 11, 42GPa sowie in Richtung der KettfädenĒ22 = 12, 96GPa aus der
Steifigkeitsmatrix berechnet. In Analogie zu dem für den UD-Verbund angewendeten Vorgehen kann
der effektive E-ModulĒ45

11 = 5, 88GPa f̈ur einen Zugversuch unter einem Winkel von 45 Grad zu
den Orthotropieachsen der Verstärkungsstruktur nach der Transformation der Steifigkeitsmatrix in das
gedrehte Koordinatensystem ermittelt werden.
Das durch die berechneten Elastizitätskonstanten beschriebene lineare Deformationsverhalten wird in
Abb. 6.10 den experimentell ermittelten Spannungs-Dehnungskurven für die jeweilige Belastungs-
richtung gegen̈ubergestellt. Dabei fällt auf, dass der Verbund trotz des wellenförmigen Verlaufs der
Kettfäden in der 90-Grad-Richtung eine höhere Steifigkeit aufweist als in Schussfadenrichtung (vgl.
Abb. 6.10(a)). Dieses Verhalten ist auf den großen Schussfadenabstand (vgl. Abb. 6.8(a)) zurückzuf̈uh-
ren und wird auch durch das RVE-Modell vorhergesagt. Aus dem Vergleich der experimentellen und
numerischen Daten ist weiterhin zu erkennen, dass die Simulationsergebnisse sowohl f̈ur die Schussfa-
denrichtung (Abb.6.10(b)) als auch f̈ur die Belastung unter einem Winkel von 45 Grad (Abb.6.10(d))
eine Tangente an die realen Spannungs-Dehnungsverläufe bilden. Dagegen wird die Steifigkeit des Ver-
bundes in Kettfadenrichtung (Abb.6.10(c)) unterscḧatzt.
Obwohl die prinzipielle Charakteristik des Verbundverhaltens durch die Simulation vorhergesagt wer-
den kann, demonstriert dieses Ergebnis ein Defizit des genutzten RVE-Modells auf der Basis einer
einzelnen Schicht der textilen Verstärkungsstruktur. Stellt man sich den in den Experimenten unter-
suchten mehrschichtigen Verbund zusammengesetzt aus mehreren RVE der Einzelschicht vor, so wird
anschaulich klar, dass abhängig von der textilen Verstärkungsstruktur Abweichungen zu den experi-
mentellen Ergebnissen vorhanden sein werden, da die in der Realität auftretende Durchdringung der
verschiedenen Lagen des textilen Halbzeugs nicht abgebildet werden kann. Deshalb sollten in Zukunft
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6.2 Simulation des effektiven Materialverhaltens eines GF-PP-Verbundesmit Gewebeverstärkung
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Abbildung 6.10: Vergleich des berechneten effektiven linear elastischen Materialverhaltens mit experi-
mentell bestimmten Spannungs-Dehungskurven für verschiedene Belastungsrichtun-
gen

auch RVE f̈ur den gesamten Verbund untersucht werden.

6.2.2 Effektives inelastisches Materialverhalten

Für die Berechnung des effektiven nichtlinearen Spannungs-Dehnungsverhaltens werden nachfolgendAnnahmen

ausschließlich Zugversuche unter 45 Grad zu den Orthotropieachsen des RVE betrachtet. Analog zum
UD-Verbund kommt zur Abbildung des Materialverhaltens der Matrix im Rahmen der physikalisch
nichtlinearen FE-Simulation das in Kapitel4 für PP entwickelte viskoplastische Materialmodell zum
Einsatz. Das inelastische Verhalten der Verstärkungsf̈aden, das beispielsweise durch Schädigungsvor-
gänge verursacht wird, bleibt dagegen unberücksichtigt. Die Rovings werden nach wie vor als homo-
genes linear elastisches Kontinuum mit der effektiven SteifigkeitC̄

V
Roving

gem̈aß (6.11) modelliert.
Da in den zu simulierenden Zugversuchen sowohl Normal- als auch Schubbeanspruchungen auftreten,
können die zur Berechnung des effektiven elastischen Materialverhaltens genutzten periodischen Sym-
metrierandbedingungen nicht mehr angewendet werden. Daher ist für die nichtlineare Berechnung das
vollständige RVE-Modell zu verwenden.

Wie in Abschnitt2.3.3beschrieben wurde, erfolgt die Simulation der Versuche kraftgesteuert unter 45 Grad
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6 Simulation des effektiven Materialverhaltens des Verbundes und experimentelle Verifikation

Verwendung der experimentell für verschiedene Dehnraten von1, 5 · 10−5. . .1, 5 · 10−3 1
s

ermittelten
Spannungsverläufeσ̄(t). Abbildung6.11zeigt dazu den Vergleich der experimentell und rechnerisch
ermittelten effektiven Spannungs-Dehnungskurven sowie das lokale Schubverzerrungsfeldγ12 (y) an
der Oberfl̈ache des RVE. Die in den Experimenten beobachtete Dehnratenabhängigkeit des Material-
verhaltens (Abb.6.11(a)) wird mit guter Genauigkeit durch das RVE-Modell wiedergegeben. Speziell
für die beiden niedrigeren Dehnraten liegt die Steifigkeit des numerischen Modells jedochüber den
experimentell bestimmten Werten. Dies ist u. a. auf zusätzlich auftretende Schädigungspḧanomene in
der Verbundprobe zurückzuf̈uhren, die durch das Modell nicht erfasst werden.
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Abbildung 6.11: Zugversuch unter 45 Grad zu den Orthotropieachsen des gewebeverstärkten Verbun-
des - Vergleich zwischen der Simulation und den experimentell für verschiedene
Dehnraten ermittelten Spannungs-Dehnungskurven

Neben den effektiven Spannungs-Dehnungskurven liefert die mehrskalige Modellierung und Simulati-
on auch Informationen zur den lokalen Beanspruchungen des heterogenen Werkstoffs. So ist beispiels-
weise anhand von Abb.6.11(b)zu erkennen, dass sich die lokale Schubdeformation erwartungsgemäß
in den Matrixbereichen des RVE konzentriert, während die Verformung durch die steifen Verstärkungs-
fäden, z.B. in der Mitte und an den Ecken des RVE, behindert wird. Aufgrund der in dery1- und
y2-Richtung auftretenden Belastungen werden sowohl die Schuss- als auch die Kettf̈aden auf Zug be-
ansprucht (Abb.6.12).
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Abbildung 6.12: Darstellung der lokalen Spannungsfelder für einen Zugversuch unter 45 Grad zu den
Orthotropieachsen des gewebeverstärkten Verbundes
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7 Zusammenfassung und Ausblick

Die Modellierung der lokalen Werkstoffstruktur führt im Rahmen der Berechnung eines Bauteils, dasSkalenübergrei-
fende
Modellierung

aus einem heterogenen Verbundwerkstoff gefertigt ist, bedingt durch die Gr̈oßenunterschiede zwischen
den Bauteilabmessungen und dem inneren Aufbau des Materials zu einem erheblichen Berechnungs-
aufwand. In der vorliegenden Arbeit wird daher die Modellierung des Verbundes durch ein homogenes
Ersatzkontinuum mit effektiven Materialkennwerten vorgeschlagen. Diese Materialparameter werden
aus den lokalen Eigenschaften des heterogenen Werkstoffaufbaus unter Anwendung von Homogeni-
sierungsverfahren berechnet.
Für die hier betrachteten GF-PP-Verbunde können mit der Mikro-, der Meso- und der Makroskala drei
charakteristische Skalenebenen definiert werden, so dass für die Berechnung des effektiven Material-
verhaltens ein zweistufiges Homogenisierungsverfahren erforderlichist. In einem ersten Homogenisie-
rungsschritt werden effektive Kennwerte für den auf der Mesoebene als homogen betrachteten konsoli-
dierten Roving berechnet, dessen Verhalten durch die Eigenschaften seiner mikroskopischen Bestand-
teile – Filament und Matrix – bestimmt wird. Matrix, Roving und Geometrie der textilen Versẗarkung
definieren ein f̈ur die Materialstruktur der Mesoebene charakteristisches RVE, das Grundlage f̈ur die
zweite Stufe des Homogenisierungsverfahrens – der Berechnung effektiver Verbundkennwerte – ist.
Für beide Homogenisierungsschritte wird dabei vorausgesetzt, dass sichdie charakteristischen Längen
zweier aufeinanderfolgender Skalenebenen deutlich voneinander unterscheiden, so dass der Einfluss
einzelner Inhomogenitäten auf das effektive Verhalten ausgeschlossen werden kann. Für die kontinu-
umsmechanische Modellierung der lokalen Materialstruktur auf der Mikro- und Mesoskala wird wei-
terhin angenommen, dass die charakteristischen Längen der Inhomogenitäten die Anwendung einer
phänomenologischen Feldbeschreibung erlauben.
Nach der Definition eines Kriteriums für dieÄquivalenz von lokalem und effektivem Materialverhalten
in Form der HILL -MANDEL-Bedingung und der Diskussion des Randbedingungseinflusses sowiever-
schiedener RVE-Varianten, wird die Berechnung effektiver elastischer Steifigkeiten durch die Auswer-
tung des f̈ur charakteristische Deformationsmoden simulierten lokalen Materialverhaltens erl̈autert.
Während f̈ur den linear elastischen Fall die Parameter eines effektiven Materialmodellsin Form des
HOOKEschen Gesetzes explizit bestimmt werden, ist ein makroskopisches Materialmodell für den GF-
PP-Verbund im nichtlinearen Fall nicht bekannt. Die Vorhersage des effektiven inelastischen Material-
verhaltens erfolgt stattdessen durch die Simulation von Zugversuchen. Unter der Voraussetzung eines
homogenen makroskopischen Beanspruchungszustandes werden Randbedingungen für die Simulati-
on eines einzelnen RVE definiert. Abhängig von der vorliegenden makroskopischen Beanspruchung
erfolgt die Berechnung verschiebungs- oder kraftgesteuert. Den imZugversuch vorliegenden Randbe-
dingungen wird dabei durch die Forderung periodischer Randverschiebungen in der Probenebene und
durch die Annahme verschwindender Spannungsvektoren in Dickenrichtung des Verbundes Rechnung
getragen.

Eine wesentliche Voraussetzung für die Anwendung der vorgeschlagenen mehrskaligen Modellie-Experimente

rungsstrategie ist die mathematische Beschreibung des Materialverhaltens der Verbundbestandteile. In
der vorliegenden Arbeit wird insbesondere der Einfluss des inelastischen mechanischen Verhaltens von
PP auf das effektive Werkstoffverhalten des Verbundes untersucht. Daher steht die Charakterisierung
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7 Zusammenfassung und Ausblick

des mechanischen Verhaltens von unverstärktem PP im Vordergrund der experimentellen Untersuchun-
gen. Die durchgef̈uhrten monotonen Zug- und Relaxationsversuche sowie zyklische Experimente mit
und ohne Haltezeiten belegen ein geschwindigkeitsabhängiges mechanisches Verhalten mit Gleichge-
wichtshysterese. Gem̈aß der Klassifizierung nach HAUPT wird das Materialverhalten als viskoplastisch
bezeichnet. F̈ur die Glasfilamente der textilen Verstärkung wird isotropes linear elastisches Material-
verhalten angenommen.

Ausgehend von den experimentellen Ergebnissen und der Analyse der strukturellen Ursachen desMaterialmodell für
PP Werkstoffverhaltens von PP wird ein einachsiges viskoplastisches Materialmodell vorgeschlagen. Die-

ses besteht aus einem nichtlinear elastischen Teilmodell und einem endochronen Plastiziẗatsmodell zur
Abbildung der geschwindigkeitsunabhängigen Gleichgewichtsrelation. Ein verallgemeinertes MAX -
WELL-Modell bildet den Ausgangspunkt für die Modellierung der geschwindigkeitsabhängigenÜber-
spannung. Die Materialparameter in Form des diskreten Relaxationsspektrums werden unter Nutzung
des an die Eigenschaften des Modells angepassten Fensterverfahrens von EMRI und TSCHOEGLiden-
tifziert. Um den Einfluss der Belastungsgeschwindigkeit in Relaxationsversuchen eliminieren zu k̈on-
nen, wird auf der Grundlage dieses Verfahrens ein Algorithmus zur Identifikation des diskreten Spek-
trums des verallgemeinerten MAXWELL -Modells aus Zugversuchen entwickelt.
Das linearëUberspannungsmodell wird zur Modellierung der in den Experimenten festgestellten nicht-
linearen Dehnratenabhängigkeit um einëuberspannungsabhängige Viskosiẗatsfunktion erweitert und
die Modellparameter ausgehend von dem diskreten Relaxationsspektrum optimiert.
Die thermodynamisch konsistente mehrachsige Verallgemeinerung des Materialmodells erfolgt unter
der Annahme einer konstanten Querkontraktionszahl. Aus der zeitlichen Diskretisierung der erhalte-
nen konstitutiven Beziehungen werden schließlich ein Spannungsalgorithmus und ein algorithmisch
konsistenter Tangentenmodul abgeleitet, die zur Einbindung des Materialmodells in den Rechenablauf
einer physikalisch nichtlinearen FE-Rechnung erforderlich sind.

Für die Berechnung des effektiven Materialverhaltens benötigt man neben den konstitutiven Glei-XFEM

chungen zur Beschreibung des Werkstoffverhaltens der Verbundbestandteile ein numerisches Modell
des RVE. Dazu wird im Rahmen dieser Arbeit ein Modellierungverfahren auf der Grundlage der
XFEM entwickelt, das die Modellierung von heterogenen Materialien in einem Netz regelm̈aßiger,
quaderf̈ormiger Elemente erm̈oglicht. Das mechanische Verhalten im Bereich der Materialgrenzen wird
durch eine lokale Anreicherung der gewöhnlichen FE-Verschiebungsapproximation abgebildet. Nach
der Auswahl einer geeigneten Anreicherungsfunktion zur Modellierung einer Unstetigkeit des Verzer-
rungsfeldes, werden zwei neuartige Elementtypen formuliert und die zurBerechnung der Elementstei-
figkeitsmatrizen erforderlichen Grundlagen zur Lokalisierung der Materialgrenze innerhalb des Ele-
mentbereichs, zur Aufteilung in Integrationsgebiete mit stetigen Integrandenund zur Zuweisung der
Materialparameter implementiert. Anhand der Analyse des mechanischen Verhaltens der definierten
Elemente bei Starrk̈orperbewegungen und konstanten Verzerrungszuständen erfolgt die Auswahl der
Ordnung der zu verwendenden Quadraturformel.
Um die effiziente Modellierung der lokalen, heterogenen Werkstoffstruktur von Verbundmateriali-
en geẅahrleisten zu k̈onnen, wird in dieser Arbeit ein Verfahren zur automatisierten Modellgenerie-
rung, ausgehend von einem dreidimensionalen Geometriemodell der textilen Versẗarkungsstruktur, zur
Verfügung gestellt. Bedingt durch die Verwendung verschiedener Elementtypen mit unterschiedlichen
Anzahlen von Knotenfreiheitsgraden ist die Assemblierung der Gesamtsteifigkeitsmatrix f̈ur das auto-
matisch generierte XFEM-Modell nicht allein auf der Basis von Topologiedaten durch Verschmelzen
der lokalen Knoten zu einem globalen möglich. Abḧangig von den aneinander angrenzenden Element-
typen werden kinematische Zwangsbedingungen zur Sicherung kompatibler Verschiebungsfelder ge-
nutzt.

132



Die in der vorliegenden Arbeit beschriebenen Beispielrechnungen verbinden die Grundlagen derSimulation

Homogenisierung, das für PP formulierte Materialmodell und das entwickelte Modellierungsverfah-
ren auf Basis der XFEM zu einer skalenübergreifenden Methode zur Simulation des effektiven Ma-
terialverhaltens textilverstärkter Verbunde, die auch auf andere Werkstoffbeispiele anwendbar ist. Die
dargestellten Simulationsergebnisse können das in den experimentellen Untersuchungen beobachtete
Materialverhalten von zwei GF-PP-Verbunden mit guter Genauigkeit vorhersagen. Charakteristische
Versuchsergebnisse, wie das in bestimmten Belastungsrichtungen nichtlineare und geschwindigkeits-
abḧangige Deformationsverhalten, können im Voraus simuliert werden. Außer den Materialeigenschaf-
ten der konstitutiven Bestandteile und ihrer geometrischen Anordnung im Verbund, d. h. physikalisch
interpretierbaren Parametern der Mikro- und Mesoskala, gehen keine weiteren Informationen̈uber das
Verhalten des Verbundes in die Simulation ein.
Die physikalisch nichtlinearen RVE-Modelle können zuk̈unftig auch im Rahmen einer gekoppelten
Mehrskalensimulation zum Einsatz kommen. Zur Begrenzung des Rechenaufwandes sollte dieses Mo-
dellierungsverfahren jedoch nur in ausgewählten Bereichen oder in adaptiver Form abhängig von der
aktuellen Beanspruchung genutzt werden.

Obwohl die experimentell bestimmten Spannungs-Dehnungskurven bereitsdurch die Ber̈ucksich- Schädigung

tigung des nichtlinearen Materialverhaltens von PP gut approximiert werden, ist die Erweiterung der
Modellierung zur Vorhersage des Versagens des Verbundes erforderlich. Da das Versagen entscheidend
durch die Faserverstärkung bestimmt wird, sollte in Zukunft ein Schädigungsmodell (vgl.Matzenmil-
ler u. a.(1995)) zur Abbildung des inelastischen Verhaltens des Rovings in das mehrskalige Modellie-
rungsverfahren eingebunden werden. Neben kontinuumsmechanischen Ans̈atzen zur Scḧadigungsmo-
dellierung ergeben sich auch aus der Kombination des erweiterten XFEM-Verschiebungsansatzes mit
einem Koḧasivzonenmodell (Remmers u. a.(2003); de Borst u. a.(2006)) interessante Ansätze z. B.
zur Modellierung des sukzessiven Versagens einer Filament-Matrix-Grenzschicht oder zur Simulation
der Delamination von Schichtverbunden.

Das nichtlineare Materialverhalten von PP sollte zukünftig auch in Torsionsversuchen untersuchtPolypropylen

werden, um die deviatorischen Anteile des mehrachsigen Materialmodells separat identifizieren zu
können. F̈ur die anschließende Verifizierung eines verbesserten Materialmodells sind proportionale und
nichtproportionale Zug-Torsionsbelastungen wünschenswert. Interessant erscheinen auch die Untersu-
chung von Zug-Druck-Unsymmetrien des Materialverhaltens sowie die Ausnutzung der Temperatur-
Zeitverschiebung zur Verkürzung der Haltezeiten in Relaxationsexperimenten. Hinsichtlich der Mo-
dellierung von PP sind die Abbildung des ausgeprägten Relaxationsverhaltens durch ein Modell der
fraktionellen Viskoelastiziẗat sowie die Modellierung auf der Grundlage einer Strukturvariablen (Sed-
lan (2000)) denkbar.

Zus̈atzlich zur Erstellung von XFEM-Modellen kann die entwickelte automatisierte Modellierungs- Modellierung

prozedur auch zur Generierung von Voxel-Modellen, d. h. regelmäßigen FE-Netzen ohne Anreiche-
rung des Verschiebungsansatzes eingesetzt werden. Dadurch würden der aufwendige Assemblierungs-
prozess der Gesamtsteifigkeitsmatrix und die Formulierung von kinematischen Zwangsbedingungen
vermieden. Um vergleichbare Ergebnisse zu erzielen, wäre in diesem Fall allerdings eine deutlich fei-
nere Vernetzung erforderlich. Denkbar ist auch die Unterteilung der Voxelelemente in Material- und
Integrationsbereiche analog zur XFEM, so dass eine Mittelung der verschiedenen Materialsteifigkeiten
innerhalb des Elements erfolgt.
Aus den Ergebnissen der Simulation des effektiven Materialverhaltens des gewebeverstärkten GF-PP-
Verbundes ist außerdem zu schlussfolgern, dass neben den RVE-Modellen f̈ur eine Verbundschicht
auch RVE f̈ur den Gesamtverbund zu modellieren sind, um die Interaktionen der textilen Halbzeuge
verschiedener Schichten besser abbilden zu können.
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[Sedlan 2000] SEDLAN, K.: Viskoelastisches Materialverhalten von Elastomerwerkstoffen: Expe-
rimentelle Untersuchung und Modellbildung, Universiẗat Gesamthochschule Kassel, Dissertation,
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A Fensterverfahren von E MRI und T SCHOEGL

In Anlehnung an die Beschreibung inEmri und Tschoegl(1993) soll die Funktionsweise dieses Iden-Beispiel

tifikationsverfahrens f̈ur Relaxationsspektren der linearen Viskoelastizität anhand eines bekannten dis-
kreten Relaxationsspektrums mit fünf gleichm̈aßig über die logarithmische Skala verteilten Relaxa-
tionszeiten erl̈autert werden (Abb.A.1). Dieses Spektrum entspricht dem̈Uberspannungsanteil eines
verallgemeinerten MAXWELL -Modells mit nv = 5 Elementen. In der grafischen Darstellung der zu
den einzelnen MAXWELL -Elementen geḧorigenÜberspannungsanteile der Relaxationsfunktionen

Rov
i (t) = cie

− t
τi (A.1)

sowie der Gesamtfunktion

Rov(t) =

nv∑

i=1

Rov
i (t) =

nv∑

i=1

cie
− t

τi (A.2)

in Abb. A.1 ist erkennbar, dass der aktive Bereich der einzelnen MAXWELL -Elemente (vgl. Abschnitt
4.1.2) nur einen begrenzten Bereich der Relaxationsfunktion des Gesamtmodellsbeeinflusst, diese Ei-
genschaft wird durch das Verfahren ausgenutzt.

Betrachtet man den Relaxationsvorgang, so wird klar, dass der Wert der Relaxationsfunktion f̈ur Idee des
Algorithmust = 0 der Summe der Relaxationsstärken

Rov(0) =

nv∑

i=1

ci (A.3)

der einzelnen Elemente entspricht. Mit fortschreitender Haltezeit wechseltdas erste MAXWELL -Element
vom sogenannten Glas- in denÜbergangsbereich und die Spannungsrelaxation setzt ein. Betrachtetman
den aktiven Bereich desk-ten MAXWELL -Elements, so sind die Beiträge aller MAXWELL -Elemente
bis k − 1 nahezu abgeklungen, während sich alle Elemente abk + 1 unver̈andert im Glasbereich be-
finden. Damit erḧalt man eine N̈aherungsformel f̈ur denÜberspannungsanteil der Relaxationsfunktion

Rov(t) ≈ 0 + cke
− t

τk +

nv∑

i=k+1

ci ∀ tu
k ≤ t < to

k. (A.4)

Zur Sicherung der Genauigkeit des Algorithmus sind die Annahmen hinsichtlich der als aktiv zu

ber̈ucksichtigenden MAXWELL -Elemente anhand der Analyse des Verlaufs der Kernfunktione
t
τi des

i-ten MAXWELL -Elements zu pr̈azisieren. Da die Kernfunktione
− t

τi nach zwei Dekaden abgeklungen
ist, wird im Gegensatz zu (A.4) in der implementierten Version des Algorithmus lediglich der Einfluss
der mehr als zwei Dekaden zurückliegenden Spektrallinien vernachlässigt

Rov(t) =
k−1∑

i=imin

cie
− t

τi + cke
− t

τk +

nv∑

i=k+1

cie
− t

τi ∀ tu
k ≤ t < to

k; (A.5)
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Abbildung A.1: Diskretes Relaxationsspektrum und Relaxationsfunktionen
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mit

imin =

{

k − 3 für k − 3 ≥ 1

1 für k − 3 < 1
. (A.6)

Zur vollsẗandigen Definition des Identifikationsalgorithmus sind schließlich die Grenzentu
k undto

k, die
das Zeitintervall, in demRov(t) durch (A.5) approximiert werden kann, und damit das Fenster der zur
Identifikation genutzten Daten bestimmen, festzulegen. Sie entsprechen denin Abschnitt4.1.3für die
Identifikation aus dem Zugversuch berechneten Werten.

Die Relaxationsstärkenck der durch (A.5) gegebenen Modellantwort sind nun an die experimen-Identifikation

tell bestimmten diskreten MesswertêRov(tj) anzupassen. Diese berechnet man aus dem gemessenen
Spannungsverlauf̂σ(tj) durch Abziehen des Endwerts der Spannung bei Erreichen der Haltezeit th,
der eine N̈aherung f̈ur den Gleichgewichtswertσeq(ε0) darstellt, und Normierung mit der ẅahrend des
Relaxationsexperiments konstant gehaltenen Dehnungε0

R̂ov(tj) =
1

ε0
[σ̂(tj) − σ̂(th)] . (A.7)

Die Berechnung derk-ten Relaxationsstärke erfolgt durch Minimierung des Quadrats

Fk =

jo
k∑

j=ju
k

[

R̂ov(tj) − Rov(tj)
]2

(A.8)

der zwischen der ModellantwortRov(tj) und dem Messwert̂Rov(tj) im Intervall [tu
k, t

o
k] auftretenden

Abweichung, wobeiju
k undjo

k die den Bereichsgrenzen zugeordneten Indizes der diskreten Messwerte
sind. F̈ur die Relaxationsstärkeck erḧalt man aus der Minimierung vonFk und Einsetzen von (A.5) die
Bestimmungsgleichung

ck =

jo
k∑

j=ju
k



R̂ov(tj) −
k−1∑

i=imin

cie
− tj

τi −
nv∑

i=k+1

cie
− tj

τi



 e
− tj

τk

jo
k∑

j=ju
k

e
− 2tj

τk

. (A.9)

Die Berechnung beginnt mit der größten Relaxationszeit und endet mit der Identifikation vonc1, d. h.
der zur kleinsten Relaxationszeit gehörenden Relaxationsstärke. Da im ersten Durchlauf die noch nicht
identifizierten Relaxationsstärken mit Null angenommen werden, ist der zunächst ermittelte Satz von
Relaxationssẗarken durch eine rekursive Anwendung des Verfahrens zu verbessern. Die Identifikation
ist abgeschlossen, wenn die relativeÄnderung aller zu identifizierenden Parameter zwischen zwei auf-
einanderfolgenden Schritten, kleiner als ein vorher festgelegter Grenzwert ist.
Abhängig von dem zugrundeliegenden Messsignal ist es möglich, dass der Algorithmus negative Rela-
xationssẗarken liefert. Obwohl das berechnete Spektrum in diesem Fall den zur Identifikation genutzten
Relaxationsversuch gut wiedergibt, sind die negativen Spektrallinien physikalisch nicht interpretierbar
und k̈onnen bei der Berechnung anderer Versuchsantworten zu falschen Ergebnissen führen. Werden in
einem Durchlauf negative Relaxationsstärken berechnet, so sind diese vor dem nächsten Berechnungs-
schritt Null zu setzen.
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B Analyse des Informationsgehalts realer
Relaxationsversuche

Nachfolgend soll der Einfluss des zur Verfügung stehenden Messsignals auf die Ergebnisse der Pa-Anforderungen an
das Messsignalrameteridentifikation bei Anwendung des Fensterverfahrens von EMRI und TSCHOEGL anhand der

Rekonstruktion des bekannten diskreten Spektrums gemäß Abb.A.1 diskutiert werden. Den dazu er-
forderlichen Spannungs-Zeitverlauf liefert die Spannungsantwort eines verallgemeinerten MAXWELL -
Modells mit den Parametern

c = [100 400 300 200 100]T MPa; τ = [0, 01 0, 1 1 10 100]T s. (B.1)

Durch den Vergleich des bekannten Spektrums des verallgemeinerten MAXWELL -Modells mit dem Er-
gebnis der Identifikation k̈onnen zun̈achst die Anforderungen an das Messsignal veranschaulicht wer-
den. Als wesentliche Voraussetzungen sind die richtige Wahl von Haltezeitund zeitlicher Aufl̈osung des
Messsignals zu nennen. Die Haltezeit sollte länger sein, als die größte Relaxationszeit des zu bestim-
menden Spektrums (th > τmax), um gen̈ugend Informationen zur Berechnung der zugehörigen Relaxa-
tionssẗarke zur Verf̈ugung zu haben. F̈ur die Zeitschrittweite der Abtastung ist in dem zur Identifikation
der Relaxationsstärkec1 verwendeten Ausschnitt des Messsignals eine Abtastung mit∆tM < τmin zu
fordern. F̈ur die Aufzeichnung des Messsignals empfiehlt sich wegen des starken Spannungsabfalls am
Beginn der Relaxation bei langen Haltezeiten eine variable Abtastung mit einemkombinierten Kraft-
Zeitkriterium.
In Abb. B.1 sind die Auswirkungen einer im Vergleich zu dem zu indentifizierenden Spektrum zu kur-
zen Messzeit sowie einer nicht ausreichenden Auflösung des Messsignals dargestellt. Das mithilfe des
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(b) ∆tM > τmin

Abbildung B.1: Auswirkung einer zu kurzen Messzeit bzw. einer nicht ausreichenden Aufl̈osung des
Messsignals

EMRI-TSCHOEGL-Verfahrens bestimmte Spektrum weicht insbesondere bei der zu kurzen Messzeit
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(th = 100s, Abb. B.1(a)) deutlich von dem vorgegebenen ab. Als Folge der ungenügenden Aufl̈osung
(∆tM = 0, 1s, Abb.B.1(b)) kann die zur Relaxationszeitτmin = 0, 01s geḧorende Relaxationsstärke
nicht bestimmt werden, ẅahrend der Rest des Spektrums korrekt identifiziert wird.

Im Unterschied zu dem bisher untersuchten idealen Relaxationsversuch, der entsprechend Abb.3.15Einfluss der
Belastungsge-
schwindigkeit

eine sprungf̈ormige Dehnungs̈anderung aufweist, kann die Belastung in einem realen Experiment nur
mit einer endlichen Geschwindigkeit erfolgen (vgl. Abb.4.4). Da während der f̈ur das Erreichen der
Dehnungε0 ben̈otigten Zeit∆t0 bereits Relaxationsvorgänge im Material ablaufen, hat die Belas-
tungsgeschwindigkeit einen entscheidenden Einfluss auf das Ergebnisder Parameteridentifikation, der
an dem bereits verwendeten Beispielsystem mit bekanntem Spektrum studiert werden soll. In Anleh-
nung an die in Abschnitt3.1 beschriebenen Experimente beträgt die Dehnungε0 = 0, 045. Bei einer
Geschwindigkeit vonvTrav = 100mm

min ben̈otigt man∆t0 = 3s zum Aufbringen der Belastung. Wie in
Abb. B.2 zu erkennen ist, f̈uhrt dies zu einer fehlerhaften Bestimmung des diskreten Spektrums bis
τ ≤ 10s. Obwohl das Modell mit den identifizierten Parametern den Relaxationversuch relativ gut wie-
dergibt, ergeben sich bei der Modellierung eines Zugversuchs falsche Ergebnisse, da sich dort speziell
die niedrigen Zeitkonstanten auf die Modellantwort auswirken.
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(b) ∆t0 = 3s, Spannungs-Zeitverlauf

Abbildung B.2: Ergebnis der Parameteridentifikation bei einer BelastungsgeschwindigkeitvTrav =
100mm

min

Eine Erḧohung der Versuchsgeschwindigkeit auf104 mm
min führt zu einer Verbesserung des Ergebnisses,

allerdings kann eine vernüftige Approximation des vorgegebenen Spektrums erst für vTrav = 106 mm
min =

16.67m
s erreicht werden (Abb.B.3). Da die Versuchsgeschwindigkeit hier durch die zur Verfügung ste-

hende Pr̈ufmaschine auf 500mm
min begrenzt ist, besteht keine Möglichkeit, ein Relaxationsspektrum mit

Zeitkonstantenτmin ≤ 10s aus dem Relaxationsversuch zu identifizieren. Das Fensterverfahren von
EMRI und TSCHOEGLdeshalb in Abschnitt4.1.3so modifiziert, dass auch Daten aus Zugversuchen
zur Bestimmung des Spektrums genutzt werden können.

Im Unterschied zu den bisher untersuchten, mithilfe eines verallgemeinertenMAXWELL -ElementsKontinuierliche
Spektren generierten Daten liegt den im Relaxationsexperiment ermittelten Spannungs-Zeitverl̈aufen kein dis-

kretes Spektrum zugrunde. Vielmehr unterliegen die geschwindigkeitsabhängigen Eigenschaften des
Materials einer kontinuierlichen Verteilung. Das anhand der Ergebnisse von Relaxationsversuchen
identifizierte diskrete Spektrum stellt lediglich eine Möglichkeit der Approximation im Rahmen der
linearen Viskoelastiziẗatstheorie dar.
Mit dem formalenÜbergang von einer Summe der Beiträge der einzelnen MAXWELL -Elemente in
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(a) vTrav = 104 mm
min , ∆t0 = 3 · 10−2s
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(b) vTrav = 106 mm
min , ∆t0 = 3 · 10−4s

Abbildung B.3: Ergebnis der Parameteridentifikation bei höheren Belastungsgeschwindigkeiten

(4.18) zu einem Integral

Rov(t) =

∞∫

0

c̃ (τ) e−
t
τ dτ (B.2)

ist derÜbergang von einem diskreten Spektrum zu einer kontinuierlichen Verteilung c̃(τ) verbunden.
Da c̃(τ) die Dimension Modul je Zeit besitzt, wird die durch

Rov(t) =

∞∫

−∞

H (τ) e−
t
τ d ln τ (B.3)

definierte VerteilungH(τ), die in Analogie zu den diskreten Relaxationsstärken die Dimension eines
Moduls aufweist, als kontinuierliches Relaxationspektrum bezeichnet (Tschoegl(1989)). Die Vertei-
lungH(τ) kannüber N̈aherungsformeln direkt aus den in Relaxationsversuchen gemessenenSpannungs-
Zeitverl̈aufen berechnet werden und bietet so eine Möglichkeit zur Ermittlung und Analyse des Infor-
mationsgehalts des aufgezeichneten Signals.

Im Folgenden soll mithilfe einer zweiter Ordnung genauen Näherung Anwendung auf
Relaxationsversu-
che

H2h(τ/β2) =
hR̂(ti) − (h + 1)R̂(hti) + R̂(h2ti)

(h − 1) lnh

∣
∣
∣
∣
∣
ti=τ

, (B.4)

die auf dem logarithmischen Differenzenquotienten basiert, der Informationsgehalt realer Relaxations-
versuche untersucht werden. Dabei wird für den Parameterh, der ein Maß f̈ur die Schrittweite darstellt,
der Wert zwei geẅahlt. Damit ergibt sich f̈ur den sogenannten Verschiebungsfaktorβ2 = 1, 005, so
dass praktisch keine Verschiebung des näherungsweise berechneten SpektrumsH2h(τ/β2) gegen̈uber
H(τ) zu ber̈ucksichtigen ist. F̈ur die Details der Herleitung der Näherungsl̈osung und der numerischen
Berechnung des Verschiebungsfaktors wird aufTschoegl(1989) verwiesen.
Die Analyse realer Messdaten erfolgt am Beispiel von drei Relaxationsversuchen mit einer Haltezeit
vonth = 3h, in denen die Belastung mit unterschiedlichen Versuchsgeschwindigkeiten von 10, 100 und
500 mm

min aufgebracht wird (Abb.B.4). AbbildungB.4(a)zeigt die ẅahrend der Relaxation aufgezeichne-
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Abbildung B.4: Analyse des Einflusses der Versuchsgeschwindigkeit auf den Informationsgehalt von
realen Relaxationsversuchen mittels kontinuierlicher Spektren

ten Spannungs-Zeitverläufe und Abb.B.4(b) die nach (B.4) ermittelten zugeḧorigen kontinuierlichen
Spektren. Es ist festzustellen, dass die berechneten kontinuierlichen Spektren im Bereichτ ≤ 101s
abḧangig von der Belastungsgeschwindigkeit deutlich sichtbare Unterschiede aufweisen, f̈ur höhere
Zeitkonstanten aber gutübereinstimmen. Diese Ergebnisse bestätigen die an dem verallgemeinerten
MAXWELL -Modell hinsichtlich des Einflusses der Belastungsgeschwindigkeit gewonnenen Erkennt-
nisse. In den gemessenen Spannungs-Zeitverläufen sind diese Abweichungen kaum erkennbar, da sich
der Einfluss der Zeitkonstantenτ ≤ 101s auf den starken Spannungsabfall am Beginn der Relaxation
beschr̈ankt.
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