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1 Einfuhrung

Verbundwerkstoffe bieten durch die Kombination von zwei oder melschéedenen konstitutiven Be- verbundwerkstoffe
standteilen die Nglichkeit, Werkstoffe zu entwickeln, deren Eigenschafteiwme an die Anforde-

rungen der jeweiligen Anwendung angepasst sind. Eine Klasse vbnnéwverkstoffen, die aufgrund

ihrer guten mechanischen Eigenschaften in einem imnigegrwerdenden Spektrum technischer An-
wendungen zum Einsatz kommt, sind Faser-Kunststoff-Verbunde (FB&riesem Verbundwerkstoff

werden hochfeste und -steife Vétdtungsfasern in einer polymeren Matrix eingebettet. Dabei nutzt

man die Eigenschaft zahlreicher Werkstoffe, als Faser eine deutliedré Steifigkeit und insbesonde-

re Festigkeit aufzuweisen als in kompakter Form. Zur Herstellung scliateigfer Bauteile kommen

dabei taufig Faserbindel zum Einsatz, die zu einem textilen Halbzeug weiterverarbeitet waidd.

1.1 Motivation und Zielstellung

Da das mechanische Verhalten von FKV mit textiler \&rstingsstruktur entscheidend durch die EMmotivation
genschaften der einzelnen Komponenten und durch die Geometrie derdiaiirkung bestimmt wird,
fuhrt die Bewertung verschiedener Werkstoffvarianten auf der Rasés experimentellen Charakteri-
sierung des mechanischen Verhaltens des Verbundes zu einem drdeBlidwand.

Um den Umfang der experimentellen Untersuchungeniafilg auf Versuche an den Verbundkompo-
nenten besclnken zu knnen, wird in dieser Arbeit eine skaldmergreifende Modellierung und Simu-
lation des Werkstoffverhaltens vorgeschlagen, die ausgehend wdkodstitutiven Eigenschaften der
Verbundbestandteile (Mikroskala) und ihrer geometrischen Anordimangerbund (Mesoskala) die
Vorhersage des effektiven Materialverhaltens des VerbundwéikgMakroskala) erraglicht (Abb.

1.1). Zur besseren Aussopfung des Leichtbaupotenzials ist dabei neben der Vorhersagjdiedt
elastischer Kennwerte auch die Simulation des resultierenden inelastis@terdWerhaltens erfor-
derlich.

Eine wesentliche Ursachéif Nichtlinearifiten des Materialverhaltens von Verbundwerkstoffen stel-
len Scladigungsprozesse dar, die Gegenstand zahlreicher aktueller ogsahnbeiten sind. Weiter-
hin ist davon auszugehen, dass sich das inelastische Materialverhadtpolgmeren Matrices auch
auf den faserveratkten Verbund auswirkt. IRlufenbach(2007) wird z. B. eine deutliche Dehnraten-
abhangigkeit der Steifigkeit von glasfaservénsten Epoxydharzen beschrieben, inshesondere dann,
wenn die Belastung nicht in Richtung der Vé@miungsfasern erfolgt. Dieser Effekt sollte sicin den

hier betrachteten Thermoplast Polypropylen noch aeksn.

Zielstellung dieser Arbeit ist daher die Entwicklung und Anwendung eikalegibergreifenden zielstellung
Methodik zur Simulation des effektiven mechanischen Verhaltens textiéwv&tst Verbunde. Der Ein-
fluss des inelastischen Verhaltens des Matrixmaterials auf den Verbtksi@afésoll anhand verschie-
dener Glasfaser (GF)-Polypropylen (PP)-Verbunde untersuetttem.

Zur Umsetzung der vorgeschlagenen Berechnungsstrategie istestispd Abbl.1 zurachst die ex-
perimentelle Untersuchung und mathematische Modellierung des mechanig&heltens der Ver-
bundkomponenten erforderlich. aNirend @ir die Glasfasern isotropes, linear elastisches Materialver-
halten vorausgesetzt wirdilirt die experimentelle Charakterisierung von Polypropylen auf ein iso-




1 Einfihrung

tropes, viskoplastisches Materialverhalten, dessen Modellierung demeschwerpunkt der Arbeit
bildet.

effektives

Effektive elastische elastisches
Steifigkeiten Materialver-
halten
Effektive Spannungs- \
Experimentelle RVE-Modell Dehnungskurven

Modellierung des . .
— Materialverhaltens der > flir Verbund mit —

textiler Verstarkungs-
Verbundkomponenten struktur . Gekoppelte > effektives

Charakterisierung des
Materialverhaltens der
Verbundkomponenten

Mebhrskalensimulation inelastisches

Materialver-
halten

Entwicklung
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Materialmodelle fiir
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\ Mikro >\ Meso [>\ Makro >

Abbildung 1.1: Zielstellung der Arbeit

Neben den Materialmodellen der Verbundkomponenten viirddfe Berechnung des effektiven me-
chanischen Verhaltens ein Modell ihrer geometrischen Anordnunghaltedes Verbundes bétigt.
Wahrend @ir einfache, kugetirmige oder elliptische Einsddse analytischedsungen tir die loka-
len Spannungs- und Verzerrungsfelder vorliegen, ist aufgrundesdélen Versérkung die numeri-
sche Modellierung eines charakteristischen Ausschnitts der Werkei&tts erforderlich, der als re-
prasentatives Volumenelement (RVE) bezeichnet wird. Daldwit fdie Komplexiét der inneren Struk-
tur des Werkstoffs zu einem erheblichen Aufwand bei der Erstellungriierderlichen Modelle, wenn
die gewhnliche Finite-Elemente-Methode (FEM) eingesetzt wird. Im zweiten Sighwnét der vor-
liegenden Arbeit wird daher die erweiterte Finite-Elemente-Methode (XFEMModellierung von
Verbundwerkstoffen adaptiert. Sie edglicht durch die lokale Anreicherung des Verschiebungsansat-
zes der FEM die Modellierung von Steifigkeitsgépgen unter Verwendung eines regaltigen Berech-
nungsnetzes. Die Erstellung der XFEM-Modelle erfolgt ausgehendeodreidimensionalen Geome-
trie der Versrkungsstruktur des RVE mithilfe einer Routine zur automatischen Modeligemeag.
Die damit zur Verfigung stehenden RVE-Modelle werden unter Nutzung entsprechBRadebedin-
gungen undAquivalenzkritierien, die aus der Homogenisierungstheorie folgenSimulation des
effektiven elastischen und inelastischen Materialverhaltens des \d@bweingesetzt. Neben der Be-
rechnung effektiver Spannungs-Dehnungskunierhbmogene Beanspruchungszumste bilden diese
RVE-Modelle auch die Grundlagéif Verfahren der gekoppelten Mehrskalensimulation im Fall inho-
mogener Beanspruchungen (vgl. Kapi2gl Die aus der skalérbergreifenden Modellierung und Si-
mulation folgenden Erkenntnisséhnen aul3erdem in die Entwicklung mikromechanisch motivierter,
phanomenologischer Materialgesetie flen Verbund einflie3en (Abk.1).

Gliederung der Nach einer Einfihrung zu FKV mit textiler Versirkung werden in KaptiteR die wesentlichen

Arbeit Grundlagen der Berechnung des effektiven mechanischen Verhaterverbundwerkstoffen behan-
delt. In Kapitel3 wird anschlieRend die experimentelle Charakterisierung des uaskiest Polypro-
pylens in monotonen Zug-, Relaxations- und zyklischen Versuchermiielsen. Die auf der Grund-
lage dieser Experimente durchgbfte Formulierung eines phomenologischen Materialmodell# f




1.2 Faser-Kunststoff-Verbunde mit textiler Vendtungsstruktur

Polypropylen ist Inhalt von Kapited. Das Kapitel5 gibt einenUberblick zur XFEM-Modellierung

von Verbundwerkstoffen mit komplexer textiler Vexdtung. Schlie3lich werden die Methoden zur
Berechnung des effektiven Materialverhaltens mit der erweiterten FEiemente-Methode und den
Materialmodellen der Verbundbestandteile kombiniert und zur Simulation desrilaerhaltens von
zwei Werkstoffbeispielen angewendet (Kapiagl Die Verifikation der Berechnungsergebnisse erfolgt
anhand experimenteller Dateiarfden Verbund. AbschlieBend werden die wesentlichen Erkenntnisse
der Arbeit in Kapitel7 zusammengefasst. Dabei wird auch auf weillerénde Fragestellungen hinge-
wiesen.

1.2 Faser-Kunststoff-Verbunde mit textiler Verst  arkungsstruktur

Faser-Kunststoff-Verbunde kombinieren Va@rgungsfasern mit einer polymeren Matrix. Wie eingang@serwerkstoffe
erwahnt, nutzt man dabei die Eigenschaft zahlreicher Werkstoffe, infléaseeine deutlich bhere
Steifigkeit und Festigkeit aufzuweisen als in kompakter Form. Dies ist Hgmgoen Werkstoffen
haupt&chlich auf die Ausrichtung der Molékketten wahrend des Herstellungsprozesses der Fasern,
bei kristallinen Materialien dagegen auf eine Verringerung der Defeifitpkeit zuiickzutihren.
Glasfasern verbinden gute mechanische Eigenschaften mit niedrigeankosl werden deshalb, mit
Ausnahme von Hochleitstungsverbundwerkstoffeiyfly als Versirkung in FKV eingesetzt. Haupt-
bestandteil der Glasfaser ist, neben anderen Oxiden, Siliziumoxid. Isté¢langsprozess werden die
Oxide aufgeschmolzen und die Fasern durch eine Lochplatte abgeXtigkrend des Abziehensgt
man Schlichten zum Schutz der Filamentoléatile und zur Beeinflussung deiaggren Faser-Matrix-
Grenzfhchen auf. Die Einzelfasern mit Durchmessern zwischen 3 unth2serden schliel3lich zu
Filamentstangen zusammengefasst, aufgewickelt und getrocknet. Je nach Zussetanag der Oxid-
mischung unterscheidet man verschiedene Fasertypen, die sich auani&iggenschaften unterschei-
den. Glasfasern besitzen eine hohe Festigkeit, aber geringe SteifigkgituAd ihrer amorphen Struk-
tur sind sie im Unterschied zu anderen Varkungsfasern isotrop.
Fur Anwendungen in denen die Steifigkeit der Glasfasern nicht ausreddist, verwendet man meist
Kohlefasern, die aus verschiedenen Vorstufen, Fasern aus Bahyit oder Petroleum, durch schritt-
weise Warmebehandlung zur Bbshung des Kohlenstoffgehalts gewonnen werden. Die zwischen 4 und
11um starken Fasern bestehen aus einzelnen Graphenschichten. $tademte Kohlenstoffbindun-
gen innerhalb dieser Schichten bestimmen die Eigenschaften der Kohiefaséscheidendem Mal3e.
Deshalb variieren Festigkeit und Steifigkeit abgig von der Ausrichtung der Graphenschichten in der
Faser in einem breiten Spektrum.
Neben diesen beiden hauithlich eingesetzten Faserarten existieren eine Vielzahl anwendergssp
fischer Versirkungsfasern. So wird die hoh@Rigkeit von Aramidfasern in stoRRartig belasteten Bau-
teilen zur Sicherung der Bauteilintegritund Verbesserung der Energieabsorption genutzt. Weitere
Fasertypen sind Polymer-, Keramik-, Metall- und Naturfasénstr(')m (1997).
Bereits wvahrend des Herstellungsprozesses werden die auch als Filamentdbetagic nur wenige
Mikrometer starken Einzelfasern ohne Drehung zu glatten Filamantgn, dem sogenannten Garn,
zusammengefasst. Ab einer Feinheit von 68tex wird das Garn auch dtsggRmzeichnet. Dabei gibt
die Tex-Zahl die &ngenspezifische Masse des Garns bzw. Rovings in Gramm je Kilometéman.
weitere wichtige charakteristische @e ist die Anzahl der Filamente, die in einem Roving enthalten
sind. Sie wird mit der sogenannten k-Zahl angegeben.

Zur Herstellung thchenbrmiger Bauteile werden Rovingsihfig zu textilen Halbzeugen weiterver-textile Halbzeuge
arbeitet. Bei Geweben erfolgt die textiledehenbildung durch rechtwinklige Verkreuzung von Rovings




Matrixwerkstoffe

1 Einfihrung

mindestens zweier Fadensysteme (AbR(a). Da die Rovings infolge der Fadenkreuzungen in Wel-
lenform verlaufen, weisen gewebevérste Verbunde gegéber einer unidirektionalen Veiskung
schlechtere mechanische Eigenschaften auf. Gestricke werdendileiNdérbindung von zu Schlaufen
verformten Faden gebildet. Durch die Kombination des masctenfgen Gestricks mit gestreckten
Verstarkungsaden (Abb.1.2(b) kdnnen uni-, bi- und multiaxial verdtkte Gestricke erzeugt werden
(Offermann u. a(2009). Vorteile dieser Versgirkungsstrukturen sind die gedgdrer Gewebendhere
Beanspruchbarkeit, die auf den geradlinigen Rovingverlaufickaufihren ist, sowie die gute Dra-
pierbarkeit, die durch die zwischen den Maschen verschiebbarstilMemgséden erriglicht wird.
Auf3erdem dihrt der die einzelnen Schichten in Dickenrichtung verbindende Masathen zu einem
erhohten Widerstand gegen Delaminatidtufenbach(2007).
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(a) Gewebe (b) Gestrick

Abbildung 1.2: Beispieleifr textile Versarkungsstrukturen

Da Rovings oder textile Vergtkungsstrukturen nur begrenzt als Konstruktionswerkstoffe zinae
sind, wird durch die Einbettung in ein Matrixmaterial ein kompakter Werksteiffjbstellt. Neben der
Fixierung der Versirkungsaden bestehen die Hauptaufgaben der Matrix in der Lastverteilung inner-
halb des Verbundes sowie in der Sicherung der@elgkeit des Werkstoffs gegen Umwelteirsbe.

Zur Einbettung der Rovings kommen bei FKV verschiedene Kunststofféawendung. Aufgrund
ihrer guten mechanischen Eigenschaften werdaufi@ duroplastische Matrices eingesetzt. Sie sind
im Ausgangszustand im Allgemeinefigkig und weisen eine niedrige Visk@siauf. Dies erraglicht
eine gute Benetzung und Durcaitkung der Verstrkungsfasern. Durch Mischen mit einerartér und
weiteren Zusatzstoffen wird das chemische Aargdn aktiviert.

Im Gegensatz dazu sind Thermoplaste bei Raumtemperatur fest ilssbmdurch Erawrmung ge-
schmolzen werden. Die im Vergleich zu den Duroplastéhene Viskos#t der Schmelze erschwert
dabei den Benetzungsvorgang. Im Vergleich zu den steifen ab&despiDuroplasten sind Thermo-
plaste deutlich @her, weisen jedochalifig ein ausgefgtes inelastisches Materialverhalten auf. Ihre,
durch die Schmelzbarkeit bedingte, Umformbarkégtst Thermoplastélf die Anwendung in der Se-
rienfertigung attraktiv werderEhrenstein(2009, vgl. 3.2.7).




2 Skalentbergreifende
kontinuumsmechanische Modellierung

Die Modellierung des Verbundwerkstoffs erfolgt in dieser Arbeit aeif @rundlage der Kontinuums- Kontinuum
mechanik, d. h. einer Feldtheorie, bei der physikalische Prozessle Eeldgb3en, die Funktionen von

Ortund Zeit sind, beschrieben werden. Im Rahmen dieser Theoria téxibhnnere Aufbau der Materie
unbeiicksichtigt. Stattdessen wird die Modellvorstellung eines strukturlosen Kamtia verwendet.

Dieses Modell wird bei der hieiif Verbundwerkstoffe vorgeschlagenen mehrskaligen Modellbildung

auf verschiedenen Skalen angewendet 2g).

Im Mittelpunkt der Kontinuumsmechanik steht der materieltaér C, der aus einer Menge materi-

eller Elemente oder Teilchen bestehtyesdell und Nol{2004; Haupt(2002) und dessen Bewegung

unter dem EinflusauRRerer Belastungen untersucht wird. DérperC besitzt die Masser, das Volu-

menV” und ist durch seine ObeditheO = 0V von der Umgebung abgegrenzt.

2.1 Grundgleichungen der Kontinuumsmechanik

Die Grundgleichungen der Kontinuumsmechanik lassen sich in drei Gnugiperdnen. Die Geome- Grundgleichungen
trie der Bewegung wird durch die kinematischen Beziehungen beschriBbanzgleichungen erfas-

sen dieAnderungen des Zustandes des materiellénprs infolge von Rlsseniiber seine Grenzen

sowie infolge von Quellen oder Senken in seinem Inneren. Sie sind allgeyidime Beziehungen.

Die individuellen Stoffeigenschaften werden schliefZlich mithilfe der Matddmlgungen erfasst.

2.1.1 Kinematik

Der materielle Kirper nimmt im Verlauf der Bewegung verschiedene Znde an, die als Konfiguratio- Konfiguration
nen bezeichnet werden. Da die mathematische Beschreibunkj gowie der ablaufenden physikali-

schen Prozesse eine Identifikation der materiellen Teilchen erforderlicit nst es zwecki@ig, zum
Zeitpunktt, eine Referenzkonfiguration festzulegen. Der OrtsvekKtaines materiellen Teilchens in

der Referenzkonfiguration dient dann als Bezeichner.

In der zeitlichen Abfolge verschiedener Konfigurationen nimmt das matefeilighenX unterschied-

liche Raumpunkte ein. Die aktuelle Konfiguration zum Zeitpunkiird dabei als Momentankonfi-

guration bezeichnet. Eine Darstellung der BewegungXast durch

x =x(X,t) mit det (88)}2> #0 (2.2)
gegeben,iir seine Verschiebung folgt
u(X,t) =x(X,t) — X. (2.2)

Im Folgenden solliir die Norm des Verschiebungsgradientén= Vxu Kleine
Deformationen
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Sy =|H|=vH:-H<1 (2.3)

gelten, d. h. es erfolgt eine Besénkung auf kleine Deformationen und Rotationen. Des Weiteren
soll der Betrag der Verschiebungen klein gdjggr einer charakteristischef@hgel. des betrachteten
Kbrpersw < 1 sein. Anhand der Definition des Verschiebungsvektors erkennt maieserd
Fall, dass Referenz- und Momentankonfiguratitin Kleine Verschiebungen sehr dicht beieinander
liegen. Daher ist eine Unterscheidung zwischen dergRschen und RGRANGESchen Betrachtungs-
weise nicht erforderlich. Die Feldgleichungen werden in addiigkeit vom dumlichen Ortsvektox

und der Zeitt formuliert. Die Deformation eines materiellen Teilchens kann in diesem Falhdiliec

linearisierten Verzerrungs-Verschiebungsbeziehungen
1 T
e=3 (Vu + (V) ) (2.4)

beschrieben werden. Dabei éster infinitesimale Verzerrungstensor.

2.1.2 Bilanzgleichungen

Zusatzlich zur Geometrie der Bewegungissen dieAnderungen weiterer physikalischer Zustands-
groRen des materiellendfpersiC quantifiziert werden. Dies erfolgt durch die Bilanzgleichungen, die
in globaler Form fir den gesamtendper oder in lokaler Forniii ein materielles Teilchen formuliert
werden lonnen. DerfUbergang von globalen zu lokalen Bilanzen isbgtich, wenn die ausreichen-
de Stetigkeit der Feldgfien und die Gltigkeit der Bilanzeniir beliebige Teilgebiete des materiellen
Korpers vorausgesetzt werderurflas mechanische Feldproblem sind die Bilanzen der Masse, des
Impulses und des Drehimpulses von Bedeutung.

Die Masse

m= [ pdV (2.5)
/

ist eine Eigenschaft des materiellefigers und ein Maldir dessen Tagheit und Schwere. Bei feh-
lendem Masseaustausiher die Oberfiche und fehlenden Massequellen oder -senken im Inneren des
Korpers, wie hieriir den Festérper vorausgesetzt wird, ist die zeitlichaderung der Massg: = 0.

Der Impulsvektor

p= /vp dv (2.6)
v
ist eine globale Gif3e zur Beschreibung des kinetischen Zustandes des materiéliparklC. In Glei-
chung @.6) bezeichnev den Geschwindigkeitsvektor. Die zeitlicAmderung des Impulses ist gleich
der Summe aller auf dendfper von auf3en einwirkenden Obadhen-t und Volumenkéfte f. Dies
wird mathematisch durch die Impulsbilanz

gt/vpdV:/tdA—F/fpdV (2.7)

Vv ov \4

ausgediickt.
Zwischen dem Spannungsvekioan der Oberfiche des materiellendf{pers besteht dabéber den
nach auf3en gerichteten Normaleneinheitsvektales Oberfichenelements ein linearer Zusammen-
hang

t=n-oc VxedV (2.8)
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zum Spannungstenset, der den Spannungszustand im Inneren dégkrs beschreibt. Unter den
oben genannten Voraussetzungen zur Stetigkeit uiltigieit der Bilanzen iir beliebige Teilgebiete
folgt die lokale Form der Impulsbilanz

V.o+tp=vp VxeV, (2.9)

die auch als 1. @ucHYsche Bewegungsgleichung bezeichnet witigh. fen Sonderfall der Statik geht
Gleichung 2.9 in die Gleichgewichtsbedingungen

V.o+fp=0 VxeV (2.10)
uber.
Der Drehimpulsvektor Drehimpulsbilanz
lp:/(x—XP) x vpdV (2.11)
v

stellt neben dem Impuls eine weitere globalé@s zur Charakterisierung des kinetischen Zustandes
von K dar. Dabei ist die zeitlichdnderung des Drehimpulses gleich der Momentenwirkung der am
Korper angreifenden Obeifthen- und Volumenkfte beziglich eines ge@hlten Punkteg® mit dem

Ortsvektorx p. Damit folgt fur die globale Drehimpulsbilanz in einem Kontinuum ohne Momenten-

dichten
0

(‘%/(X_XP) xvpdV = /(X—Xp) X tdA—|—/(x—Xp) x fpdV, (2.12)
v oV v

deren lokale Konsequenz unter Voraussetzung déilgnig der ImpulsbilanzZ.9) die Symmetrie des
Spannungstensors

c=0clVxecV (2.13)

ist. In den globalen Bilanzaussagen der Impuls- und Drehimpulsbiiamzdn zuatzlich zu den Ober-
flachen- und Volumenk&iften auch diskrete Einzellasten beksichtigt werden.

Die Formulierung numerischer Methoden zurdung mechanischer Randwertaufgaben kann ausg@ézip der
hend von Leistungs- oder Arbeitsprinzipien erfolgen, die aus derridigre Standardargumentation deYtuellen Arbeit
Variationsrechnung abgeleitet werden. Simgx) und¢ (x) kontinuierliche Vektorfelder, dann gilt

/W(x) C(x)dV =0 (2.14)
%4

fur beliebige¢ (x), wenn
w(x)=0VxeV. (2.15)

Durch Multiplikation der lokalen Form der Impulsbilanz.9) mit einer Funktion{ (x) und Integration
Uber das Volumery des Korpers sowie Bercksichtigung der Drehimpulsbilanz durch die Symmetrie
des Spannungstenso&13, erhalt man in Form des’A LEMBERTschen Prinzips

1
/0':2<VC+(VC)T) dV:/t-CdA—Ir/p(f—V)-(dV (2.16)
v v v
die Moglichkeit, die mechanischen Bilanzgleichungen als eine skalare Gleicbhdogrzulieren Haupt

(2002). Interpretiert man die Funktio¢ (x) als ein virtuelles, d. h. kinematisch askiges, infinitesi-
males Verschiebungsfelth (x), das die kinematischen Randbedingungen und Stetigkeitsforderungen
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hinsichtlich der Verzerrungs-Verschiebungsbeziehun@ef) érfullt, ergeben die Integrale ir2(16
die virtuelle Arbeit der inneren Lasten

5Wﬁi/aéKV&H%V&N)dV:/}:&dK (2.17)
14 14
deraulReren Lasten
—OWe = /t-éu dA + /pf-(5u av (2.18)
ov 14

und der Tagheitslasten

—o0Wt = /p\'/-éu dv. (2.19)
14

Fur den Fall der Statiko(1; = 0) folgt daraus das Prinzip der virtuellen Arbeit
OW = Wi+ §We = 0. (2.20)

Es fordert die Erfillung der Gleichgewichtsbedingungen in Form einer skalaren GleiclasyPrin-
zip der virtuellen Arbeit wird in Abschnitt.3.2 zur Ableitung der Gleichgewichtsbedingungen der
nichtlinearen FEM angewendet.

Wahrend der Bewegurindert sich infolge der einwirkendé@u3eren Lasten auch der energetische
Zustand des materiellendfpers. Die Bilanz der mechanischen Energie

Pe=T+P, (2.21)

quantifiziert die Umwandlung der Leistung darf3eren Lasten in die kinetische Eneffjides Korpers
und die Spannungsleisturig in seinem Inneren. Sie ist allerdings keine uriagige Gleichung, son-
dern folgt als direkte Konsequenz aus der Impuls- und Drehimpulsbilanz.
Erfahrungsgem@l3 wird ein Teil der Spannungsleistung indriger als innere Energi€ gespeichert,
wahrend der andere Teil in nichtmechanische Energie umgewandelt odemmvon Warme an die
Umgebung abgegeben wird. Werden andere nichtmechanische Enesgieler Betrachtung ausge-
schlossen, folgt mit der Definition einer positiverdvkhezufuhi) der erste Hauptsatz der Thermody-
namik

Po+Q=T+TU, (2.22)

der dieAquivalenz der von auRen zugfrten mechanischen Leistung undikihe und der zeitlichen
Anderungen von kinetischer und innerer Energie des materiebepets beschreibt. Die Wmezufuhr
Q erfolgt dabei einerseitgber die Oberfiche des Krpers in Form des \Afmestromdichtevektorg
und andererseits ausaimequellen im Inneren des Krpers. Unter Bearcksichtigung vonZ.9) und
(2.13 ergibt sich die Bilanz der inneren Energie in lokaler Form

o1 o1

t=-0:€—-V-q+r. (2.23)

p p
Dabei sindu die spezifische innere Energie und das Produkt von Spannung unerivergsgeschwin-
digkeit¢ die spezifische innere Leistung oder Spannungsleistung.
Gen#R der Entropiebilanz ist die zeitlichaderungS der Entropie gleich der Summe aus der Entro-

piezufuhrH und der Entropieproduktion im Inneren des rpers, die ein Malir die Umkehrbarkeit
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eines physikalischen Prozesses darstellt. Die praktische Anwenduigntlepiebilanz erfolgt in der
Form der Ungleichung
Y=S—-H>0. (2.24)

Ist die Entropieproduktior. wahrend eines Prozesse@er als Null, ist dieser irreversibel. Der
Grenzfall der Reversibilit, d. h. des Gleichheitszeichens, tritt nur bei idealisierten Prozeskdtirai
negative Entropieproduktion ist aus physikalischer Sicht nichisgid), da dies der Erfahrung wider-
spricht, dass mechanische Energie zwar véfidtg in nichtmechanische Energie umgewandelt werden
kann, eine vollsindige Umkehrung jedoch nichtaglich ist. Der zweite Hauptsatz der Thermodyna-
mik (2.24) liefert damit eine Einsclinkung @ir die Realisierbarkeit eines Prozesses.

Zur Konkretisierung der Bilanzaussage wird angenommen, dass digEafuhr nur durch \érme-
zufuhr@ bei der absoluten Temperatfierfolgt. Wird dabei unterstellt, dass der Entropiestromdichte-
vektor parallel zum Velrmestromdichtevektay ist und Entropie infolge der \Afrmequelle: im Inneren
des Korpers zugefhrt wird, ergibt sich aus2(24) unter Beticksichtigung der Bilanz der inneren Ener-
gie (2.23 die folgende lokale Darstellung der Entropieungleichung

1 1q- VY
Joi= —u+ 0+ -oé— -2
p p

> 0, (2.25)

die als G Ausius-DUHEM-Ungleichung bezeichnet wird. Dabei siagdie spezifische Entropiepro-
duktion unds die spezifische Entropie. Mit der spezifischen freien odet¥HoLTzschen Energie

f=u—10s (2.26)
kann die @QAUsIus-DUHEM-Ungleichung als

ﬁai:—f'—ﬁs—i—la:é—lq.V§>
p p

0 (2.27)

angegeben werden. Sie vereinfacht sich im isothermendatl ¢, = konst.,. V¥ = 0, J = 0) zu
1
(5i:;a:€—f20. (2.28)

Dabei ist die Spannungsleistunag: ¢ die an einem materiellen Teilchen pro Zeiteinheit geleistete me-
chanische Arbeit. \&thrend eines physikalischen Prozesses wird nur ein Teil dieser @pgsieistung

in freie Energie umgewandelt, die reversibel in mechanische Arbeit uitizg@ssrden kann. Die Diffe-
renz und damit das Produkt= ¢o; kann daher als spezifische innere Dissipationsleistung interpretiert
werden.

2.1.3 Materialgleichungen

Die bisher diskutierten Gleichungen zur Beschreibung der Bewegurg miateriellen Krpers sowie Notwendigkeit von
zur Bilanzierung deAAnderungen der Zustandsien stellen allgemeifitfige Beziehungen dar, die Mear:e”a'g'e“:h“”'
nicht von den speziellen Stoffeigenschaftenaiifig sind. Erfahrungsgeafl wird das Deformations-

verhalten eines realendfpers unter der Wirkunguf3erer Belastungen aber durch seinen Werkstoff
beeinflusst. Die Bércksichtigung dieses Einflusses erfolgt in der Kontinuumsmechanik dlsbéri-

algleichungen. Sie stellen Modelle dar, die das reale Materialverhalten inbesgmmten ldherung

wiedergeben. Entsprechend der Philosophie der kontinuumsmechanMddellbildung bleibt dabei
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die innere Struktur der Materie unlieksichtigt.
Die physikalische Notwendigkeit zur Beksichtigung der Stoffeigenschaften bei der Beschreibung
des Deformationsverhaltens wird aus mathematischer Sicht zudem ardraDifferenz zwischen der
Anzahl der zur Verfigung stehenden Feldgleichungen und den zu bestimmenden Feldvadeabten
lich. Fur das mechanische Feldproblem sind sechs weitere Gleichungen in Eo@panhnungs-Ver-
zerrungsbeziehungen zu formulieren. Zur véligtigen Formulierung des Anfangs-Randwertproblems
sind aulRerdem Anfangs- und Randbedingungen anzugeben.

Die im Rahmen dieser Arbeit verwendete allgemeine Form der Spannungsrvigsbeziehungen
ist als Funktional

o(t)= 8 [e(7)] (2.29)
gegeben, das den Einfluss der gesamten Deformationsgeschightesines materiellen Teilchens
auf den aktuellen Spannungszustand beschreibt. Trotz ihrer allgemein@aneFullt die Gleichung
(2.29 drei grundlegende Prinzipien der Materialtheorie. Da keine in der dftikegenden Zeitpunk-
te beficksichtigt werden, ist zum einen die Eitting des Prinzips des Determinismus @énleistet.
Das Prinzip der lokalen Wirkung wird in Form des einfachen Materialgdieichtigt. Durch die Be-
schreibung der Deformation mit dem infinitesimalen Verzerrungstenbaben nur Gradienten erster
Ordnung und damit nur direkt benachbarte materielle Teilchen Einflussaasufiaterialverhalten. In-
teressant ist dabei die Unsymmetrie v@i20 hinsichtlich der Beiicksichtigung von Raum und Zeit
(Haupt(20032). Als wesentliche Konsequenz aus dem Prinzip der materiellen Objékt{Viuesdell
und Noll(2004) tritt in (2.29 auBerdem keine explizite Zeitadngigkeit auf. Durch die Bescdinkung
auf kleine Rotationen und Verschiebungen ist eine weitere Diskussimeneendeten Spannungs- und
Verzerrungsmalie hinsichtlich Objekt&itnicht erforderlich.

Mithilfe des FunktionalsZ.29 kann ein nichtlinearer Zusammenhang zwischen den Spannungen und
Verzerrungen beschrieben werden. Dies wird nachfolgend als migteder physikalische Nichtlinea-
ritat bezeichnet.

Neben der expliziten Form von Gleichung.Z9 konnen die Spannungs-Verzerrungsbeziehungen
auch implizit durch

o (t) =0 (e(t),qi(t),...,qn(t)) (2.30)

angegeben werden. Dabei wird der Einfluss detigkiiegenden Lastgeschichte durchazéiche in-
nere Variableny; abgebildet. Zur vollgtndigen Beschreibung des Materialverhaltens sind konstitutive
Gleichungen ifir die zeitlicheAnderung der Zustandsvariableg zu formulieren. Dies erfolgt durch
ein System gewahnlicher Differenzialgleichungen erster Ordnung

qz(t) = qz (E(t)’ ql(t)v ce >qn(t)) ’ (231)

die als Evolutionsgleichungen bezeichnet werden. Ihre mathematischeussawie die Anzahl der
inneren Variablen &ngt von dem zu modellierenden Materialverhalten ab. Vorzugsweiskeweabei
physikalisch interpretierbare innere Variablen géit. Die Evolutionsgleichungen liefern somit eine
phanomenologische Beschreibung der in der Materiestruktur ablauféhdeesse und efdglichen
die systematische Formulierung eines Materialmodells.

Durch Integration der Evolutionsgleichungen und Einsetzen in die Spgafiarzerrungsbeziehungen
kann das aus2(30 und @.31) bestehende vollahdige Materialmodell in eine explizite Darstellung
entsprechend Gleichung.@9 tberiihrt werden. Da die erforderliche Zeitintegration im Allgemeinen
nicht geschlossen auigfrbar sein wird, ist did\quivalenz von expliziter und impliziter Darstellung
formaler Natur. Aus Sicht der hier angestrebten numerischen Materialiroagieg stellt dies jedoch

10
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keine Einschiinkung dar.

Die Ableitung von Materialgleichungen kann vorrangig auf theoretischesgé/érfolgen. Dabei wird
mithilfe von Bilanzgleichungen und allgemeinen Prinzipien der MaterialtheoridRalmmen ir die
konstitutiven Beziehungen vorgegebeiber zugtzliche konstitutive Annahmen wird dann die konkre-
te Form der Gleichungen bestimmitifenbach und Altenbac{iL994). Hier wird dagegen eine induk-
tive Ableitung anhand von experimentellen Befunden angewendet. Dadtaambn Gleichungen sind
anschlieRend auf thermomechanische Konsistenz, d. h. Kompatibiiitder Entropieungleichung, zu
prufen.

2.2 Klassifizierung von Materialverhalten und Materialmodellen

Zur systematischen Entwicklung eines Materialmodells ist es sinnvoll, dasiegoeell beobachtete
Materialverhalten zu klassifizieren. Die Einteilung erfolgt nach bestimmtenribigenschaften. Im
Folgenden wird ein Vorschlag vddaupt(1993 verwendet, dessen Klassifizierung auf der Beobach-
tung von Gleichgewichtszustden beruht.

2.2.1 Klassifizierung des mechanischen Materialverhalten S

In Bezug auf das gimomenologische Werkstoffverhalten ist unter einem solchen Gleichigisaic  Gleichgewichtszu-
stand ein zeitlich konstanter Spannungs- und Deformationszustandstehast, gegen den das Syster#{ande

bei unveénderteraulRerer Belastung strebt. Beispiele sind die Endpunkte der Spanalangson bei

konstant gehaltener Dehnuagund der Dehnungszunahme bei konstanter SpanagiingKriechver-

suchen (Abb2.1).

oA oA
ot)=0 .. a(t)=0
% al Qe >
E(t)>0 \ E(t)>0 ) -
L E()=0 E)=0
\Glelchgewmhts- \Glelchgewwhts-
relation relation

(a) Verfestigendes Verhalten der Gleichgewiclity- Entfestigendes Verhalten der Gleichgewichts-
relation relation

Abbildung 2.1: Zur Ermittlung von Gleichgewichtszastlen aus Relaxations- und Kriechversuchen

Die in realen Experimenten mit ausreichender, aber endlicher Haltezeittden Endwerte dénnen

als asymptotische &herung dir einen Gleichgewichtszustand angesehen werden. Im Rahmen dieser
Arbeit wird der Begriff Gleichgewichtszustand ausschlieRlighdie in Relaxationsexperimenten er-
mittelten, zeitlich konstanten Spannungswerte verwendet. Motiviert ist diehi dlen in Abb2.1(b)
dargestellten Fall, in dem durch das Kriechexperiment, trotz Existenz eile@h@ewichtsrelation,

kein Gleichgewichtszustand festgestellt werden kann. Derartige Spgsrusinde werden nachfol-
gend als Gleichgewichtsspannuméf! bezeichnet.
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Die Menge aller zu einem deformationsgesteuerten Experimeritrgetien Gleichgewichtsspan-
nungen bildet die Gleichgewichtsrelation. Theoretisch kann die Gleichgessétation durch unend-
lich langsame Versuche bestimmt werden. Die in Absciditt4dargestellten experimentellen Ergeb-
nisse zeigen jedoch, dass Spannungs-Dehnungskurven, die\@ustithe mit sehr geringen Dehnra-
ten |¢| > 0 bestimmt wurden, stets oberhalb der Endpunkte der Relaxation liegen. Emakirmen
demzufolge nur diskrete Punkte der Gleichgewichtsrelation mithilfe von Ralasaxperimenten er-
mittelt werden. lhre Verbindung liefert einealNerung iir die Gleichgewichtsrelation.

Unterscheiden sich die bei verschiedenen Belastungsgeschwindigieiiételten Spannungs-Deh-
nungskurven, wird das Materialverhalten als geschwindigkeitsadif bezeichnet. Die Geschwindig-
keitsablingigkeit stellt eine charakteristische Materialeigenschaft dar. Die @ensgdem in einem Ex-
periment mit endlicher Dehnraté| > 0 gemessenen Spannungs-Dehnungsverlauf und der Gleichge-
wichtsrelation festzustellende Differenz heifiterspannung°".

Die zweite wesentliche Materialeigenschaft wird durch die Gestalt der @enabhtsrelation in zy-
klischen Versuchen bestimmt. Tritt hierbei eine Hysterese auf, wird dissgleichgewichtshysterese
bezeichnet.

Mit den beiden wesentlichen Materialeigenschaften der Geschwindigiadisgigkeit und der Gleich-
gewichtshysterese ist eine zwedkdige Klassifizierung der grundlegenderaPtimenologie des Ma-
terialverhaltens raglich (Abb.2.2). Da die experimentellen Befunde im Allgemeinen nicht eindeutig
sein werden, sind dabei Idealisierungen erforderlich.

e
—

(a) Elastizitt (b) Plastizitt

oA

o¥

(G 4

g a

o¥
¥

Gleichgewichtsrelation Gleichgewichtsrelation

(c) Viskoelastiziat (d) Viskoplastiztéat

Abbildung 2.2: Vier Klassen des Materialverhaltens

Fur das geschwindigkeitsunadntigige Materialverhalten sind keine Unterschiede zwischen den bei ver-
schiedenen Dehnraten aufgezeichneten Spannungs-Dehnumgskarhanden. Man unterscheidet:

e Elastizitat: Geschwindigkeitsunaldimgig ohne Hysterese (Abb.2(a),
e Plastizitat: Geschwindigkeitsunal@imgig mit Hysterese (Abl2.2(b)).
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Fur das geschwindigkeitsaldihgige Materialverhalten ist das Auftreten einer Hysterese im Spannungs
verlauf dagegen kein eindeutiges Klassifizierungsmerkmal, da die Spgsemtwort verschieden von
der Gleichgewichtsrelation ist. Deren Gestalt istambch zu untersuchen. Demnach unterscheidet
man:

o Viskoelastizitt: Geschwindigkeitsaliingig ohne Gleichgewichtshysterese (ABI2(c) ,

o Viskoplastiziat: Geschwindigkeitsatdngig mit Gleichgewichtshysterese (Al2b2(d).

2.2.2 Klassen mechanischer Materialmodelle

Den oben genannten experimentell beobachteten Materialverhalten 8pdeehende Materialmodel-Elastizitat
le zugeordnet,ifr die eine Spezialisierung der allgemeinen Form des Spannungsfunk{i@28ssor-
genommen werden kann. Im Fall der Elaséritat die Lastgeschichte keinen Einfluss auf den aktuel-

len Spannungswert, d. h. es treten weder Geschwindigked@agikeit noch Gleichgewichtshysterese

auf. Aus mathematischer Sicht geht das allgemeine Spannungsfunkti@ié iRunktion

o(t) =oa%(et)) (2.32)

des aktuellen Deformationszustanddsg) uber. Gleichung Z.32 beschreibt deshalb ein spontanes
Materialverhalten. Eindnderung des Verzerrungszustandéisrf sofort zu eineAnderung des Span-
nungszustandes. Bedingt durch die nicht vorhandene Geschwéitdigidangigkeit ist jeder Span-
nungszustand ein Gleichgewichtszustafil Im Gegensatz zum elastischen Material wird das Verhal-
ten der drei verbleibenden Klassen als inelastisch bezeichneings Von der Verzerrungsgeschichte
ab.

Im Fall der Plastizit ist der aktuelle Spannungstensa(t) wegen der charakteristischen geschwirbiastizitat
digkeitsunabhngigen Hysterese bei zyklischen Belastungen ein geschwindigkditg&ntages Funk-
tional

o (t) = ij e (7)]. (2.33)
der gesamten Verzerrungsgeschichfe). Dies wird als perfektes Gédhtnis bezeichnet.
Die Theorie der Viskoelastizit beschreibt ein geschwindigkeitsaloigiges Materialverhalten ohneviskoelastizitat
Gleichgewichtshysterese. Eine spezielle Form der allgemeinen Materialgigitiesteht deshalb aus
einem elastischen Anteil zur Abbildung der Gleichgewichtsrelatiéfhund einem Funktiongk®¥ zur
Modellierung des geschwindigkeitsabigigen Verhaltens

o (t) =o%(e(t) + 8" [e ()] (2.34)

T<t

Dabei besitzt das Funktiond’, wie in Abschnitt2.2.3naher erutert wird, Relaxations- bzw. nach-
lassende Getthtniseigenschafterupt(1993 2002), d. h. es strebiir konstante Verzerrungen oder
sehr langsame Prozesse asymptotisch gegen Null.

Das Spannungsfunktional der Viskoplastizikombiniert dehnratenabhgiges Materialverhalten viskoplastizitat
mit einer Gleichgewichtshysterese entsprechend dem plastischen Matdrgdten. Im Gegensatz zur
Viskoelastizitit ist daher der Gleichgewichtsanteil durch ein Funktigfdlzu beschreiben

o (t) =8e(n)] + 3> [e ()] (2.35)

T<t T<t

13



2 Skalenibergreifende kontinuumsmechanische Modellierung

Aufgrund der Relaxationseigenschaft des geschwindigkeitsaiipen Funktionalg®’ kann das plas-
tische Materialverhalten als asymptotischer Grenzfall der Viskoplagtinierpretiert werden.
Weitere Vereinfachungen und Einsahkungen der allgemeinen anisotropen Spannungsfunktionale
(2.32-(2.35 sind durch die Beicksichtigung von Symmetrien des Materialverhaltens sowie durch
kinematische Zwangsbedingungen, wie der Inkompressibititglich.
Rheologische Fur die vier grundlegenden Materialmodellerinen einfache schematische Darstellungen in Form
Modelle von rheologischen Modellen nach Alth3 angegeben werden. Durch die unterschiedliche Schaltung
von Grundelementen und der ihnen zugrundeliegenden Materialgleiehkiignen beliebig kompli-
Zierte einachsige Materialmodelle konstruiert werden. Dieses Vorgehdrbei der Entwicklung ei-
ner konstitutiven Beschreibundjrf Polypropylen in Kapitelt genutzt. Dabei dienen Federelemente
zur Abbildung elastischen Materialverhaltensrbpferelemente repsentieren das geschwindigkeits-
abhangige Verhalten und Reibelemente symbolisieren geschwindigkeitsimgige Hysteresen. Alle
Grundelemente sind masselos.

o

(a) Elastiziat (b) Plastizitt
(c) Viskoelastiziét (d) Viskoplastiztét

Abbildung 2.3: Beispieleifr rheologische Modelle der vier Klassen des Materialverhaltens

2.2.3 Eigenschaften geschwindigkeitsabh  angiger und -unabh &ngiger
Funktionale und Korrespondenzprinzip

Fading Memory Nach der Vorstellung der vier grundlegenden Kategorien des mechaniserhaltens sollen im Fol-
genden die Eigenschaften des Funktionalsldlsgrspannung
o®(t) = F% e (1)] (2.36)
<t

diskutiert werden. Wie bereits im vorangegangenen Abschnithlemtwurde, beschreibt das Funktio-
nal % ein Materialverhalten, dessen Spannungsantwort zum Zeitgumkiso geringer von einem
in der Vergangenheit liegenden Verzerrungszustatd) beeinflusst wird, je weiter dieser Zustand
zurlickliegt. Diese charakteristische Eigenschaft wird als nachlasseratistnis oder auch Fading
Memory bezeichnet. Sie eidglicht die Modellierung geschwindigkeitsadotgiger Materialpanomene
sowie der Spannungsrelaxation bei konstant gehaltener Deformateru@rundeliegende Theorie ge-
schwindigkeitsab&ingiger Funktionale mit Fading-Memory-Eigenschaften wir@oleman und Noll
(1960 sowieHaupt(2002 erlautert. Zur mathematischen Beschreibung wirddasrspannungsfunk-
tional in Abhangigkeit von einer Verzerrungsgeschichte

el(s)=¢e(t—s5)—e(t) ¥s>0 (2.37)

14



2.2 Klassifizierung von Materialverhalten und Materialmodellen

relativ zum Zeitpunkt bzw. dem aktuellen Verzerrungszusta(d) betrachtet. Damit folgerif den
aktuellen Zeitpunkt entsprechend Abl2.4 s = 0 unde!(0) = 0.

€
ela

e(r) * el (s)

Sy

~

>
|

it T .

(a) Dehnungsgeschichte (b) Relative Dehnungsgeschichte

Abbildung 2.4: Relative einachsige Dehnungsgeschichte

Die Untersuchung der Relaxationseigenschaften des Funktionaldbdgspannung erfordert diestatische

Betrachtung der Spannungsantwort auf die statische Fortsetzung Fortsetzung
U —6<1<
€t+5(7) _ e(t) er t—o0<71t<t (2.38)
e(t+0) fur —co<7<t—=9¢

einer beliebigen Deformationsgeschichte um die Zeitdiffereantsprechend Abt2.5, wodurch der
zuriickliegende Verzerrungsprozess weiter in die Vergangenheit giesclwird. Die Realisierung ei-
ner solchen Belastung in experimentellen Untersuchungen erfolgt Belelxationsversuche oder den
Einbau von Haltezeiten (Zwischenrelaxationen) in den Deformationsgsoke die relative Darstel-
lung der statischen Fortsetzung gilt

t+6 _ 0 for O§S<5 2.39
e () {s?(s—é) fur 6<s<oo (2.39)

€A

0
66(7') g(t) r—»

()
e
+
=
<é,\
™~
S3Y

@ (b)

Abbildung 2.5: Statische Fortsetzung einer beliebigen einachsigen Dg$gesthichte

Damit das Funktiona§®" fur eine konstant gehaltenene Verzerrung die Relaxatiolderspannung

lim 3 [sﬁ&(s),s(z&)} —0. (2.40)
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beschreibt, muss es ausreichende Kontiis@igenschaften (vgHaupt(2002) beziglich der als Ge-
dachtnisnorm bezeichneten, gewichteten relativen Verzerrungsgeth

2

leb(s)lln = / et (s)|Ih2 (s)ds (2.41)
0

besitzen. Dabei igi(s) eine {ir groRes monoton fallende Einflussfunktion, die weiter aokliegenden
Deformationsereignissen eine geringere Wichtung erteilt. Unter Vorausgeder weiterhin notwen-
digen Normierung

FV[0,e(t)]=0 (2.42)

relaxiert dieUberspannungiir die statische Fortsetzung mit der Eigensc?aﬁ sﬁ”(s) = 0 auf den
—00

Wert Null und das Funktional besitzt die geforderte Relaxationseigafis@.40. In Abschnitt4.1.1
wird diese Eigenschaftif die einachsige lineare Viskoelastiatinachgewiesen.

Die degressive Wichtung weiter ziokliegender Deformationsereignissiéaft neben der Spannungs-
relaxation auch zur Geschwindigkeitsablgigkeit des Materialverhaltens. Je langsamer der Dehnungs-
prozess der veierten relativen Verzerrungsgeschichte (Ahb)

el (s)=¢e(t—as)—e(t) Vs>0 (2.43)

durchlaufen wird, d. h. je @f3er der Veragerungsfaktot ist, desto weiter liegen einzelne Dehnungser-
eignisse zuick und desto geringer ist ihr Einfluss auf den aktuellen Spannurtgszus

ela

Ny

~+

) etls) o

<+
S

Abbildung 2.6: Verbgerte einachsige Dehnungsgeschichte

Im Gegensatz zum Funktional delberspannung, bei dem weiter #@okliegende Ereignisse der
Deformationsgeschichte eine geringere Auswirkung auf den momentaa@mdgszustand besitzen,
beeinflusst bei einem geschwindigkeitsuréatdigen Materialverhalten der gesamteimktiegende
Deformationsprozess die aktuelle Spannung uinveert stark. Das Material zeichnet sich durch ein
perfektes Gedéichtnis aus, Relaxationseffekte sind ausgeschlossen. Die zur Madwdliemes derar-
tigen Verhaltens erforderliche Geschwindigkeitsuraigigkeit des Funktionals der Gleichgewichtss-
pannungg*©? ist durch die Verwendung einer Bogangendarstellung der Verzerrungsgeschichte ge-
wabhrleistet.

Eine Definition der Bogeinge in der Form

dt) = a(ty) + / l¢@|| ar mit (y =20 (2.44)

dr

2t) = [e@®) = Véu)en(t) (2.45)
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2.2 Klassifizierung von Materialverhalten und Materialmodellen

entspricht einer akkumulierten Dehnung undiétdie allgemeinen Anforderungen an eine Bogenl
gendarstellung

1. 2(t) > 0furé(t) #0,
2. 2(t) =0fureé(t) =0und
3. 2(t) — |af 2(t) fUré(t) — aé(t).

Die vollstandige mathematische Beschreibung des zeitlichen Verzerrungsver(apist durch die
Bogenkngendarstellung des Verzerrungstensgrg und die Bogerdngez(t) gegeben

e(t) = {e(2), 2(1)} (2.46)
Wahrend durcle(z) eine Zuordnung zwischen Bogé@nige und dem Zustand im Verzerrungsraum
erfolgt, beschreibt(¢) die Geschwindigkeit mit der verschiedene Punkte der Bé@ge@ndarstellung
durchlaufen werden.
Damit die Gleichgewichtsspannung geschwindigkeitsuaagly ist, muss im Spannungsfunktional
o(t)= & [e(r)] = & [e(¢), ¢(7)]. (2.47)

<t T<t
die Abhangigkeit von((7) verschwinden

o(t)= 3 [£(0). (2.48)
(<z(t)

Dadurch enthlt das Spannungsfunktional keine Informationenitar, wie schnell die Bogeahge
durchlaufen wird. Das Materialverhalten ist geschwindigkeitsuaagiy.
Durch die Substitution vondurchz(t) kann aus einem beliebigen, geschwindigkeitgeaigfigen Span-
nungsfunktional der Viskoelastiait ein geschwindigkeitsunabihgiges Funktional zur Modellierung
plastischen Materialverhaltens erzeugt werden. Dies wird als Komegpaprinzip bezeichnetaupt
(2002). Die konkrete Anwendung wird in Abschnit2.1durch Nutzung des Korrespondenzprinzips
zur Uberfuhrung eines linear viskoelastischen Materialmodells in ein endochronds!Mwalanis
(1971ha); Khan und Huang1995) der Plastiziit demonstriert. Dabei wird das Korrespondenzprinzip
auf die implizite Darstellung der konstitutiven Beziehungen angewendetmirtie Evolutionsglei-
chungen 2.3]) der inneren Variablen;

q;(2) = q; (€(2), @1 (2), -, An(2)) (2.49)

als Funktionen der Bogedmge formuliert werden. Dererdsungen sind geschwindigkeitsunabbige
Funktionale. Deutlich wird dies anhand der Untersuchung der zeitliéinelerung der inneren Varia-
blen. Durch Anwendung der Kettenregel folgt

4i(t) = q; (E(2), @i (2), .- an(2)) 2(1). (2.50)

Tritt keine Anderung des Verzerrungszustandes auf, muss entsprecheBijeieschaften der Bogen-
lange:(t) = 0 gelten. In diesem Fall ist keingnderung der inneren Variablef(t) = 0) und damit
auch keine Relaxation aglich.

Die in diesem Abschnitt edluterten Grundlagen der kontinuumsmechanischen Beschreibung und
Modellierung des Materialverhaltens kommen im Rahmen der saéggreifenden Simulation des
Materialverhaltens von Verbundwerkstoffen auf unterschiedlicheadekder hierarchischen Werk-
stoffstruktur zum Einsatz.
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2.3 Mehrskalige Modellbildung und Berechnung des effektiven
Materialverhaltens

Bei der numerischen Simulation des mechanischen Verhaltens von Bautedléredbundwerkstof-
fen ergibt sich eine grundlegende Problemstellung. Einerseits wird desiteerhalten des Verbun-
des durch die Eigenschaften seiner Komponenten, der Materialgremzfi und der Geometrie der
Verstrkungsstruktur bestimmt, andererseits ist es im Hinblick auf Modellierufigaad und Rechen-
zeit nicht sinnvoll, Details der heterogenen Materialstruktur des Verdmiimd Rahmen eines Bauteil-
modells zu bdicksichtigen. Br die Strukturanalyse wird der inhomogene Verbundwerkstoff daher
durch ein homogenes Ersatzkontinuum ersetzt, dessen Eigenschedtefiaktive Verhalten des Ver-
bundes auf der Bauteilebene mit ausreichender Genauigkeit wiedergédyaussetzungif diese Art

der Modellierung ist, dass sich die charakteristischanden der Inhomoge#itend, des Bauteils.
sowie der Belastungen des Bauteildeutlich voneinander unterscheiden

d< L; d< \ (2.51)

Die Materialparametetif ein solches makroskopisches Materialmodell sind zum Teil durch &eesu
an Probekrpern aus Verbundmaterial bestimmbar. Allerdings ist zur experimentehanakterisie-
rung des im Allgemeinen anisotropen, effektiven Materialverhaltens bé&bécher Aufwand erforder-
lich. Eine besondere Herausforderung stellt dabei die Ermittlung vonuderten fir die Dickenrich-
tung des Verbundes dar, die insbesond@érelfe Simulation schlagartiger Beanspruchungen senkrecht
zur Bauteiloberfiche beiitigt werden. Da das makroskopische Materialverhalten durch die kenstitu
tiven Eigenschaften der Verbundkomponenten und durch ihre Anagdim Verbund bestimmt wird,
muss bei Veanderung eines dieser Merkmale zudem die gesamte experimentelle Umbeiguwes
Verbundes wiederholt werden.

Um den Umfang der experimentellen Materialcharakterisierung in Zukedfizieren zu &nnen,
wird im Rahmen dieser Arbeit die rechnerische Vorhersage des &Hekiilaterialverhaltens auf der
Basis konstitutiver und geometrischer Eigenschaften der inneren Studdgsguheterogenen Verbun-
des angewendet — ein Vorgehen, das als Homogenisierung bezeigrthéhbb. 2.7). Dabei existie-

b Wl slelsisicisiele

<
-«

x2
AVAV.N Y Homo genes RVE
I—> Ersatzkontinuum

Z, 3 I‘l

Abbildung 2.7: Ermittlung des effektiven Materialverhaltens eines homagEngatzkontinuums

ren verschiedene Homogenisierungsverfahren, die sich in der AiSkiglefibergangs, der Modellie-

rung der heterogenen Materialstruktur und der Berechnung desoldaterialverhaltens unterschei-
den. Die Anwendung von analytischen Verfahren, die auf der Basikeozentrationstensoren einen
Zusammenhang zwischen dem makroskopischen Beanspruchungdzusthden mikroskopischen
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2.3 Mehrskalige Modellbildung und Berechnung des effektiven Matenibbltens

Spannungs- und Verzerrungsfeldern herstellen, bleibt dabeieametrisch einfache Mikrostrukturen
beschankt. Abtangig von den Annahmen zu den lokalen Verzerrungs- und Spanmloeyst, liefern
diese Verfahren Sétzwerte oder Schrankeirfdas effektive makroskopische Materialverhalten. In
diese Gruppe lassen sich beispielsweise dmai-REussSchranken, das MRI-TANAKA -Modell
(Mori und Tanakg1973; Benvenistg1987) oder das selbstkonsistente Modéroner(1958) ein-
ordnen Pierard(2006).

Aufgrund der komplexen textilen Vegskungsstrukturen erfolgt hier die FE-Modellierung eiriggdie
Verbundstruktur typischen Ausschnitts, dem sogenannteaseptativen Volumenelement (RVE). Bei
der Anwendung eines derartigen FE-basierten Homogenisierungiskemt entsteht durch die erfor-
derliche numerische Modellierung der lokalen Materialstruktur innerhaliRiE ein z. T. erheblicher
Aufwand, andererseitsdkinen durch die detaillierten FE-Modelle praktisch beliebigéridmene des
lokalen Materialverhaltens und der Interaktion der Vebundkomponeitgebddet werden. Aus den
Simulationsergebnissen des lokalen Verhaltens des RVE kann, naclitiDefyeeigneter Mittelwerte
und Aquivalenzkriterien zur Verkipfung des mechanischen Verhaltens zweier aufeinanderfolgender
Skalen, das effektive Materialverhalten des Verbundes bereclandew.

Dadurch bleiben die experimentelle Charakterisierung und die konstitutbgeNerung auf die Ver-
bundkomponenten besémkt. Im Idealfall kann auf bestehende Materialmodelle und bereits vdeha
ne experimentelle Daten Zigkgegriffen werden. Experimentelle Untersuchungen an Verbobdpr
sind bei dieser Form der mehrskaligen Modellierung im Idealfall ledigliahvalidierung der Simu-
lationsergebnisse erforderlich. Bei der Materialmodellierung der Vigthomponenten wird vorausge-
setzt, dass die kleinsten charakteristisch@nden noch immer die Anwendbarkeit der Kontinuums-
mechanik und ihrer ginomenologischen Materialmodelle erlauben.

Abhangig von der inneren Struktur des Verbundes sind unterschiedlicientén eines RVE denk- varianten von RVE
bar. Besitzt der Verbund eine regellose innere Struktur, wie es beispists bei partikelveratkten
Polymeren der Fall ist, sollte das RVE eine ausreichende Anzahl von stdtiggsteilten Partikeln
enthalten, um einen re@sentativen Ausschnitt abzubilderiirfelie charakteristischednge des RVE
gilt in diesem Fall

d<1<L. (2.52)

Trotz der regellosen Anordnung sollten quantifizierbare EigenschaftienVolumenanteil der Ver-
starkung oder Form und Orientierung der Partikel durch das RVE-Mededergegeben werden.
Ausfuhrliche Untersuchungen zu Auswahl undGe des RVE sind iGusev(1997); Kanit u. a.(2003

zu finden.

Neben der bereits genannten Variante eines stochastischen RVE-Mkdeli®sir regellose Struktu-
ren sinnvoll sein, diese durch idealisierte regiBige Anordnungen zu ersetzen. Ein typisches Beispiel
dafur stellt die Faseranordnung in unidirektional varkten Verbunden dar (AbR.8). Neben dem in
Abb. 2.8(b)gezeigten RVE mit statistischer Faserverteilung, werderiig idealisierte, regéle Faser-
anordnungen zur Bestimmung effektiver Eigenschaften herangezabeangig von den getroffenen
Annahmen zur Verteilung der Filamente ergeben sich bei gleichem Fagsaemgehalt unterschiedli-
che Ergebnissdif die effektiven Materialeigenschaften.aiend die hexagonale Anordnung in Abb.
2.8(c)zu einem transversal isotropen effektiven Materialverhalten @:8l2 fuhrt, ist das Material-
verhalten @ir die quadratische Anordnung in Atth3(d)in der dargestellten Ebene senkrecht zur Faser
nicht richtungsunalingig.

In regelmaligen Faseranordnungen kann eine sogenannte Einheitszelle altekiaederkehrende
Einheit identifiziert werden (AblR2.8(c)2.8(d), deren periodische Fortsetzung in der Ebene die Ver-
starkungsstruktur selbst ergibtiiFderartige periodische Strukturen kann bei Verwendung pericglisch
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(b) RVE mit statisti-
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Abbildung 2.8: Schiliffbild eines unidirektionalen Verbundes und VariantenRVE-Modellen

Randbedingungen (s. Abschriti3.1) ein RVE in Form einer Einheitszellel (~ [) gewahlt werden,

da die Anzahl der Einheitszellen innerhalb des RVE in diesem Fall dadisggger Homogenisierung
nicht beeinflusst. Damit kann der Modellierungsaufwand gégen einem statistischen RVE deut-
lich verringert werden. Textilveratkte Materialien weisen im Allgemeinen ebenfalls eine solche re-
gelmaRige innere Struktur auf.

Das hier betrachtete textilveéskte Polypropylen ist aufgrund seines hierarchischen Werkstoffau
baus padestiniert fir die Anwendung der Homogenisierungstechnik. Allerdings besitzt cit-te
verstirkte Verbund drei charakteristische Skalenebenen (218h. so dass zur Berechnung des Ver-
bundverhaltens ein zweistufiges Homogenisierungsverfahren erfictdist.

Mikroebene Mesoebene Makroebene

-

eff. Rovingeigens@ ‘ eff. Verbundei gens%

Filament+Matrix Roving+Matrix Bauteil

Abbildung 2.9: Mehrskalige Betrachtung des hierarchischen Werkstitaus von textilveratktem
Polypropylen

Mesoskopisch betrachtet, besteht der Verbund im kompakten Zustadéamit Matrix durchtinkten

und konsolidierten Rovings der textilen Vedtungsstruktur. Weil der Durchmesser eines einzelnen Fi-
laments lediglich wenige Mikrometer bagt und damit deutlich unter den charakteristischen Abmes-
sungen der textilen Verdtkungsstruktur liegt, wird der konsolidierte Roving in einem mesoskogisch
RVE als homogenes Kontinuum modelliert. Ztdich zu diesen Bereichen mit einem hohen Faservo-
lumengehalt existieren mit Matrix géfte Hohlrdume, die keine Fasern enthalten (ABA.0).

Da die Eigenschaften des Rovings durch die aus einzelnen Filamenteixkddetichen und Grenz-
flachen bestehende Mikrostruktur bestimmt werden, ergibt sich folgard@rd¢hische Unterteilung
der heterogenen Verbundstruktur in drei Skalenebenen:
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2.3 Mehrskalige Modellbildung und Berechnung des effektiven Matenibbltens

Abbildung 2.10: Schliffbild eines mehrlagigen gewebewamigen Verbundes; Kennzeichnung des me-
soskopisch als homogen betrachteten Rovingbereichs

e Mikroskala in Matrix eingebettete Filamente wiko ~ 1. ..100um),

e Mesoskala konsolidierte Rovings der texilen Ve#skungsstruktur und reine Matrixbereiche
(d Meso~ 100pm. .. 10mm),

e Makroskala Bauteil (d makro > 10mm).

Die in Klammern genannten charakteristischen Abmessungen der einzddalem Sind Richtwerte.
Sie werdeniir die Mikroebene, sofern keine anderen Einéske auftreten, durch den Durchmesser der
Filamente bestimmt. Als typische Faserdurchmesg8ankn fir Glasfaserr20um und fir Kohlefasern
7um angenommen werden. Die charakteristischanden der Mesoebene entsprechen @eeren
Abmessungen der Einheitszelle der textilen \algingsstruktur. Aufgrund der Vielfalt dergglichen
Verstarkungen kann hier nur ein grober Richtwert angegeben werden.

Die Vorhersage des makroskopischen Materialverhaltens erfolgt Bkbiienithilfe eines zweistu- Effektive
figen Homogenisierungsverfahrens Eigenschaften

1. Mikro — Meso: Berechnung effektiver Eigenschaften des konsolidierteimBsy

2. Meso— Makro: Berechnung effektiver Eigenschaften des Verbundes.

Dabei ist zu beachten, dagsrfden Skaleilbergang von der Meso- zur Makroebene, aufgrund der
haufig platten- oder schald@iminigen Verbundstrukturen, die Forderutigeso < L im Allgemeinen

in der Ebene, aber nicht in Dickenrichtungi@hfist. Dadurch wirkt sich die innere Struktur des Ver-
bundwerkstoffs iir bestimmte Belastungen wie Biegung und Torsion direkt auf das makiisskep
Materialverhalten aus — ein Einfluss der durch das hier angewendetegdammi@rungsverfahren nicht
erfasst werden kann. Um das Strukturverhalten bei Biegung umsibhokorrekt abzubilden, sind ange-
passte Homogenisierungsmethoden zur Berechnung effektiver Ketenmakroskopischer Struktur-
modelle (Platten- oder Schalensteifigkeit&@gers u.a(2007) oder erweiterter Kontinuumsmodelle
(CosseRAFKontinua,Forest und Sall1998; Forest u. a(1999; Haasemani2008) zu verwenden.
Da im Rahmen dieser Arbeit das Verhalten der Verbundstruktur in Zagebken experimentell unter-
sucht und simuliert wird, ist eine derartige Erweiterung nicht erforderier in diesen Experimenten
naherungsweise vorliegende ebene Spannungszustand wird duhhdider Randbedingungen (vgl.
Abschnitt Abb.2.3.2 fur die Homogenisierung bigcksichtigt.

Um Verwechslungen zu vermeiden, wird zur Darstellung der GrundldgeHomogenisierung, die un-
abhangig von dem konkreten Skal@ergang gltig sind, der Begriff des effektiven Materialverhaltens
zur Kennzeichnung des homogenen Ersatzkontinuums verwendet. PeecBeung makroskopisches
Materialverhalten kennzeichnet effektive Eigenschaften der Bautgigeb
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2.3.1 Skaleniibergang — Mittelwerte,  Aquivalenzkriterium und
Randbedingungen

Mittelwerte Fur denUbergang von den lokal vénderlichen Materialeigenschaften des heterogenen Verbundwerk-
stoffs zu einem homogenen Ersatzkontinuum wird ein physikalisch sinevatigivalenzkriterium
bertigt. Da dieses Kriterium den durch die effektiven Spannungamd Verzerrunge® gekenn-
zeichneten Beanspruchungszustand in einem Materiepudkts homogenen Ersatzkontinuums mit
den von den lokalen Koordinatgnablrangigen Spannungs=(y) und Verzerrungsfeldera(y) inner-
halb des RVE verkinpft, ist zurachst die Festlegung geeigneter Mittelwerte der lokalen Féfdgr
erforderlich. Effektive Beanspruchungen und Materialparametesteveim folgenden Abschnitt durch
einen Querstrich gekennzeichnet.

Bauteil

Abbildung 2.11: RVE und lokales Koordinatensystem

Eine Moglichkeit zur Definition eines Vergleichswertés tlen Verzerrungszustand des RVE ist durch
den Volumenmittelwert

) = 7= / e(y)dv (2.53)
Y

des lokalen Verzerrungsfeldesy) gegeben, wobely- das Volumen eines RVE™ mit den Abmes-
sungemMy, Ay und Ays ist. Analog dazu &nnen das Volumenmittel

(@ () = - / o (y)dV (2.54)

Y

des lokalen Spannungsfeldesy) und der Volumenmittelwert der Arbeit der inneren Lasten

1
e iew) = [ ey 2.55)
Y
definiert werden.
Aquivalenz- Mithilfe dieser Mittelwerte kann ein Kriteriumif die Gleichwertigkei_t. von lokalem und effektivem
kriterium Materialverhalten formuliert werdemhlill (1963 1972 postuliert mit derAquivalenz
o:0e=(o(y):de(y)) (2.56)
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2.3 Mehrskalige Modellbildung und Berechnung des effektiven Matenibbltens

der virtuellen Arbeit der effektiven inneren Lastén: §e und des zugebrigen lokalen Mittelwertes
(o (y) : de (y)) ein Kriterium, das auch alsH. -M ANDEL-Bedingung bezeichnet wird.

Ziel der Homogenisierung ist es nun, das lokale Verhalten innerhalb\ée$iR eine, durch die Verzer-
rungene oder Spannunged vorgegebene, effektive Beanspruchung numerisch zu simulierenldvitte
geeigneter Randbedingungen ist in dem RVE ein lokaler Beansprushwstgnd zu erzeugerirfden

die Mittelwerte der lokalen Verzerrungs- und Spannungsfelder

e = o) =g [ewav (2.57)
Y

o = )= [omav (2.58)
Y

den zugebrigen Effektivwertere und o entsprechen.

Dazu ist es zweckatfig, die zur Mittelwertbildung verwendeten Volumenintegrale in Oéehntnin-
tegrale zuiberfihren, so dass der Mittelwert unabtygig von den Feldern im Inneren des RVE ist und
lediglich durch die Verschiebungen und Spannungsvektoren auf dermd &s RVE bestimmt wird.
Ersetzt man den Verzerrungstensor mithilfe der linearen Verzerfveigehiebungsbeziehungeh4)

1
(6 (00) = gy [ (g + )V, (2.59)
2Vy
Y
kann der erhaltene Ausdruck in
1
(i (¥)) = o / (win; + wyny) dA (2.60)
2Vy
Yy

Uberfuhrt werden, so dass der Mittelwert vo#latdig durch die Randverschiebungen des RVE definiert
ist. Die Uberfuhrung in ein Oberfichenintegral ist dabei an kartesische Koordinaten gebunden, da
anderenfalls die Definition des Mittelwertes von den verwendeten Kaatietirabngt und damit nicht
mehr eindeutig ist.

Im Fall des Spannungstensors ergibt sich durch Anwendung des$schen Integralsatzes

1 1 1
<O’ij (y)> = ny /O’ijdv = ny / (O'kjyi),k dV = 7Y /akjymde, (261)
Y Y oY
ein Ausdruck @ir den Mittelwert des lokalen Spannungsfeldes

1
(03 ) = 3 [ tida (2.62)

Y

oY

der nur von den Spannungsvektoteam Rand des RVE bestimmt wird. Dabei ist die(ling der
Gleichgewichtsbedingunge®.(0 im Inneren des RVE vorauszusetzen, wobei Volumenlasten nicht
betrachtet werden.

Durch die Gleichungen2(60 und .62 ist der Zusammenhang zwischen den Rail8gn, die in Randbedingungen
der Simulation vorzugeben sind, und den resultierenden Volumenmittelwesgtevierzerrungen und
Spannungen gegeben. Um ein konsistentes Homogenisierungsearfatgrhalten, issen die Rand-
bedingungen sichern, dass die Mittelwerte den ziigghn effektiven Verzerrungenund Spannungen
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& entsprechen. Weiterhin ist das Kriterium deguivalenz von lokalem und effektivem Beanspru-
chungszustand in Form denH -MANDEL-Bedingung .56 durch die Randbedingungen einzuhal-
ten. Diese Forderungerdknen durch drei Arten von Randbedingungeiilériverden:

e \orgabe eines effektiven Spannungszustargledurch konstante Spannungsvektorrandbedin-
gungen
t(y)=n(y) o Vy€edy, (2.63)
e \orgabe eines effektiven Verzerrungszustareldarch
— lineare Verschiebungsrandbedingungen

u(y)=¢-y Vye€oay, (2.64)
— periodische Verschiebungs- und antiperiodische Spannungs\adbedingungen

u(y) =¢&-y+u’(y)
u® periodisch Vy €0y, (2.65)
t antiperiodisch

wobein den Ausvartsnormaleneinheitsvektarden Spannungsvektor auf dem Rand des RVEaind
bzw. & den vorzugebenden effektiven Beanspruchungszustand beerich

Die periodischen Randbedingungen na2l6§ unterscheiden sich von den linearen Verschiebungs-
randbedingungen durch einen periodischen Anteil des Verschisfaidgsu®. Zur Sicherung der ki-
nematischen Kompatibilit zweier benachbarter Einheitszellen mugsdie u” auf zwei gegeiiber-
liegenden Seiterdchen des RVE'" € 9Y** undy’~ € dY*~ (vgl. Abb.2.11)

u” (y“‘) =u” (yi_) (2.66)

gelten. Damit ergeben siclirf die in der Prinzipskizze von Abl2.12(a)eingezeichneten Punkte die
Zwangsbedingungea® (P;) = u® (R,) = u® (P3) sowieu® (P;) = u® (Ps). Durch Symmetrien in

R
Ys A ’ BJCh Ys ‘
Yo RVEY Yo A
5
y1 yl
(a) Periodische Randverschiebung bei (b) Periodische Randverschiebung bei
Zugbelastung Schubbelastung

Abbildung 2.12: Verformungsverhalten unter periodischen Randbedgen

der lokalen Materialstruktur werden die periodischen Anteile der Ranchiefsingen bei Belastung
normal zu den GrenZthen des RVE in vielendHen nicht angesprochen. Siénen meist nur unter
Schubbelastung (Abl2.12(b) beobachtet werden.
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2.3 Mehrskalige Modellbildung und Berechnung des effektiven Matenibbltens

Im Allgemeinen erhlt man, abhngig vom Typ der verwendeten Randbedingungen unterschiedliea@ibedingungs-
Ergebnisseiir das effektive Materialverhalten. Verschiebungsrandbedingufigieen in der Regel zu &nfluss
einem steiferen Verformungsverhalten als Spannungsvektorraindib@den, vahrend die Ergebnisse
bei periodischen Randbedingungen zwischen diesen beiden Varl@gen. Das mit den verschie-
denen Randbedingungen berechnete effektive Materialverhaltegnistajl von der Gi3e des als re-
prasentativ angesehenen Materialausschnittaradig Pierard(2006)).

Fur die hier betrachteten Verbundwerkstoffe wird auf der Mikro- uncéd&dene eine periodische Ma-
terialstruktur angenommen. Das RVE entspricht, unter Verwendung [sateat Verschiebungsrand-
bedingungen und der sich automatisch einstellenden antiperiodischenuBgan an der Obeéthe

des RVE, einer Einheitszelle. In diesem Fall ist das Ergebnis der Honsogreimg unabéngig davon,

wie viele Einheitszellen das RVE eftih Werden dagegen Verschiebungs- oder Spannungsvektorrand-
bedingungen genutztahern sich die so berechneten effektiven Kennwerte mit zunehmemaahi

von Einheitszellen innerhalb des RVE dem mit periodischen Randbediagwergittelten Verhalten

an Orago und Pinderé2007).

Das gesuchte effektive Materialverhalten@thman aus der &isung der lokalen Randwertaufgab&ffektives
und der anschlieRenden Berechnung des nicht durch die Randbegéergvorgegebenen Mittelwer-Materialverhalten
tes. Bei Verwendung von Spannungsvektorrandbedingungén(igl) zu bestimmen, bei linearen oder
periodischen Verschiebungsrandbedingungen entspre¢bdiyd). Das lokale Randwertproblem wird
dabei durch die Gleichgewichtsbedingung&rii() ohne Beiicksichtigung von Volumenkraftdichten
oi;; = 0, die Symmetrie des Spannungstens@43), die Verzerrungs-Verschiebungsbeziehungen
(2.4) und die konstitutiven Gleichungen der Verbundbestandteile sowie diieopevahlten Randbe-
dingungen definiert.

Da die Auswertung der Spannungsfelder nazh4) bei der Modellierung des lokalen Feldproblems
mittels FEM von der ge@ahlten Elementformulierung sowie der Geometrie jedes Elementngizh

ist, sollte zur Berechnung des Spannungsmittels auf das @tleefhintegral .62 zuriickgegriffen
werden. Eine besonders effizienteédlichkeit zur Aufbringung der periodischen Randbedingungen
und zur Ermittlung des effektiven Materialverhaltens ist durch dietlinfng von Haupt- oder Mas-
terknotenM ¥, MY2 und M¥3 zur Kontrolle der Deformation des RVE gegeben (ABL.J).

Durch die Formulierung einer linearen Zwangsbedingung

u (y”) —u (y"*) =u¥ (2.67)

ist es nddglich, die Relativverschiebungen von zwei gegjeerliegenden Randithen des RVE durch
die Verschiebung¥: eines einzelnen Masterknotens zu kontrollieren. Damit ist das Versciystaid
des RVE-Randes bis auf den zellperiodischen Anteil, der als ErgebnisEdBerechnung folgt, ein-
deutig festlegt.

Fuhrt man im Prinzip der virtuellen Arbei2(20 in Abschnitt2.1.2die an diesen Hauptknoten verrich-
tete virtuelle Arbeitzf':1 FY% . §u¥ ein, so folgt fir verschiebungsgesteuerte La#if ohne zustzliche
aulRere Belastungen

3
/a D0edV — > FY - duti =0. (2.68)
v =1
Wertet man Gleichung2(68 unter Voraussetzung periodischer Randverschiebun®&®) (aus, er-
kennt man, dass die Reaktionake F¥!, F¥2 und F¥3 an den Masterknoten direkt zur Bestimmung

der mittleren Spannung genutzt werddimken. Aufgrund der kinematischen Kopplung stehen diese
Reaktionskafte im Gleichgewicht mit dem Integréber die Spannungsvektoren an den zugeordneten
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Abbildung 2.13: Masterknoten zur Aufbringung der Randbedinguiigedie Homogenisierung

Randfichen des RVE
FY% = / tdA. (2.69)
oyt
Fur die periodischen Randbedingungen folgt nel#69 auch die in 2.65 angegebene Forderung
antiperiodischer Spannungsvektoren an zugeordneten Rehefl des RVE als Gleichgewichtsbedin-
gung aus dem Prinzip der virtuellen Arbeit.
Aus Gleichung 2.62) erhalt man unter Voraussetzung eines RVE mit parallelen Sediemdin und Be-
ricksichtigung von4.69 schlieRlich den gesuchten Zusammenhang zwischen Spannungsmittelwert
und Reaktionskraft
FYi
(i) = 5 AV = Aplys; A% = AyiAys; A% = Ayi Ay, (2.70)

wobei A¥ die Flacheninhalte der Randfthen des RVE sind. Die effektive Materialantwort in Form
des Spannungsmittelwertes folgt damit direkt als Ergebnis der FE{Barag.

2.3.2 Berechnung des effektiven linear elastischen Materi alverhaltens

In den bisherigen Ausihrungen zur Homogenisierung wurden keine Aussagen zur Art @desridl-
verhaltens der Verbundkomponenten oder eines effektiven Materieltaagtroffen. Im allgemeinen
Fall des sowohl lokal als auch global nichtlinearen Materialverhaltems ist der Regel sehr aufwen-
dig, eine geschlossene Formulieruiig éin effektives Materialmodell anzugeben. Deshalb erfolgt die
Vorhersage des effektiven mechanischen Verhaltens in diesem Fell die Berechnung effektiver
Spannungs-Dehnungskurvdir fiusgewhlte Beanspruchungen oder durch eine gekoppelte Mehrska-
lensimulation, bei der das Materialverhalten in jedem Integrationspunkt de®skapischen Struk-
turmodells durch die Spannungsantwort eines lokalen, mikro- oder neggesken RVE-Modells be-
stimmt wird (s. Abschnit2.3.3.

Kann das Verhalten der Komponenten dagegen als linear elastisch amgenaverden und ertlt das
RVE-Modell auch sonst keine Nichtlineaien, sind mithilfe der Homogenisierung die Parameter des
HookEschen Gesetzes zur Beschreibung des anisotropen, linear elasdffekévnen Materialverhal-
tens direkt bestimmbar. Die dazu notwendigen Berechnungen werdesémdAgbschnitt beschrieben.
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2.3 Mehrskalige Modellbildung und Berechnung des effektiven Matenibbltens

Die konstitutive Gleichung zur Beschreibung des linear elastischen Ma&ghaltens der Kompo- Hookesches
nenten und des Verbundes igt flen isothermen Fall durch dasodkEesche Gesetz Gesetz

c=C:e¢ (2.71)
mit dem Elastizifitstensor vierter Stuf€ gegeben. Durch die Symmetrien des Elasiiziiensors
Cijkt = Cjirt = Cijik = Cjiks Cijii = Chij (2.72)

reduziert sich die Anzahl der unadigigen elastischen Kennwerte von uisglich 3f_1 = 81 auf 21.
Unter Beficksichtigung dieser Symmetrien erfolgir foraktische Berechnungen ditberfuhrung der
Tensornotationd.717) in eine Vektor-Matrixschreibweise

gV =CVeY, (2.73)

die auch als WiIGTsche Notation bezeichnet wird. Die entsprechende Transformationdizes$ fasst
Tab. 2.1 zusammen. Zu beachten ist, dass in der Vektor-Matrixschreibweise did\&akzerrungen
€4 = 7Y93,E5 = 731, E¢ = Y12 Verwendet werden.

Tabelle 2.1: Indextransformatiodif Vol T-Notation
Ténsoﬂndex\ 11 22 33 23 13 12

Vektornotation‘ 1 2 3 4 5 6

Zur Beschreibung des linear elastischen Materialverhaltens der \dkbonponenten, aber auch desmaterial-
Verbundes selbst, ist aufgrund von Symmetrien in der Materialstruktunvegitere Reduzierung der Symmetien
unablangigen elastischen Kennwertégtich. Fur diese Arbeit sind insbesondere die Sonalkefdes
orthotropen, transversal isotropen und isotropen Verhaltens voeuBat).

Fallen die Schnittlinien der Symmetrieebenen, die sogenannten Orthotragg@eaathit den Koordina-
tenachsen zusammen, lautet die Matrixdarstellung des verallgemeinevtekesichen Gesetzesiif
orthotropes Materialverhalten

[ o1 | [ Ci1 Cia Ci3 0 0 0 |[e]
op} Cia2 Ca Coz3 0 0 0 €2
o3 | _ | Cis Co3 Cs3 0 0 0 €3 (2.74)
04 0 0 0 Cya 0 0 €4
05 0 0 0 0 C55 0 £5
L 06 | L 0 0 0 0 0 C66 1 L E¢6 |

Es verbleiben lediglich neun, von Null verschiedene, udablige elastische Kennwerte. Im Gegensatz
zur allgemeinen Anisotropie gehen alle Kopplungseffekte zwischen dema&ound Schubbeanspru-
chungen sowie zwischen den verschiedenen Schubspannung8churialerzerrungen verloren.

Eine weitere Reduzierung der undnlgigen Elastizétskonstanten istif die transversale Isotropie
moglich. Dabei besitzen die Materialeigenschaften des Werkstoffs eiz@iyerichtung, ihrend das
Verhalten in der senkrecht dazu stehenden Ebene richtungsangibhist. Zeigt die Vorzugsrichtung
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entlang detr{-Achse, ergeben sich zaizlich zum orthotropen Verhalten die Symmetriebedingungen
Coy = C33, C1z = C13, Cs5 = Cg SOWieCyy =  (Cop — Chs3)

o1 Cii Ci2 Ci2 0 0 0 €1
op! Ci2 Oz Cag 0 0 0 €9
03 Cia Coz Ca 0 0 0 €3
(o) B 0 0 0 % (CQQ — 023) 0 0 €4 (2.75)
g5 0 0 0 0 066 0 &5
L 06 L 0 0 0 0 0 Cﬁﬁ 1 L €6

Dadurch reduziert sich die Anzahl der von Null verschiedenenbhéregigen Materialparameter auf
funf. Ein derartiges Materialverhalten wird beispielsweise zur Beschrgibiner unidirektional ver-
starkten Laminatschicht oder eines konsolidierten Rovings verwendet.

Die hochste Form der Materialsymmetrie wird als Isotropie bezeichnetiimtiZu einem richtungsun-
abhangigen Materialverhalten. Bedingt durch das in alle Richtungen glei&hgddehn- und Querdehn-
sowie Schubverhalten ergeben sich die Zwangsbedingufiges= Coy = Cs3, C19 = C13 = Cy3
sowieCyy = Cs5 = Cg6 = 5 (C11 — Ch2)

o1 Cnn Ci2 Cr2 0 0 0 €1
02 Ciz2 Cnn Cr 0 0 0 €9
o3 | _ | Ciz Ciz Cn 0 0 0 e | (2.76)
04 0 0 0 % (C11 - C12) 0 0 &4
s 0 0 0 0 % (C11 — Ch2) 0 €5
| %6 | | O 0 0 0 0 %(011 — Ch2) 1 L gs |

Damit verbleiben lediglich zwei unaBhgige elastische Konstanten, die in Form des Ela&tsritoduls
E und der Querkontraktionszahlangebbar sindAltenbach u. a(1996).

Im Rahmen der mehrskaligen Modellierung des linear elastischen Matehialtigrs wird die hete-
rogene Materialstruktur des Verbundwerkstoffs durch ein homogéoesnuum mit dem effektiven
Steifigkeitstenso€ ersetzt, dessen Koordinaten durch Anwendung des im vorigen Altisoéschrie-
benen Homogenisierungsverfahrens berechnet werden sollen.

Nach der Identifikation einedif die periodische Werkstoffstruktur régentativen Volumenelements
und der Erstellung eines entsprechenden FE-Modells sind durch igetied/erschiebungsrandbedin-
gungen 2.65 eine ausreichende Anzahl von effektiven Verzerrungémasne vorzugeben. Aus der
Losung der zugdirigen lokalen Feldproblemedknen anschlieRend die gesuchten effektiven Mate-
rialeigenschafterC bestimmt werden. Um eine effiziente Berechnung zudgyiiohen, werden die
Verschiebungsrandbedingungen so gbly dass iir jeden Beanspruchungszustazid eine Koordi-
nate des effektiven Verzerrungsvektors der&Tschen Notation einer Einheitsverzerrung entspricht,
wahrend alle anderen Effektivwerte Null sind

1
el = 3 (8i 051 + 0adjn,) - (2.77)
Abbildung2.14zeigt die daraus folgenden sechs uriaifigen Deformationszustdez*'.

Infolge der vorgegebenen Einheitsverzerrungen entsprecheffalkéven SteifigkeitenC den Mittel-
werten der Spannung

(55 () = 015 (%) = Cugonbln = Comny (Grusot + Sridos) = Ciga (2.78)
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(a) &'t (b) 22 (c) &%

(d) e*? (e)e?? (f) e*°

Abbildung 2.14: Beanspruchungszastiee”! zur Berechnung des effektiven elastischen Steifigkeits-
tensorsC

Die zu ermittelnden effektiven Steifigkeit€konnen daher nachdsung der zu den Deformationsmo-
den&”! gerdrenden, lokalen Randwertprobleme aus den Spannungsfez‘c(e‘j’ﬁ) bestimmt werden

Cijr = (15 (") ) = viy / oij (%) av. (2.79)

Y
Zur Berechnung des Spannungsmittelwertes werden entsprech&@ddie Reaktionskifte an den
Hauptknoten verwendet, so dass sich die effektiven Steifigkeiten aus

. FY (eM
Cijnt = —F—— A(yi )

ergeben. Durch Auswerturl%der sechs Deformationsmetiekbnnen alle 21 unaliimgigen Koordi-
naten der Steifigkeitsmatri®” der VoiGTschen Notation bestimmt werden

(2.80)

11 22 33 23 13 12

€ 15 € € 15 €

o ! ! 1 ! Lo
F' o — Ch1
F¥2? CQ]_ CQQ sym.
: O O (2.81)
FP? - Ca1 O O
F® - Cun Ci Ciz Cu
F' — Cs1 Csz Cs3 Css Css
' — | Ca Cea Ces Cea Cs5  Cop

Aufgrund der Symmetrie der Steifigkeitsmat@?’ = QVT sind zur Berechnung der effektiven Stei-

figkeiten nicht alle Kombinationen von Reaktionafen und Deformationsmoden auszuwerten. Aller-
dings erniglicht die Berechnung jedes Elements der Steifigkeitsmatrixdepiifung der Symmetrie
und damit eine Verifizierung der Berechnungsergebnisse.
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2.3.3 Berechnung des effektiven nichtlinearen Materialve  rhaltens

Im Gegensatz zu dem im vorangegangenen Abschnditientten Vorgehen bei linear elastischem Ma-
terialverhalten ist im nichtlinearen Fall in der Regel kein Materialmodell zwcBeeibung des aniso-
tropen inelastischen Verhaltens des Verbundedigbdr, dessen Parameter aus der Analyse des lokalen
Deformationsverhaltens bestimmt werdémken. Hufig unterscheidet sich zudem das effektive Ma-
terialverhalten zum Teil deutlich von dem der Verbundbestandteile, salias den lokalen Modellen
verwendeten konstitutiven Gleichungen nicht in verallgemeinerter Farrden Verbund anwendbar
sind. Bertigt werden daher Homogenisierungsverfahren, die eine Vorredage Annahmen zu ei-
nem effektiven Materialmodell erdglichen.

Kann ein makroskopisch homogener Beanspruchungszustand gesatz werden, ist eine numeri-
sche Untersuchung der Auswirkungen physikalischer Nichtlirigaritder Mikro- und Mesoskala auf
das effektive Materialverhalten durch die Berechnung effektivan8pngs-Dehnungskurveirfeinen
makroskopischen Materiepunkt ausreichend. Soll dagegen eine shagisch inhomogene Beanspru-
chung simuliert werden, ist zurdsung der globalen Randwertaufgabe das Materialverhalten in jedem
Materiepunkt zu bestimmen. Erfolgt die Strukturanalyse mittels FEM, singfien Integrationspunkt
sowohl die effektive Spannungsantwort als auch die MaterialtangertBgkeit anhand eines lokalen
RVE-Modells zu berechnen.

Eine Moglichkeit zur Ermittlung effektiver Spannungs-Dehnungskurven udigbfangig von den
lokalen Materialeigenschaften angewendet werden kann, stellt eirsgkphgch nichtlineare FE-Si-
mulation dar. Dazu wird der makroskopische Beanspruchungszustgmblers (¢) mittels der Rand-
bedingungeng.63-(2.65 auf das RVHIibertragen und das lokale Materialverhalten in einer inkremen-
tellen FE-Rechnung simuliert. Die resultierende effektive Materialantwioatis den Mittelwerten der
lokalen Verzerrungs-2.60 und Spannungsfelde2 62 zu bestimmen.

In dieser Arbeit soll ein derartiges Vorgehen zur Simulation des Materfaitens von textilvergirktem
Polypropylen angewendet und die berechneten effektiven Spgsfid@hnungskurven den experimen-
tellen Ergebnissen gegéoergestellt werden (s. Kapit@). Aufgrund der Periodizit der lokalen Ma-
terialstruktur werden analog zum linearen Fall RVE in Form einer Einhdgszerwendet.

In den zu simulierenden Zugversuchen liegt ein dreiachsiger effekareerrungszustand

€11 =&, €22 #0, £33 #0, &;; = 0 sonst (2.82)

vor, wobei die langsdehnung in verschiebungs- oder dehnungsgeregelten Versuchen vorgetaen
wahrend sich die Werte der Querdehnungeraalig vom Materialverhalten einstellen. Im Gegensatz
dazu ist der Spannungszustand aufgrund der freien Préheéar einachsig

011 = 0,04 = 0 sonst (2.83)

Da fur die eingesetzten Flachproben die periodische Fortsetzbarkeit eitegittzelle der textilen
Verstrkungsstruktur nur in der Probenebene vorausgesetzt werdenwad in Dickenrichtung die
Spannungsvektorrandbedingung

t=0Vy € Y3t uay3- (2.84)

verwendet, um den in dieser Richtung vorliegenden spannungsfreigs &zubilden. In der Proben-
ebene ist die Einheitszelle dagegen in die periodisch fortgesetzte Matakilsteingebettet, so dass
zur Sicherung der Kompatibiéit nach wie vor die PeriodiZt der Randverschiebungen

u” (yh) =u (y') Vi=1,2 (2.85)
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2.3 Mehrskalige Modellbildung und Berechnung des effektiven Matenibbltens

zu fordern ist.

Unter Anwendung dieser Randbedingungen erfolgt die Simulation vomezsigchen, in denen dasa = 0°/90°
Verhalten des Verbundesirf unterschiedliche Orientierungender Versarkungsstruktur relativ zur
Belastungsrichtung untersucht werden soll (AbIX5). Flir den Fall einer Belastung senkrecht zu den

Y
<[ 1=n= y
——V¥U
o

5B i
\ \AJ \/ \J \/ \/

Abbildung 2.15: Zugversuche bei verschiedenen Orientierufgen o < 90° der textilen Versir-
kungsstruktur

Grenzfachen des quadé@nmigen RVE erfolgt die Vorgabe der makroskopischen Dehrauhgrch die
Verschiebungem?! undu?2 der beiden Hauptknote®/¥* und A7¥2

a=0° : uf' =cAy;; ud =uf =0 (2.86)
a=90° : u¥’ =ceAyy; ul’ =uf’ =0. (2.87)

Die in beiden Rllen quer zur Belastungsrichtung geltende makroskopische Spaifiiimgjs wird
durch das Verschwinden der Reaktioréfke

a=0° : F»= / tdA =0 (2.88)
oYy 2+

a=90° : F¥ = / tdA =0 (2.89)
oy 1+

an den Hauptknoten gesichert.

Soll zur Simulation von Zugversuchearf0® < o« < 90° ein und dasselbe RVE verwendet werden, < o < 90°
ist der makroskopische Beanspruchungszustand in dasigiseyestem globalefie,, , e.,, €;, } um den
Winkel o gedrehte lokale Koordinatensystefma,, , e,,,e,,} zu transformieren (Abk2.15. Infolge
der im makroskopischen Zugversuch vorliegenden gemischten Randbeden sind die auftretenden
Querdehnungen abBhgig vom Materialverhalten und der Verzerrungstensor daher rotbtandig be-
kannt, so dass die Transformatiair € nicht ausfihrbar und eine verschiebungsgesteuerte Simulation
nicht mbglich ist. Zur Belastung des RVEif Winkel 0° < a < 90° wird stattdessen der durch die
gemessene Spannungsantwiodindeutig bestimmte einachsige Spannungszustand

0 0

el=1{0 0 0 (2.90)
0 0

o O
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Formulierung

2 Skalenibergreifende kontinuumsmechanische Modellierung

nach Transformation in das lokale Koordinatensystem (&Ht6)

cosa sina 0
—sina cosa 0 (2.91)
0 0 1

5’2']' = Ciijla'kl mit [C] =

analog zu2.70 Uber die Kafte an den Hauptknoten
ijf, = Gy AV (2.92)
auf das RVE aufgebracht. Zur Darstellung effektiver Spannurgfsabngskurven ist anschliel3end der

Qi

Abbildung 2.16: Transformation des makroskopischen einachsigem&pgszustandes zur Aufbrin-
gung der Randbedingungen auf das RVE

Verzerrungszustand des RVE

= - 2.93

S Ao (2.93)
Y2

- Uy

g = —= 2.94

n = i (2.94

1 [ uf? ud!
5 = = 2.95
€12 5 (Ayz + Ay1) ( )

aus den Verschiebungen der Hauptknoten in lokalen Koordinaten zunbesn und in das globale
Koordinatensystem der Probe zu transformieren.

Neben der FE-basierten Formulierung des lokalen, physikalisch nichidimé@andwertproblems
sind in der Literatur alternative Berechnungsverfahren zu finde. loglichkeit stellt die affine For-
mulierung Masson u. a(2000; Doghri und Friebe(2009; Pierard und Doghr{2006) dar. Durch
eine Linearisierung der im allgemeinen Fall viskoplastischen lokalen Mateigigngen @ir die Um-
gebung des aktuellen Beanspruchungszustandes erfolgt daldsihstimie Rckfuhrung auf ein li-
near thermoviskoelastisches Materialgesetz und durch die anschlieRewdadung der kPLACE-
CARsoN-Transformation didJberfihrung in ein thermoelastisches Ersatzproblem. Damit ist die An-
wendung bekannter Homogenisierungsverfahigrifear elastisches Materialverhaltetdgtich. Zur
Berechnung des effektiven Materialverhaltens ist allerdings dizkiRansformation in den Spannungs-
Verzerrungsraum durch eine inverseHLACE-CARSON-Transformation erforderlich. Konkrete Bei-
spiele fir die Anwendung sind iRierard(2006 zu finden. Aufgrund der dort betrachteten Inhomoge-
nitaten in Form geometrisch einfacher Eingfde, erfolgt die Homogenisierurig tdas Ersatzproblem
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2.3 Mehrskalige Modellbildung und Berechnung des effektiven Matenibbltens

nicht durch eine FE-Simulation des lokalen Verhaltens sondern unter dutar analytischen ®R1-
TANAKA -Methode. Einerseits wird dadurch die Effizienz des Verfahrendhtrlandererseits ergeben
sich aufgrund der Verwendung desHELBY-Tensors neben den geometrischen Eirgsckungen auch
Limitierungen hinsichtlich der Anisotropie des Materialverhaltens der Vetbestandteile.

Ein weiterer losungsansatiif das nichtlineare Homogenisierungsproblem idMtis (1989; Ca-  variationsformulie-
stanedq1991); Miehe (2002 zu finden. Ausgehend von einer Potenzialformulierung der lokalen k&9
stitutiven Beziehungen tritt die Minimierung des zugeben Effektivwertes des Potenzials an die
Stelle desAquivalenzkriteriums 2.56) fur die virtuelle innere Arbeit. Durch eine FE-Diskretisierung
der Mikrostruktur lbnnen die zur Berechnung der Effektivwerte der Spannung undldealen Stei-
figkeitsmatrix erforderlichen Ableitungen der Potenzialfunktion zur Mguihg gestellt werden.

Die zur Berechnung effektiver Spannungs-Dehnungskurvemeredeten Methoden sind Voraussetsekoppelte
zung fr die Simulation makroskopisch inhomogener Beanspruchungslestiurch eine gekoppeIte{‘i"oenhrSka'e”Sim”'a'
Mehrskalensimulation. Dabei wird das Materialverhalten in jedem Integsgionkt des makrosko-
pischen Berechnungsmodells aus einem RVE-Modell der lokalen Matarkilsg berechnet. i die
nichtlineare FE-Analyse des globalen Strukturmodells ist dabei, wie obéihat, zugatzlich zur Be-
rechnung der effektiven Spannungsantwort die Ermittlung der Matarg@tatensteifigkeit (vgl. Ab-
schnitt4.3.2 erforderlich. Wird die lokale Materialstruktur durch ein physikalisch tlinbares FE-
Modell abgebildet, kann die Materialtangente beispielsweise durch Keatlen der Steifigkeitsma-
trix des lokalen FE-Modellsouznetsovd2002); Miehe und Koch2002) gewonnen werden.

Obwohl die gekoppelte mehrskalige Strukturanalyse numerisch seheradifyvist, da zur korrekten
Modellierung des prozessadatgigen Materialverhaltens neben désung des lokalen Feldproblems
fur jeden Integrationspunkt auch die Lastgeschichte zu speichern tst, si'=durch den Verzicht auf
die Definition eines makroskopischen Materialmodells ein groRes Anwesdatenzial. Eine Redu-
zierung des rechnerischen Aufwands ist durch adaptive Beraglatrategien, bei denen die Anwen-
dung der gekoppelten Simulation nur in Teilbereichen des Strukturmodeadlgtegowie durch eine
Parallelisierung der @sungen von lokalem und globalem Feldprobleigfich.

Fur die im Rahmen dieser Arbeit erforderliche Simulation von Zugversuwolhiehunter der Annah-
me eines makroskopisch homogenen Beanspruchungszustandes gakalipelte mehrskalige Si-
mulation verzichtet. Die Berechnung effektiver Spannungs-Dehikungsn auf der Basis einer FE-
Simulation und der Vergleich mit experimentellen Befunden dienen dabeiedézig¢rung der physika-
lisch nichtlinearen RVE-Modelle, die afer auch im Rahmen einer gekoppelten Mehrskalensimulation
Anwendung finden &nnen.
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3 Phanomenologie des Materialverhaltens
von Polypropylen

3.1 Experimentelle Untersuchung des Materialverhaltens von
Polypropylen

Ziel der im Folgenden beschriebenen Untersuchungen ist die exp¢eileedharakterisierung des in-
elastischen Materialverhaltens von Polypropylen (PP). Die Versugdiseisse dienen dabei der Klas-
sifizierung der Pdnomenologie des Materialverhaltens, der Entwicklung konstitutiver Bezgsn
sowie der Identifikation der erforderlichen Materialparameter.

3.1.1 Messtechnik und Probek 6rper

Die geringe Steifigkeit von PP efglicht die Durchiihrung émtlicher Versuche auf einer elektro-versuchsaufbau
mechanischen Bfmaschine mit einer Maximalkraft voAmax = 5kN, die mit einer mechanischen
Spannvorrichtungifr Flachproben ausgéstet ist (Abb.3.1). Die Verschiebungsgeschwindigkeit der

Traverse kann in einem Bereich vor005 ... 500 geregelt werden.

Zur Messung der Dehnung kommt das ebenfalls in Aberkennbare, auf der Grauwertkorrelation
beruhende, optische Messsystem ARAMIS zum Einsatz. E6githt eine beiihrungslose, fichen-

hafte Bestimmung des Verzerrungszustands. Die Proben sind dazu misteicteastischen Grauwert-

verteilung zu versehen. rend der zum Teil mehrere Tage dauernden Relaxationsversticlyt e

zudem die Aufzeichnung des Verlaufs der Umgebungstemperatur mittetsdigialen Temperatur-

messgéits.

Das Rohmaterial zur Gewinnung der Probeder in Form von spritzgegossenen Platten mit eineiobenmaterial
Dicke von 4mm wurde vom Leibniz Institutif Polymerforschung (IPF) Dresden zur Megting ge-
stellt. Daraus erfolgte die Fertigung genormter Schulterproben des Ty DIN EN ISO 3167
durch Wasserstrahlschneiden. Die Schnittkanten wurden zur Vemiimgeler Rauheit der Obeitthe
mit feinem Sandpapier nachbearbeitet. Die Geometrie der Pogiexkist in Abb.3.2 dargestellt.

Wahrend der experimentellen Charakterisierung des Materialverhaltedgemwbomogene Bean-Homogenitat der
spruchungszughde vorausgesetzt. Die Kontrolle der Homogarnies Verzerrungszustands in der Prdieanspruchung
be mittels ARAMIS zeigt, dass mit Ausnahme der gekmten Bereiche in der&he der Einspannung
naherungsweise von einem homogenen mehrachsigen Deformationszustan

€11 = €,E22 = €33 = £q, &4 = 0 sonst (3.1
und einem einachsigen Spannungszustand
011 = 0,045 = 0 sonst (3.2)

ausgegangen werden kann. Vergleicht man die mittels ARAMIS aus einessbidieich in der Mitte
des Probe#rpers bestimmten mittleren Dehnungen mit der aus demi\taib von Traversenwegray
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3 Phanomenologie des Materialverhaltens von Polypropylen

(a) Versuchsaufbau (b) Einspannung

Abbildung 3.1: Versuchsaufbau und Einspannung der Piipek

Abbildung 3.2: Geometrie der Probiiper nach DIN EN ISO 3167

und Messhngelmessbestimmten Nenndehnung

c— STrav (3.3)

- ’
lmess

sind entsprechend AbB.3 nur geringe Unterschiede feststellbaiir lie Untersuchung der Bho-
menologie des Materialverhaltens ist daher die Berechnung der DelmawwhgGleichung3.3) aus-
reichend. Wie in Abb3.3(b) gezeigt ist, unterscheiden sich die aus beiden Varianten bestimmten
Spannungs-Dehnungskurven nur geigif. Die Spannung

_
-4

in der Probe wird dabei als Nennspannung aus der gemesséifkraRr" und der Querschnittsfthe
Ap der Probe im Ausgangszustand berechnet.

(3.4)

a

3.1.2 Versuchsprogramm

Zielstellung Mithilfe des beschriebenen Versuchsaufbaus sollen die wesentlictégoflene des Materialverhal-
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0.05
ARAMIS = 30t =
0 0.041 ). . — Nenndehnung| =" E ==
2 — *
o 0.03 ya o 20}
e & &
£ 0.02 =
S g y
A g 101
0.01 S ARAMIS
z - — - — Nenndehnung
0 0 . . : .
0 1 2 3 4 0.01 0.02 0.03 0.04
Traversenweg s Tray [mm] Dehnung ¢ [-]
(a) Vergleich der Dehnungen (b) Vergleich der resultierenden Spannungs-
Dehnungsvedufe

Abbildung 3.3: Vergleich von Nenn- und mit ARAMIS bestimmter Dehnung, witsung auf den
Spannungs-Dehnungsverlauf

tens analysiert und die Struktur eines Materialmodells motiviert werden. \Bie®atik der Versuche
muss dazu an das zu untersuchende Material und die zu identifizieréiggrschaften angepasst sein.
Aufgrund der gewahlten Klassifizierung des Materialverhaltens, die in Abscth2t1 beschrieben
wurde, stehen hierbei die Geschwindigkeitsaidigkeit des Materialverhaltens und das Vorhanden-
sein einer Gleichgewichtshysterese im Mittelpunkt der experimentellen Wotersgen. Da in dieser
Arbeit der Einsatz des Polymers als Matrix eines Verbundwerkstidffstfukturelle Anwendungen, in
denen nur kleine Verformungen zugelassen sind, betrachtet wird,dearSchwerpunkt der Versuche
auf einen Dehnungsbereich van < 5% beschankt werden. Zur prinzipiellen Charakterisierung des
Materialverhaltens werden jedoch auch Experimente im Bereich groffemiaionen durchgéhrt.

Da zurachst nur das mechanische Verhalten bestimmt werden soll, erfolgt diecVisdurchifhrung
unter raherungsweise konstanten Umgebungsbedingungen. Dabei liegtudigdaperatur von =
293K deutlich oberhalb der Gladergangstemperatuy = 253K von PP, so dass auch bei geringen
Temperaturschwankungen keine wesentli8hderung der Panomenologie des Materialverhaltens zu
erwarten ist.

Zur Einordnung des mechanischen Verhaltens von PP werdéglasinmonotone, verschiebungsgeversuche
steuerte Zugversuche mit konstanter Geschwindigkeit durihgefAbb. 3.4(a). Unterscheiden sich
die bei verschiedenen Dehnratén> &, > €3 ermittelten Spannungs-Dehnungskurven, ist dies ein
Hinweis auf die Geschwindigkeitsahigigkeit des Materialverhaltens. Relaxationsversuche bei unter-
schiedlichen Dehnungen > 2 > ¢3 (Abb. 3.4(b) dienen zur Quantifizierung der Geschwindigkeits-
abhangigkeit. Dabei ist zu beachten, dass in den Experimenten keine ideaieg®rmige Belastung
realisiert werden kann. Der Einfluss der endlichen Versuchsg@sdigkeit auf die Parameterermitt-
lung des Modells dedberspannung wird in Anharg diskutiert.

Die Ergebnisse der Zug- und Relaxationsversuche erlauben jedathkeme eindeutige Klassifi-
zierung, da das Materialverhalten bei Entlastung nicht untersucht witcdeher keine Aussage zur
Existenz einer Hysterese getroffen werden kann. Das Versuatgmnog ist deshalb durch zyklische
Versuche (Abb3.4(c) zu erganzen. Da die Materialklassifizierung nachuT im Wesentlichen auf
der Betrachtung von Gleichgewichtszustien beruht, werden die Zyklen durch Haltezeiten zur Rela-
xation der geschwindigkeitsahhgigerUberspannung unterbrochen (ABb4(d). Die Verbindung der
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3 Phanomenologie des Materialverhaltens von Polypropylen

€A .
gmax
........ 51
........ 82
........ 53
t t
(a) Monotone Zugversuche (b) Relaxationsversuche
c EA
lel=konst. ] Y AR
lél=konst.
=)
&
> > ?
t th
(c) Zyklische Versuche (d) Zyklische Versuche mit Haltezeiten

Abbildung 3.4: Systematik der Versuche

bei unterschiedlichen Dehnungen ermittelten diskreten Gleichgewictiszasliefert eine Bherung
fur die Gleichgewichtsrelation.

Abhangig von den in diesen Standardversuchen erzielten Ergebnidsearkzur Karung bestimmter
Abhangigkeiten des Materialverhaltens weitere Experimente sinnvoll sein.

3.1.3 Vorversuche

Die Festlegung konkreter Versuchsbedingungen erfolgt zu Beginexgierimentellen Untersuchun-
gen durch exemplarische Versuche bei verschiedenen Geschveitdiginnerhalb des Messbereichs
der Ptifmaschine. Da am oberen Ende des Geschwindigkeitsbereichs HEF Gfreits deutliche
Tragheitseffekte zu erkennen sind, werden H3(als fochste Geschwindigkeit ausgahit. Als un-
tere Grenze soll zuichst eine Geschwindigkeit vortit! dienen.

Aus den in Abb3.5dargestellten Spannungs-Dehnungskurven ist eine deutliche, vzpedabare Ge-
schwindigkeitsabaingigkeit zu erkennen. Damit sind die givten Versuchsgeschwindigkeiten zur
Charakterisierung des Materialverhaltens geeignet. Zur IdentifikatioiMdeerialparameter werden
die Versuche durch Experimente bei 0,1 und{fOerganzt, so dass ein Geschwindigkeitsbereich
von vier Dekaden erfasst wird. Bezogen auf die Mésge von 110mm ergeben sich Dehnraten von
¢=1,5-10"°...1,5-102L,

In weiteren Vorversuchen soll die Vergleichbarkeit der mit versctmeddrobe&rpern erzielten Er-
gebnisse analysiert werden. Die Untersuchungen erfolgen durshotee an Proben, die ein und der-
selben Polypropylenplatte entnommen werden. Durch die ermittelten Ergekiisgen Rickschiisse
auf die Homogeniit der gegossenen Platten und die Richtungsadigkeit der Materialeigenschatf-
ten gezogen werden. Die Proben werden dazu in verschiedenenriRjehtaus dem Plattenmaterial
herausgeschnitten. Anhand einer Markierung auf der Platte, die dieti@riecng wahrend des Giel3ens
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Abbildung 3.5: Ergebnisse der Zugversuche bei Geschwindigkeited vmd 10050

kennzeichnet, kann zwischen Proben unterschieden werden, dagsioder Querrichtung entnom-
menen worden sind. Die Versuchsgeschwindigkeitdugtin allen Fllen 1050,

Das Spannungs-Dehnungsverhalten deramdsrichtung entnommenen Proben ist in ABli(a) Langsrichtung
dargestellt. Zu erkennen ist der Anstieg der Spannung in der Probe eimegm Maximum, das bei
einer Dehnung von ung&fir zehn Prozent erreicht wird. &frend im Verhalten der einzelnen Pro-
ben bis zu einer Dehnung van= 0, 15 nur geringe Abweichungen zu verzeichnen sind, treten nach
dem Beginn der Einsclimung deutliche Unterschiede auf. So ist der auf die beginnende Eiirseign
zurickzufihrende Abfall der Nennspannung unterschiedlich stark audggepr
Berucksichtigt man die urspingliche Anordnung der einzelnen Proben in der Polypropylenplatte (vg
Abb. 3.6(a), so erkennt man, dass das Versagen der aus der Plattenmitte entnonifmavelarper
erst nach Einschirung und inelastischer Deformation eintritt. Die am Rand der Platte liegemdbarP
zeigen dagegen ein gjgteres Verhalten. lhre nach der Einsghmg erreichte bleibende Verformung
ist wesentlich geringer als bei den aus der Plattenmitte entnommenen &mudrek
Diese Unterschiede lassen auf eine Inhomo@emier zur Verfigung gestellten Polypropylenplatten
schlieRen, die vermutlich aus dem Erstarrungs- undikshingsprozess &hrend der Herstellung re-
sultiert. Allerdings ist festzustellen, dass sich die Auswirkungen demholgenitit auf den Bereich
e > 0,15 beschanken und daheiif das hier im Mittelpunkt stehende Verhalten bei kleinen Deforma-
tionen ohne Bedeutung sind.

Ahnliche Aussagendnnen fir die in Querrichtung herausgeschnittenen Probedr (Abb.3.6(b)  Querrichtung
getroffen werden. Auch hier sind bis zu einer Dehnung von ziikdzehn Prozent keine signifikanten
Abweichungen zwischen den einzelnen Proben erkennbar. Weserliilidlerschiede im Materialver-
halten sind auf die Einsclinung und die Ausrgung der bleibenden Deformation begetkt. Anders
als in Langsrichtung ist keine Symmetrie des Materialverhaltens zur Plattenmitte zwnerkeStatt-
dessen weisen die beidanf3eren Proben die Extremwerte der Bruchdehnung auf. Dabeinvaitie
geringe Unterschiede der Materialeigenschaften bei der Geschwiidigk 100 besonders deutlich
aus, da diese in einettbergangsbereich zwischen demigpen Bruch bei 1087 und der ausgepgten
inelastischen Deformation befd! liegt.

Anhand des Vergleichs vordngs- und Querrichtung wird deutlich, dass die Spannungs-Dehnungsk
ven fur beide Probenorientierungen im Dehnungsbereieh [0; 0, 15] praktisch identisch sind.iF
Versuche mit moderaten Dehnungen muss daher nicht auf die Entnahtunegicter Proben geachtet
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Abbildung 3.6: In monotonen Zugversuchen mit konstanter Geschwintigkmittelte Spannungs-
Dehnungskurveniir verschiedene Entnahmerichtungen der Proksde

werden.

3.1.4 Materialverhalten bei monotonen Belastungen

In diesem Abschnitt wird das Materialverhalten in verschiebungsgegtayenonotonen Zugversu-
chen bei verschiedenen Geschwindigkeiten mit und ohne Haltezeitenrmiitling von Gleichge-
wichtszusnden experimentell untersucht.

Bereits in den Vorversuchen zur Festlegung des zu untersuchemrdehv@ndigkeitsbereichs konn-
te eine signifikante Geschwindigkeitsainigigkeit festgestellt werden. Zum Vergleich des Materialver-
haltens in monotonen Zugversuchen mit konstanter Dehnrate nactBAliga@), die bei Geschwindig-
keiten von 1, 10 und 1G8" durchgetihrt werden, sind in Abb3.7 drei exemplarische Spannungs-
Dehnungskurven dargestellt, deren Verlauf als charakteristigctii¢ jeweilige Belastungsgeschwin-
digkeit angesehen werden kann.
Mit Erhohung der Versuchsgeschwindigkeit ist eine deutliche, nicht propateaZunahme der Span-
nung verbunden. Gleichzeitig nehmen Bruchdehnung und inelastisdberiation ab. Die bei einer
Geschwindigkeit von 1087 untersuchten Rifkdrper versagen bei einer Dehnung von 15 Prozent be-
reits kurz nach Erreichen der maximalen Nennspannung.
Im Gegensatz dazu kann bef bis zu einem Traversenweg von 80mm kein Bruch der Probe festge-
stellt werden. Nach der Ausbildung einer Einsgéhumg im oberen Drittel der Probe, deren Lage durch
die Inhomogenit der Materialeigenschaften infolge des Herstellungs- undiAlkgsprozesses be-
dingt ist, wachst der eingeschinte Bereich kontinuierlich an. Dabealft auch die unterschiedliche
Transparenz der beiden Bereiche der Probe auf.
Die Langefanderung der Probe nach Beginn der Einschng ist auf die Zunahme der inelastischen
Deformation in zwei &aumlich eng begrenzten Prozesszonen an den Enden der bereitbildesge
ten Einschiirung zutickzufuhren, die einen inhomogenen Deformationszustand aufweisen. Die Ver-
groflRerung der Einsclimung bei Zunahme des Traversenweges erfolgt durch Verscigeter Pro-
zesszonen beiaherungsweise konstanter Last und kann bei einer Versuchsgedigkeit von 1m0
die gesamte Probe umfassen.
Wie in Abschnitt3.1.3 bereits erhutert wurde, ist die Reproduzierbarkeit des bei einer Geschwin-
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Abbildung 3.7: Vergleich charakteristischer Spannungs-Dehnumgsikumonotoner Zugversuche bei
verschiedenen Geschwindigkeiten

digkeit von 1¢G5M beobachteten Verhaltens im Vergleich zu den beiden anderen Gesakeiteh
eingeschiinkt, da diese Rfgeschwindigkeit imJbergangsbereich von gjgfem zu duktilem Versagen
liegt und deshalb geringe Inhomogeénén der Materialeigenschaften besonders groRe Auswirkungen
haben. Dennoch ist sowohl higgdich des erreichten Spannungsniveaus als auch des Deformationsve
haltens eine deutliche Abgrenzung gegleer dem Spannungs-Dehnungsverhalten bei 1 bzw{ 100
gegeben. Obwohl im Gegensatz zu der beillB@epiiften Probe eine deutliche inelastische Defor-
mation zu erkennen ist, kann sich in den meistéaleh keine stabile Prozesszone ausbilden.

Auch im Bereich kleiner Dehnungen< 0, 05, der im Mittelpunkt der Arbeit steht, ist die nichtpro-
portionale Geschwindigkeitsalihgigkeit des Materialverhaltens deutlich zu erkennen. Abbilcu8g
stellt dazu die Mittelwerte der bei Geschwindigkeiten von 1, 10 und¥08érmittelten Spannungs-
Dehnungskurven einander vergleichend géidpen.

Nach dem prinzipiellen Nachweis der Geschwindigkeit@agiigkeit in monotonen Zugversucherrelaxations-
ist fur die in den Materialmodellen angestrebte Trennung von geschwindigkeitsgigerUberspan- Versuche
nung und geschwindigkeitsunadigigem Gleichgewichtsanteil (v@.2.2 eine angepasste Versuchs-
durchiihrung erforderlich. Unter der Voraussetzung der Existenz von i@eigichtszustnden (vgl.
2.2.3 ermobglichen Relaxationsversuche die separate experimentelle Untersudgbuuggschwindig-
keitsabkangigenUberspannung. Die Spannungswerte am Ende der Relaxation stélemhgswerte
fur diskrete Punkte der Gleichgewichtsrelation dar. Da die Mate@alpimene, die zur Relaxation der
Spannung bei konstanter Dehnuridpfen, auch die Geschwindigkeitsainigigkeit verursachen, sind
Relaxationsversuche zur volistdigen Charakterisierung des Materialverhaltens und Aiesgn Pa-
rameteridentifikation eines Materialmodells d#verspannung von groRer Bedeutung.

In einem idealen Relaxationsversuch wird der Prd@pé&r einer sprunghaften Dehnuagslerung aus-
gesetzt. In der Reatit ist eine derartige ideale Belastung jedoch nicht zu realisieren. Die hieekds
xationsversuche bezeichneten Experimente stellen deshalb die statistdstzbog eines monotonen
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Abbildung 3.8: Vergleich der gemittelten Spannungs-Dehnungskurverotmoer Zugversuche bei
verschiedenen Geschwindigkeiten bis zu einer maximalen Dehnung-¥adn 05

Zugversuchs mit konstanter Dehnrate (ABBL(b) dar. Die in beliebigen Lastgeschichten integrierten
Haltezeiten Abb3.4(d) werden als Zwischenrelaxationen bezeichnet und dienen der Ermittlung de
Gleichgewichtsrelation.
In Abb. 3.9sind die zeitlicherAnderungen der Spannung sowie die aufgezeichneten Umgebungstem-
peraturenifir zwei Relaxationsversuche mit Haltezeitgivon 48 bzw. 58 Stunden dargestellt.
Die Belastung der Proben wird durch einen Zugversuch mit der maximalsch@andigkeit von 500
oM aufgebracht. Nach Erreichen eines Traversenwegeswgn= 5mm wird die Verschiebung kon-
stant gehalten und der Spannungs-Zeitverlauf aufgezeichnet. larbeetsuchen ist dabei eine aus-
gepragte Spannungsrelaxation zu erkennen. Ausgehend von einemnsg&pianungsabfall, nimmt
die zeitlicheAnderung der Spannungalirend des Versuchs deutlich ab, bis die Relaxation nach 58
Stunden Haltezeitiir die angestrebte Materialmodellierung als abgeschlossen und deheri$pan-
nungswert als Gleichgewichtsspannung betrachtet werden kann.
Besonders audillig sind die in beiden Versuchen beobachtbaren Abweichungen vom emmotonen
Spannungs-Zeitverlauf, die durch die im Tagesverlauf auftretend@sddkung der Umgebungstempe-
ratur Ay < 5K hervorgerufen werden. Dabei ist von eitéfverlagerung der Temperaturatyigkeit
der Materialeigenschaften und der thermischen Ausdehnung der &rsbegehen.

Gleichgewichtsre- Zur experimentellen Ermittlung der gesamten Gleichgewichtsrelation existieiemeaneits in Ab-

lation schnitt2.2.1erwahnt wurde, zwei Mglichkeiten. Eine ldherung der Gleichgewichtsrelatiobrinte
theoretisch durch kontinuierliche Versuche mit einer sehr geringemdesgeschwindigkeit bestimmt
werden. Diese Art der Versuchsdurthfung bedeutet, dass ditberspannung in jedem Punkt der
Spannungs-Dehnungskurve relaxiert sein muss, damit der gemé&yseameungsverlauf einer Gleich-
gewichtskurve entspricht.
Aufgrund der langen beobachteten Relaxationszeiten des untersidhishdie bei kontinuierlicher
Versuchsdurclithrung mit einer endlichen Geschwindigkeit bestimmte Kennlinie nur eine $talec
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Abbildung 3.9: Spannungs- und Temperatur-Zeiteft {ir zwei Relaxationsversuche mit Haltezeiten
von 48 bzw. 58h

Naherung fir die Gleichgewichtsrelation. Abbildur®;10(a)zeigt zur Veranschaulichung neben der
mittleren Spannungs-DehnungskurveétDauch die @ir die minimale Geschwindigkeit von 0,003
ermittelte Kennlinie, sowie den durch zwei je zelimgtige Zwischenrelaxationen bei Traversenwe-
gen von zwei und vier Millimetern unterbrochenen Zugversuch mfEACEs ist erkennbar, dass die
bei der kleinsten mit der vdifbaren Rifeinrichtung realisierbaren Versuchsgeschwindigkeit ermit-
telte Spannungs-Dehnungskurve deutlitter den Endpunkten der Zwischenrelaxationen liegen. Aus
diesen Beobachtungen ist zu schlussfolgern, dass mit der bestahésrdachstechnik eine kontinu-
ierliche Messung der Gleichgewichtsrelation nichigtich ist. Es bnnen lediglich diskrete Punkte
ermittelt werden. Aus praktischen @rden sind bei der Durctihrung von Zugversuchen mit Zwi- zwischenrelaxatio-
schenrelaxationen Haltezeiten von 48 Stunden und mehr nicht vertiféibdie Wahl einer geeigneten"®"
verkiirzten Haltezeity,,, wird deshalb

Aop (chR) =0,9-Aog (th = 48h) (3.5)

festgelegt, d. h. bei Erreichen der reduzierten Haltezeit sind 90 rdegJberspannung relaxiertiiF
das vorliegende Materiaiifirt diese Bedingung atif,,=3h. In Abb.3.10(b)ist ein derartiger, mit einer
Geschwindigkeit von 1GhT durchgeiihrter, Versuch dargestellt. Die Ermittlung diskreter Gleichge-
wichtszusénde erfolgt iir verschiedene Traversenwege mit einem AbstandA@f,, = 0, 5mm. Zur
Interpretation der Ergebnisse sind auRerdem die mittlere Spannungsiiggtkurve tir kontinuierli-
che Versuchsfhrung sowie der bereits beschriebene Versuch mit zwei Haltezeiteje \aahn Stun-
den abgebildet. Anhand der grafischen Darstellung wird deutlich, da&pdnnung in dem durch die
Strich-Punktlinie gekennzeichneten Versuch sich nach dem Ende aiitereit wieder der Spannungs-
Dehnungskurve des kontinuierlichen Versuchhiert. In dem durch eine @ere Anzahl von Haltezei-
ten unterbrochenen Versuch ist dies bedingt durch die dichte Folgévdschenrelaxationen nicht
moglich.

43



Be- und
Entlastung

3 Phanomenologie des Materialverhaltens von Polypropylen

30 30 —
T T T T
Z. 20} - 2 20} -
) o
o
[ on
: =
% oy /o T 10 mm/min § 10y - — - 10 mm/min
(% 10 mm/min ZR = ——— 10 mm/min ZR ¢ =10h

"""" 0.005 mm/min -+ 10 mm/min ZR th:3h
0 - - - - 0 - : : :
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05

Dehnunge [-] Dehnung ¢ [-]

(a) Ermittlung der Gleichgewichtsrelation bei kontinuie(ly) Vergleich monotoner Zugversuche mit und ohne Halte-
cher Versuchsdurctihrung zeiten bei 1%

Abbildung 3.10: Zur Ermittlung der Gleichgewichtsrelation

Vergleicht man die beiden Versuche mit Zwischenrelaxationen, so istreke, dass die nach Halte-
zeiten vonty =10h bzw.ty,,=3h erreichten Spannungswerte praktisch identisch sind und die Anstiege
der Spannung bei Ednung der Dehnung giitbereinstimmen.

Durch die dichte Abfolge von Haltezeiten in dem Versuch tpjt=3h kdnnen wichtige Aussagen
zum Relaxationsverhalten des Materials gewonnen werden. Bereitertmistien Haltezeit b@irqy =

0, 5mm bzw.e = 0, 0045 ist eine deutliche Spannungsrelaxation zu erkennen. B#ss tarauf schlie-
Ren, dass eine Geschwindigkeitsabgigkeit des Materialverhaltens ab Belastungsbeginn auftritt. Ver-
gleicht man die bei unterschiedlichen Dehnungen nach dem Ende ddéligewdHaltezeit gemesse-
nen Spannungsanstiege, so sind keine signifikanten Unterschiedezeickiaen. br die Materialm-
odellierung wird daher davon ausgegangen, dass das geschwitsiipkingige Materialverhalten un-
abrangig von der Dehnung ist.

3.1.5 Materialverhalten bei nichtmonotonen Belastungen

Bisher wurden lediglich diskrete Punkte des Belastungspfades der Gdeidhtsrelation experimen-
tell bestimmt. Zur Einordnung des Materialverhaltens ist jedoch eine BevgedemGleichgewichts-
hysterese und deshalb eine Untersuchung des Relaxationsverhait&mglastung erforderlich. Eine
dazu geeignete Versuchsdurighfung ist in Abb.3.4(d)dargestellt. Br die Zwischenrelaxationen der
im Folgenden beschriebenen Versuche wird ebenfalls digiveik Haltezeit vortn,,=3h verwendet.
Entsprechend der Festlegung der Relaxationszeit nach GleicBiigdliten bei einem Traversenweg
von stray = 5.0mm ungedhr 90 Prozent der geschwindigkeitsabbigenUberspannung relaxiert sein.
Abbildung3.11zeigt die Spannungs-Dehnungs- und Spannungs-Zeitkurven erasigen Versuchs,
der mit einer Belastungsgeschwindigkeit von™Ddurchgeiihrt wurde. In Abb.3.12 werden die

bei einer Geschwindigkeit von ¥ erzielten Ergebnisse denen eines gleichartigen Versuches ge-
geriibergestellt, der bei 18" durchgeiihrt wurde. Aufgrund des geringen Abstands zwischen den
einzelnen Haltezeiten weisen beide Kurveriefé keine gravierenden Unterschiede auf.

Als wesentliches Ergebnis der zyklischen Versuche mit Zwischenrelaeatist aufgrund der Rich-
tung der Spannungsrelaxation in Be- und Enlastungspfad festzustiksgine von Null verschiedene
Gleichgewichtsrelation existieren muss. Der Abstand degfeiche Dehnungen bei Be- und Entlas-
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Abbildung 3.12: Vergleich von zwei zyklischen Versuchen mit Zwischixationen bei 10 und
100mm

min

tung bestimmten Abbruchpunkte deutet dabei auf die Existenz einer Gleiicgehysterese hin. Die
Verbindung der Endpunkte der Zwischenrelaxationen ergibt eineadhgekiimmte, sehr flach ver-
laufende Gleichgewichtsrelation mit geringer Hysteresel@eichtigt man die Tatsache, dass die Re-
laxation nach einer Haltezeit von drei Stunden noch nicht komplett ablgssen ist (vgl. Abb3.17),

ist davon auszugehen, dass die Aasjpung der Gleichgewichtshysterese geringer sein wird. Da die bei
kontinuierlicher Versuchsihrung gemessenen Spannungswerte (8bt0(b) deutlich toher als die
hier erreichten Gleichgewichtswerte sind, wird das Materialverhaltenmtessuchten PP wesentlich
von der geschwindigkeitsabhgigenUberspannung bestimmt.

Den Abschluss der experimentellen Charakterisierung bilden zyklisafseidfee im Bereiclh > 0. zyklische
Da aufgrund des inelastischen Materialverhaltens auch bei positivenuRgen Druckspannungen'e'suche
auftreten nnen, erfolgt die Durclithrung der Versuche unter Verwendung einer Knigtz, die das
Ausknicken der Probékper behindert.

Abbildung 3.13(a)zeigt einen weggesteuerten Versuch mit 10 Zyklen und einer konstambgi-A
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Abbildung 3.13: Zyklische Versuch bei 79

denen der folgenden Zyklen. Betrachtet man die Werte der Spannumg ibmikehrpunkten, ist ein
Absinken der Extremwerte der Spannung zu beobachteten. AuReatenele sukzessive Verkleine-
rung der Hysterese festgestellt werden. Da die zwischen zwei anéErfalgenden Zyklen auftretende
Anderung jeweils geringer wird Ahmert sich das Materialverhalten einer stadi@m Hysterese an.

In dem in Abb.4.19(a)dargestellten Versuch wurde die Probe durch weitere zehn Zyklefrhgi =
5,0mm undstray, = 7, 5mm belastet. Bei erstmaliger Evhung der Dehnung bis zur jeweilachsten
Amplitude ist analog zur Erstbelastung Begja, = 2, 5mm eine deutlich bhere Spannung als in den
Folgezyklen zu beobachten. Dabeaehst mit Zunahme der Dehnungsamplitude auch die Hysterese
an.

3.2 Strukturelle Ursachen des beobachteten Materialverhaltens

Obwohl die kontinuumsmechanische Modellierung des Materialverhaltens mltégiemenologischer
konstitutiver Beziehungen ohne Betrachtung der ®oge im Inneren der Materie erfolgt, kann die
Kenntnis der molekularen Ursachen des Materialverhaltens desseprétddion erleichtern und die
Formulierung eines Materialmodells motivieren. Der folgende Abschnitt gibhalb einetJberblick
zur Materialstruktur thermoplastischer Polymere sowie zu ihrem Einflusgssuihechanische Verhal-
ten.

3.2.1 Morphologische Struktur

Polymere bestehen aus kettémhigen Makromoleilen, deren Elementarbestandteile sogenannte Mo-
nomere sind. Neben dem Mol@ufbau bestimmt insbesondere die Vernetzung der Makrorilglek
untereinander die Eigenschaften des Kunststoffs. Ein Polymer, diseane oder schwach verzweigte
Molekulketten aufweist, die nicht miteinander vernetzt sind, heildt ThermoplaserBdie Verzwei-
gungen der Makromoléke ein weitmaschiges Netz von Veilgpfungen, wird das Polymer aufgrund
der ausgef@gten Rhigkeit zu reversiblen Deformationen als Elastomer bezeichnet. Mit marater
Vernetzung nimmt die elastische Verformbarkeit ab, das MateriaBltestth spode. Derartige Poly-
mere werden Duromere oder Duroplaste genannt.
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3.2 Strukturelle Ursachen des beobachteten Materialverhaltens

Neben den mechanischen Eigenschaften bestimmt die Vernetzung demvidédkille auch die Schmelz-
barkeit der Polymere. Yhrend die unvernetzten Thermoplaste schmelzbar sihd, die strkere Ver-
netzung bei Elastomeren und Duromeren zum Verlust dieser Eigehédleaiges u. a(20032).

Die morphologische Struktur bezeichnet dasiigefeines Werkstoffs. Dabei unterscheidet man zwitorphologische
schen Nahordnung und Textur. Die Nahordnung ist die Struktur aufkmlaleer Ebene zwischen be-Strukiur
nachbarten Polymermolélen. Sie kann von kristallin (regeki®ig) bis amorph (unregeblfiig) rei-
chen. Oberhalb der molekularen Eberimken sich weitere Ordnungen ergeben, diese werden unter
dem Begriff Textur zusammengefasst. Bei Polymeren entstehen TextuBerdurch die Anordnung
kristalliner und amorpher Bereiche. Siérinen mithilfe von Rntgenbeugungsexperimenten bestimmt
werden.

Voraussetzungifr die Ausbildung einer idealen kristallinen Struktur sind Mdilkletten mit einem re-
gelmafigen Aufbau, der ein geordnetes Aneinanderlegeib@iant. Bei Kunststoffen tritt ein solcher
idealer Zustand, bedingt durch die langen Makromileknicht auf. Stattdessen existieren kristalline
und amorphe Bereiche nebeneinander - eine Struktur, die als teilkristaikichaet wird. Dabeitfhrt
das Vorhandensein von zwei Phasen mit deutlich verschiedenen Ehgdies zu einem gegéher
rein amorphen Polymeren komplexeren Materialverhalten.

Die Vorstellung, dass teilkristalline Polymere aus kristallinen Bereichen kmstele in regelloser
Form in einer Matrix ungeordneter Molélketten eingebettet sind, entspricht nicht der RaalNiel-
mehr erfolgt die reale Kristallbildung durch die lamellenartige Faltung von brakitekilen und geht
sternbrmig von einem Kiristallisationskeim aus. Gemeinsam mit amorphen Bereichemn laidse
Lamellen sogenannte Satolite. Die aus verschiedenen Keimen entstehendearSlite ergeben die
Textur des Polymers.

Das hier untersuchte PP ist ein thermoplastisches Polymer. Die Verbinthaejner Makromo- Polypropylen
lekiile erfolgt im Wesentlichen durch Verhakungen, wobei die langer]m&RRigen Molekilketten zu-
mindest bereichsweise eine hohe Packungsdichtégichen. Bei der Erstarrung der Schmelze aus-
gehend von Kristallisationskeimen entstehen die oben beschriebenaro8phmit kristallinen und
amorphen Bereichen.

Die Makromolekile von PP bestehen aus dem Monomer PropyleH (Abb. 3.14(a). Abhangig
von der Anordnung des Substituent@it/; ergeben sich Polypropylene verschiedener TaktiZAbb.
3.14), die trotz identischer Grundbausteine deutlich unterschiedliche Eigaitscibesitzen. Offen-
sichtlich fordert die regelraBige Struktur der Moldkketten des isotaktischen PP (At#hl14(b) die
Ausbildung kristalliner Bereiche, so werden Kristallatggrade von bis zu 65 Prozent beobachtet. Im
Gegensatz dazu liegt die ataktische Variante (Abk4(c) nur in amorpher Form vor. Bedeutende
Unterschiede ergeben sich auch hinsichtlich der mechanischen EigéeschAahrend die Elasti-
zitatsmoduln von ataktischem und isotaktischem PP im Bereich von 1000 bis1Padigen, erreicht
die syndiotaktische Form (AbB.14(d) lediglich 400MPa $chwarz(2004). Bei dem hier untersuch-
ten PP handelt es sich um ein teilkristallines, isotaktisches PP.

3.2.2 Strukturelle Ursachen des mechanischen Verhaltens

Das Materialverhalten von Polymeren unterscheidet sich bei Raumtempeuégeund ihrer morpho- Relaxations-
logischen Struktur zum Teil deutlich von dem metallischer Werkstoffe. Ejaisph dafir soll das Versuch
Verhalten von PP in einem idealen Relaxationsversuch diskutiert weltdemem solchen Experi-

ment wird der Probekper zum Zeitpunki, durch eine anschlieBend konstant gehaltene Dehaging

belastet (Abb3.15. Das Aufbringen der makroskopischen Verformuiirt im Material, unter der
Annahme einer idealen Versuchsduiiinfung, zudchst zu einem sprunghaften Anstieg der Spannung
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Abbildung 3.14: Taktizi&t von Polypropylen

auf den Wertry zum Zeitpunktt, (Abb. 3.15(b). Im weiteren Verlauf zeigt sich trotz konstanter Deh-
nung ein Abfall der Spannung. Die Ursaclie flieses Verhalten ist, wie nachfolgendagitiert wird, in
der Struktur des Materials zu suchen.

EA g

t

to t to

(a) Dehnungs-Zeitverlauf (b) Spannungs-Zeitverlauf

Abbildung 3.15: Belastung und zug&figer Spannungs-Zeitverlauifif Relaxationsversuch

Im unbelasteten Zustand ist das in ABbl6vereinfacht skizzierte Makromolékim Punkt A mit
anderen hier nicht dargestellten Molgén verbunden. Bei Deformation des Netzwerks von Makromo-
lekulen, werden die Moldlketten gedehnt (Abl8.16(b). Im Versuch ist eine spontane Spannufg
messbar.

Da sich infolge der Veirmebewegung jedochastdig Verkriipfungen zwischen den Makromolgkn
I6sen und an anderer Stelld’} neu bilden, kommt es zu einer lokalen Entlastung der gedehnten Mo-
lekulketten, die makroskopisch als Absinken bzw. Relaxation der Spanm(ingegistriert werden
kann (Abb.3.16(c) — ein Mechanismus der bei amorphen Polymeren besonders starpauggst.

Diese Erkenntnisse liefern die mikromechanische Motivatiorefn rheologisches Modell zur Abbil-
dung des Materialverhaltens, das aus einer Reihenschaltung vonuretlBampfer besteht und als
MAXWELL -Element bezeichnet wird (Abl8.16(d). Das sprunghafte Aufbringen einer Dehnung
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Abbildung 3.16: Mikromechanische Motivation des viskoelastischen Métertzltens anhand eines
Makromolekils, vgl.Tobolsky(1967)

fuhrt zurachst zur Deformation der Federatrend das Bmpferelement keinen Beitrag zur spontanen
Deformation liefert. Dies entspricht der Verformung der Maikketten.Ahnlich dem Lbsen und der
Neubildung von Verkiipfungen im Netzwerk der Makromoléle fuhrt die allméhlich einsetzende De-
formation des Bmpferelements zu einer Enlastung der Feder und damit zur Abnahme &awaton
der Spannung(t).

Neben der Spannungsrelaxation ist durch den Einfluss demé&bewegung auf das Netzwerk detemperatur-zeit-
Molekillketten auch die ausgeqmte TemperaturaBingigkeit des mechanischen Verhaltens von Polygrschiebung
meren zu erkdren. Beispielsweisdihrt eine Erldhung der Temperatur zu einer Beschleunigung der
Relaxationsvorgnge, eine Tatsache die zur Reduktion des zeitlichen Aufwamasrfen Relaxations-
versuch genutzt werden kann. Dieses Prinzip wird als Temperaturersitiebung bezeichnet. Zu be-
achten ist dabei, dass durch Temperatutmderungen auch andere temperaturaktivierte Mechanismen
an Einfluss gewinnen und das Versuchsergebnis beeinflugseaeii.

Das Relaxationsverhalten von kristallinen Mikrostrukturen ist im Vergleicldem amorpher Po- kristalliine
lymere deutlich komplexer, insbesondere dann, wenn sich die Kristatlinit Verlauf des Relaxati- Pelymere
onsexperiments vandert. Dadurch wird auch diel@igkeit der Temperatur-Zeitverschiebung einge-
schiankt. Da der Spannungsabfdlirfkristallines PP deutlich geringer ist alg {die amorphe Variante,
ist davon auszugehen, dass der Einfluss der amorphen Phase intédlitkeism PP das Relaxations-
verhalten dominiert{obolsky(1967). Deshalb wird an dieser Stelle auf eine weitere Diskussion der
Eigenschaften der kristallinen Phase verzichtet.
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4 Modellierung des Materialverhaltens von
Polypropylen

Die Modellierung des mechanischen Verhaltens von Polymeren erfolgt migists pfanomenologi- Einfuhrung
scher Materialmodelle. In der Literatur finden sich zahlreiche Voégghkowohl ifir kleine als auch
grolRe Deformationer§imo (1987; Arruda u. a(1999; Kaliske und Rother1997; Lion (19973ab);
Reese und Govindje@9998; Keck (1998; Miehe und Keck(2000; Drozdov(1998; Drozdov und
Christiansern(2003 2007ha); Drozdov u. a.(2009). In einigen dieser Modelle werden die konstitu-
tiven Gleichungen aus einem Modell des lokalen Netzwerks von Polymbenk@rruda und Boyce
(1993ha); Heinrich und Kaliskg1997); Kaliske und Heinrici{1999) motiviert. Die Abbildung spezi-
eller Pranomene des Materialverhaltens wie dem Mullins-Effekt stellt einen weiSalawerpunkt der

in der Literatur verzeichneten Arbeiten d&dvindjee und Sim@1992); Lion (1996 19973; Ogden

und Roxburgh{1999; Drozdov(2009).

Inhalt dieses Kapitels ist die Formulierung eines derartigeémpmenologischen, thermodynamisch
konsistenten Materialmodellgif PP, das die wesentlichen im Experiment beobachtbarandpiene

des Materialverhaltens abbilden kann. Neben der auagepr Geschwindigkeitsahgigkeit und dem
damit in Verbindung stehenden Relaxationsverhalten ist eine Gleichgelmjstasese zu modellieren.
Entsprechend der in Abschnit2.1eingefihrten Klassifizierung ist dazu ein viskoplastisches Materi-
almodell erforderlich.

Ausgehend von der Analyse der strukturellen Ursachen des Matehaltens im vorigen Kapitel wer-
den zurachst Modelle der linearen Viskoelast#&izur mathematischen Beschreibung des geschwindig-
keitsabkingigen Materialverhaltens sowie ein Verfahren zur Identifikation viaktischer Spektren
untersucht.

Die Formulierung des konkreten viskoplastischen Materialmodafi$P erfolgt unter Nutzung ei-
nes endochronen Plastaismodells zur Modellierung der Gleichgewichtshysterese und eines verall-
gemeinerten MXWELL-Modells der linearen Viskoelastizit zur Abbildung des geschwindigkeits-
abhangigen Materialverhaltens. Die Erweiterung um éiherspannungsabhgige Viskos#tsfunktion
ermoglicht die Beschreibung der in den Experimenten beobachteten nichéimn€aaschwindigkeits-
abhangigkeit.

Zur Anwendung im Rahmen der mehrskaligen Modellierung textilaekstr Thermoplaste wird das
einachsige Materialmodell schlie3licirfmehrachsige Beanspruchungen verallgemeinert und in ein
FE-Programm implementiert.

4.1 Einachsige lineare Viskoelastizit at

Wie bereits in Abb3.16anhand der Analogie zwischen dem Verhalten eines Makromlgelad dem  maxweL-
MAXWELL -Modell gezeigt wurde, kann die bei konstanter Deformation beobicBigannungsrela- Eement
xation durch eine einfache Reihenschaltung von Feder- @amddderelement modelliert werden. Nach

einer ausreichend langen Haltezeit erreicht die viskose Dehnungatepfers den Wert der Gesamt-
dehnung und die Spannung deskMvELL -Elements relaxiert auf den Gleichgewichtswekrt 0. Die
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4 Modellierung des Materialverhaltens von Polypropylen

Beschreibung einer von Null verschiedenen Gleichgewichtsrelatiorispielsweise durch die Paral-
lelschaltung einer Federdglich (Abb.4.1). An dem daraus resultierenden Dreiparametermodell sollen
die Grundlagen der linearen Viskoelasti#theorie edutert werden.

4.1.1 Dreiparametermodell

Implizite Die implizite Darstellung der Materialgleichungen (vgl. Abschgitt.3 des Dreiparametermodells er-

Darsteliung gibt sich aus den Spannungs-Dehnungsbeziehungen der einactigggischen Grundelemente der
linearen Fedetsr = Ee mit der Federsteifigkeif? und des linearen @mpfersop = ne mit der Vis-
kositat n; unter Beachtung des mechanischen Gleichgewichts und der Kinematik,rdiedhs rheo-
logische Modell in Abb4.1 gegeben sind. Da nur das Materialverhalten dampfers ab&ngig von

04— >0
o */VW/\/'[I'—O—' o
(S ov
9 > q

Abbildung 4.1: Dreiparametermodell der linearen Viskoelastizit

der Dehnrate ist, entspricht das rheologische Modell einer Aufteilungplannung in die geschwin-
digkeitsunabhngige Gleichgewichtsspannung der Fetf8rund die geschwindigkeitsabhgigeUber-
spannung des MXWELL -Elementsr°®"

o =0c%4 %, 4.1)
Aus den Dehnungen der Federelemente ergeben sich die Spannungen

0% = Ee, (4.2)
o = c(e—q¢%), (4.3)

wobei die Feder des MXWELL-Elements um die elastische Differenzdehnufig= ¢ — ¢°¥ ver-
formt wird. Aus der Bedingung, dass innerhalb desXWELL -Elements die Spannungen in Feder und
Dampfer aufgrund der Reihenschaltung gleich groR3 seissenc® = c (e — ¢®¥) = n¢® folgt die
erforderliche Evolutionsgleichung

o ¢

q-OV - (E _ qOV) (44)
n n
fur die innere Variablg®'. Anhand der grafischen Darstellung des rheologischen Modells isi dab
anschaulich klar, dass es sich um eine innere Variable des Dehnusgsiygelt, die als viskose Deh-
nung interpretiert werden kann. Durch die Gleichungéd)(bis (4.4) ist somit eine vollsindige Be-
schreibung des einachsigen, linear viskoelastischen MaterialverhdiksnSreiparametermodells in
impliziter Form gena3 .30 und @.31) gegeben.
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4.1 Einachsige lineare Viskoelastetit

Die implizite Darstellung der konstitutiven Gleichungen kafin lbeliebige Modelle der linearenexplizite

Viskoelastizititstheorie in die explizite Darstellung Darstellung
/ d
o(t) = / Z(T)R(t — 7)dr (4.5)
T

ubertihrt werden, wobei die Eigenschaften des Materialmodells @oithg durch die Relaxations-
funktion R(t) beschrieben werden. Sie entspricht der Spannungsantwort aufuemgeitpunktt = 0
aufgebrachte Einheitsdehnung. Das Integra#iB)(ist physikalisch al$Jberlagerung der Spannungs-
antworten auf dieAnderungen der Dehnurigper die gesamte Dehnungsgeschictite) V = < ¢ zu
interpretieren. Gleichungt(5) wird daher auch als BLTzMANN sches Superpositionsintegral bezeich-
net. Die spezielle Form der Relaxationsfunktion ist &@dig von der Schaltung der rheologischen
Grundelemente.

Fur das Dreiparametermodell folgt unter Voraussetzung einer spasineieg Ausgangskonfiguration
o% (—o0) = 0 die spezielle explizite Darstellung der konstitutiven Beziehungen in Forrfuleltio-
nals defUberspannung

¢
a®(t) = / dz(:)ce_;(t_T)dT. (4.6)

—0o0

Fur die Gesamtspannung @hman aus4.1) und @.2) unter der Beiicksichtigung vorz (—oc) = 0

t
olt) = / dz(:) <E+ce 0= T)>d7 4.7)
- Rgp

mit der speziellen Relaxationsfunktidtyp des Dreiparametermodells.
Abschliel3end soll die in Abschni®2.3erlauterte Eigenschaft des nachlassenderéaGenis oder Fading Memory
auch Fading Memory am Funktional dgberspannung der einachsigen linearen Viskoelaétiaich-
gewiesen werden. Dazu stellt man das Funktionallteerspannung4(6) in Abhangigkeit von der
relativen Dehnungsgeschichtegemal? .37 mit s = ¢ — 7 dar

t

ot = | T vy — )i = / %) o (s)as. (4.8)

—00 0

Dabei bezeichnek®Y denUberspannungsanteiI der Relaxationsfunktion. Nach partieller Integra
0
o(t) = [2L(s)R*(s / el (s)R™(s (4.9)
erhalt man wegent(0) = 0 und R%(c0) = 0

o®(t) = /E’ﬁ(s)Rlov(s)dS. (4.10)
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4 Modellierung des Materialverhaltens von Polypropylen

Die AbleitungR® desUberspannungsanteils der RelaxationsfunkiRH(s) wird als Geéchtnisfunk-
tion bezeichnet und besitzt die Eigenschaft
lim R"®Y(s) = 0. (4.11)
Durch die Wichtung mit der GedthtnisfunktionR’®Y, deren Betrag eine monoton fallende Funktion
sei, nimmt der Einfluss der relativen Dehnungsgeschief(t® ab, je Bnger diese ziickliegt. Das
Funktional derUberspannung verschwindet deshalb asymptotiéchlie statische Fortsetzung™®
beliebiger Dehnungsgeschichten und zeichnet sich daher durchdiiegRdemory- oder Relaxations-
eigenschaft audHaupt(2002). Die Gedachtnisfunktion des Dreiparametermodells kann mit
02 _c

R3p(s) = —c n® (4.12)
angegeben werden. Gillif das als Relaxationszeit bezeichnete %iérfist = 1 > 0, dann besitzt die
Funktion die oben genannten Eigenschaften. )
Obwohl das Materialmodell in einem Relaxationsversuch eine zeithetterung der Spannung bei
konstanter Dehnung und damit eine scheinbare Zeitadplgkeit beschreibt, liegt keine explizite Zeit-
abhangigkeit der konstitutiven Beziehungen vor, da nur die Zeitdiffeseais unabhngige Variable im
Funktional detUberspannung vorkommt. Dadurch wird das Prinzip der materiellen Ohjgittiicht
verletzt.

4.1.2 Verallgemeinertes M AXWELL-Modell

Zwar kann das bisher betrachtete Dreiparametermodell die Giigeddes viskoelastischen Materi-
alverhaltens abbilden, es ist jedoch durch die Verwendung eines enzBlnxwWELL -Elements nur
bedingt zur Beschreibung des ausgepen Relaxationsverhaltens von Polypropylen geeignet, da der
aktive Bereich eines solchen Elements auf die Umgebung der Relaxattonsmsschénkt ist (Abb.

4.2).

10 10 10° 10 10
Zeit t [s]

Abbildung 4.2: Verlauf des normiertdberspannungsanteils der Relaxationsfunktion
Um die, in den experimentellen Untersuchungen beobacthibtr, mehrere Dekaden ablaufende

Spannungsrelaxation zu modellieren, ist eine Erweiterung des Modeilslertich. Dies ist in syste-
matischer Form durch dedbergang von einem Dreiparameter- zu ein@m, + 1)-Parametermodell
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4.1 Einachsige lineare Viskoelastetit

moglich, das neben der linearen Feder eine ParallelschaltungMdmXxwELL -Elementen mit je zwei
Parametern endit (Abb.4.3). Die Gesamtspannung setzt sich aus der Spanntftdes Federelements

FE
- o’eq<—o—/\/\/\/\/—o—>o'eq
¢ m
O ¢ n; —0
O'Z-OV' T—o—» O-LOV
oV
< €i pla 1
c
ov nv nTLV
o) VY
ny ny
9
-y p

Abbildung 4.3: Verallgemeinertes AKWELL -Modell

und den geschwindigkeitsabihgigenUberspannungen?” dern, MAXWELL -Elemente
Ny
o=0%+ Z o (4.13)
=1

zusammen. Die implizite Darstellung der konstitutiven Beziehungen des venaligerten M-
WELL-Modells lautet

o = FEe+ Z cile —¢"), (4.14)
i=1
. &
@' = 77*2 (e—a). (4.15)

Durch Integration dieses Systems linearer Differenzialgleichungétenan die explizite Darstellung

t

ny t
o(t) = Ee(t) + Y / dz(;—)Cie_Tli(t_T)dT: / dz(:)
i=1_"%

—00

E+Y Cie_fli(t_T)] dr  (4.16)
=1

mit der Relaxationsfunktion dé&n, + 1)-Parametermodells
t

Rit)=E+> ce 7. (4.17)
=1

Die Menge{ci,n = Z—,z =1.. .nv} der Relaxationsatken und -zeiten irﬁ)berspannungsanteil der
Relaxationsfunktion4.17)

R%(t) = Z cie_%. (4.18)
i=1
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4 Modellierung des Materialverhaltens von Polypropylen

bildet dabei ein diskretes Relaxationsspektrum, das die geschwindidpk@itgagen Eigenschaften des
verallgemeinerten MXwWELL -Modells vollséindig beschreibt.

4.1.3 Parameteridentifikation linear viskoelastischer Spe ktren

Identifikation aus Das verallgemeinerte MXwWELL -Modell stellt im Rahmen dieser Arbeit den Ausgangspuiiktdie

?hee"';‘lxaﬂc’”s"ersu' Modellierung des geschwindigkeitsabigigen Materialverhaltens von PP dar. Zur Anpassung des Mo-
dellverhaltens an das experimentell ermittelte Materialverhalten sind die Paraleetiskreten Spek-
trums zu identifizieren. Dabei besitzen Relaxationsversuche eine leFsoBddeutung, da diese Art
der Versuchsfhrung eine Trennung der geschwindigkeitsaiifigen und -unat#mgigen Materialei-
genschaften eriglicht.
Gerlach und Matzenmille(2005 bewerten verschiedene Methoden hinsichtlich ihrer Eignung zur
Identifikation der diskreten Relaxationsspektren. Von den untersuéigemithmen liefern Regula-
risierungsmethoden und das Fensterverfahren Each und Tschoeg{1993 1994 1995 die besten
ErgebnisseGerlach(2003). An dieser Stelle kommt das letztgenannte Verfahren zur Anwendung. E
ermiglicht durch die gezielte Ausnutzung der Eigenschaft des verallgertenndaxweLL -Modells,
dass jeweils nur eine begrenzte Anzahl voaVELL -Elementen aktiv zur Spannungsrelaxation bei-
tragen, eine effiziente Berechnung des diskreten RelaxationsspekDienBarameteridentifikation
erfolgt dabei durch die rekursive Berechnung der zu einem ai pestigelegten Satz von Relaxations-
zeitent; getbrenden Relaxationgskenc;, wobei die Wahl der difdten {max) und kleinsten {min)
Relaxationszeiten des zu identifizierenden Spektrums durch die Haltezieis Relaxationsversuchs
bzw. die zeitliche Aufbsung des Messsignalsty bestimmt werden. Eine Beschreibung der Funk-
tionsweise des Algorithmus sowie Untersuchungen zum Einfluss der Bedageschwindigkeit, der
Haltezeit und der Abtastung des Messsignals auf das Ergebnis dend®ariaentifikation sind in den
AnhangenA bzw. B zu finden.

Identifikation aus Da ein idealer Dehnungssprung in realen Relaxationsexperimenten eallsiart werden kann

Zugversuchen (Abb. 4.4), kommt es infolge der endlichen Dehnrate= ¢,/ At zu einer fehlerhaften Identifikation
der zu kurzen Relaxationszeiten gebnden Relaxationgsken (vgl. Anhand). Um diese Modellpa-
rameter mit bherer Genauigkeit bestimmen zorlkaen, wird das Verfahren vorMR&I und TSCHOEGL
in dieser Arbeit derart modifiziert, dass auch Informationen aus monotungversuchen mit konstan-
ter Dehnrate zur Identifikation verwendet werdémien.

EA
Aty

Bl

60 ......

~Y

to

Abbildung 4.4: Dehnungs-Zeitverlauf eines realen Relaxationsvessuch

Ausgangspunktifr die Modifikation ist die Spannungsantwort des verallgemeinerteRWELL -Mo-
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4.1 Einachsige lineare Viskoelastetit

dells in einem Zugversuch mit konstanter Dehnegte

o(t)=¢y |Et+ i CiTi (1 - e_:v:>] , (4.19)
wobei die Funktion N
n(t) = Zcm (1 - 6_%) ; (4.20)

als zeitlich veanderliche Viskositsfunktion interpretiert werden kann.

Es ist zu erkennen, dass der aktive Bereich eines einzelmetwdLL -Elements in Analogie zur Re-
laxationsfunktionR®v(¢) (vgl. Abb. 4.2) auf die Umgebung der Zeitkonstantebegrenzt ist. Diese
Eigenschaft wird im Folgenden zur Adaption des Fensterverfahig&ifversuche genutzt.

Zur Bestimmung des diskreten Spektrums istzmirst detUberspannungsanteil der Materialantwort
zu bestimmen. Da im Gegensatz zur Identifikation aus Relaxationsversdeh&ieichgewichtswert
der Spannung ahrend des Zugversuchs nicht konstant isiseen an dieser Stelle dds tlie Gleich-
gewichtsrelation verwendete Materialmodell sowie dessen Parametenbekan Damit ergeben sich
die zur Identifikation genutzten Messwerte der Viskitsifunktion

() = = [6(t;) — o%(t;)] (4.21)

aus dem gemessenen Spannungsveidduf) und der Spannungsantwort des Materialmodells der
Gleichgewichtsrelatioa®9(¢;) zum Zeitpunkt ;. Die Herleitung einer Gleichung zur Berechnung der
k-ten Relaxationsatke erfolgt durch Minimierung des Quadrats
Jr
Fio= Y [i(t;) —n(t;)]*, (4.22)
J=J

der zwischen dem Messwejtt;) und der Modellantwory(t;) im Intervall [¢}; 7] auftretenden Ab-
weichung, wobeij;! und jP die den Intervallgrenzen zugeordneten Indizes der diskreten Messwe
sind.
Betrachtet man den aktiven Bereich deten MAXWELL -Elements, so sind die Beitge aller MaX -
WELL-Elemente bisk — 1 von Null auf den konstanten Wetfr; angestiegen, ahrend alle Elemente

abk+1 unve@&ndert keinen Beitrag zur Viskoattliefern. Damit er&lt man folgende Bherungsformel
fur die Viskosittsfunktion

k—1
_t
n(t) = > e+ Tk (1—6 k) +0 V¥ <t<tl (4.23)
=1
Zur Sicherung der Genauigkeit des Algorithmus sind die Annahmen hinslchtée als aktiv zu
t
bericksichtigenden MXwELL -Elemente anhand der Analyse des Verlaufs der Kernfunktiordes
i-ten MAXWELL -Elements zu gzisieren. Da der aktive Bereich deten Maxwellelements bei ca.
10~2 - 7; beginnt (vgl. Abb4.2), wird im Gegensatz zu4(23) in der implementierten Version des Al-
gorithmus lediglich der Einfluss der viskosen Elemente veri@gasitt, deren Relaxationszeiten min-
destens zwei Dekadendf$er sind, als die des zu identifizierenden Elements
k—1 . ¢ imax t
n(t) = Zcm (1 — e*TT-) + CpTE (1 - e*i> + Z CiTi (1 — e’fi) Vil <t<t2 (4.24)
=1 i=k+1
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mit

(4.25)

. k+3 fur k+3<ny
tmax = ..
ny fur k+3>ny

Fur die Relaxationsatke ¢;, erhalt man aus der Minimierung vohj, und Einsetzen von4(24) die
Bestimmungsgleichung

in

> {ﬁ(tj)—jz_;lcm (1_*) S (1_>] (1_6,%>

j=4Y = i=k+1
1 =5 . (4.26)

Tk jg t 2
> (1-e%)

=4y

Die Berechnung erfolgt beginnend mit der kleinsten Relaxationszeit ndek enit der Identifikation
der zur gbfRten im Zugversuch zu bestimmenden Relaxationszeiirgaden Relaxationsskec,,.
Der in einem ersten Durchlauf ermittelte Satz von Relaxati@nssh wird analog zum ursipnglichen
Verfahren durch die rekursive Anwendung bis zum Erreichen élbdbsuchkriteriums verbessert.
Zur vollstandigen Definition des Identifikationsalgorithmus sind schlieRlich die Grefizendt?,

die das Zeitintervall in dem(¢) durch @.24) approximiert werden kann und damit das Fenster der zur

Identifikation genutzten Daten bestimmen, festzulegen. Das dazu venwdfriterium ergibt sich aus
dem Vergleich der Anstiege

t

d _t t _t
e & =Inl0—e 7k.

dlog (£) . (4.27)

tran _
D" = —

t t

t
von drei aufeinanderfolgenden Kernfunktionen-1 ,e™= unde™+: (Abb. 4.5).

0.4 - . :
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Abbildung 4.5: Besclankung der zur Identifikation genutzten Daten
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4.1 Einachsige lineare Viskoelastetit

Fir die untere Grenz#! folgt aus der Bedingun@ = Diran

= TRTR=1 gy TR (4.28)
Tk — Tk—1 Tk—1
fur die obere Grenz€ ausD;?" = D%
$0 = TRThHl yy) Thet (4.29)

Tk+1 — Tk Tk

Durch diese Kriterien wird erreicht, dass nur der Ausschnitt des Mgsds zur Identifikation vor;,
genutzt wird, der die @fdte Empfindlichkeit beémlich dieses Parameters aufweist.

Abschliel3end sollen die Eigenschaften des modifizierten Verfahreasdules bekannten diskretergeispiel
Spektrums

c=1[100 400 300 200 100]"MPa T =1[0,01 0,1 1 10 100"s. (4.30)

uberpiift werden. Dabeiibernimmt die mithilfe des verallgemeinerteralWELL -Modells berechnete
Spannungsantwort die Funktion des realen Messsignals. Die Zugtieraierden bis zu einer maxima-
len Dehnung vorzg = 0,045 simuliert. Rir die beiden betrachteten Belastungsgeschwindigkeiten von
o =1,5-10"2L undéy = 1,5-10~31 ergeben sich Messzeiten vaxt, = 3s bzw.At, = 30s. Die
Ergebnisse der Identifikation sindrfbeide Signale in Abll.6dargestellt. Es ist zu erkennen, dass der
Informationsgehalt des Messsignals entscheidend von der Versushdgestimmt wird. In Analogie

zu den Relaxationsversuchen muss der aktive Bereich des zu iderdifdér MAXWELL -Elements
innerhalb der Messzeit liegen.

400 ' ' ' — 400
Orig. Orig.

300 Ident. | | 300 Ident. |
= =
a9 a3
2, 200 = 200
o™ o™

100 ‘| 1 100 ‘| ‘| 1

0 2 1 0 1 2 0 2 1 0 1 2
107 10 10 10 10 107 10 10 10 10
T [s] T [s]
(@) Atg = 3s;é0 =1,5-107%1 (b) Ato = 30s;é0 =1,5-107°1

Abbildung 4.6: Einfluss der Belastungsgeschwindigkeit auf ErgebmiBai@meteridentifikation

Durch die Kombination mit dem Originalverfahren (vgl. Anhakyp das zur Identifikation der Kon- Fazit
stanterc,,+1. . .c,, genutzt wird, viahrend aus den Zugversuchen die Relaxati@nssic; . . . ¢,, be-
stimmt werden, &nnen die Relaxationgsken eines verallgemeinertenAMWELL -Modells fur ein
breites Spektrum von Relaxationszeiten bestimmt und der in realen Relarapenisnenten auftre-
tende Einfluss der endlichen Belastungsgeschwindigkeit auf die idemtdiziklaterialparameter eli-
miniert werden. Einsclimkungen hinsichtlich der Identifizierbarkeit ergeben sich,, aus der zeit-
lichen Auflosung des Messsignals uri fax aus der Wahl der Haltezeit im Relaxationsversuch.
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4 Modellierung des Materialverhaltens von Polypropylen

4.2 Einachsiges viskoplastisches Materialmodell fur
Polypropylen

Nach der Analyse grundlegender geschwindigkeitaagfger MaterialpAnomene soll nun ein einach-
siges Materialmodellifr PP formuliert werden. Da die in Abschn8tl.5beschriebenen zyklischen
Versuche mit Zwischenrelaxationen die Existenz einer Gleichgewichtsbgsteeigen, wirdlfr die
Gleichgewichtsrelation ein plastisches Materialmodell @ehv In Kombination mit dem zur Modellie-
rung derUberspannung zu verwendenden viskoelastischen Teilmodell erditgei@R der in Kapitel
2 vorgestellten Klassifizierung ein viskoplastisches Materialmodell.

4.2.1 Materialmodell der Gleichgewichtsrelation

Verbindet man die in einem zyklischen Versuch mit Haltezeiten bestimmten Afyimakte der Span-
nungsrelaxation (vgl. Abl8.11(a), so erlalt man eine sehr flach verlaufende Gleichgewichtsrelation
mit Hysterese. Dabei ist im Vergleich zu dem von Metallen bekannten ¥erhleein ausgefagter Be-
reich linear elastischen Materialverhaltens erkennbar. Die Spanmatgsingskurven sind von Be-
ginn an nichtlinear. Motiviert durch diese experimentellen Beobachtyrspdirzur Modellierung der
Gleichgewichtsrelation ein endochrones Materialmodell der Plastiaitne FlieRbedingund/élanis
(19714ab); Khan und Huang1995) eingesetzt werden, bei dem inelastische Deformationen ab Belas-
tungsbeginn auftreten. Die Bezeichnung endochron, leitet sich dahealer als innere Zeit des Mo-
dells interpretierbaren Bogeirige ab. Ein endochrones Modell wurde Watschkowski u. a(2001,
2002ha, 2004 2005 zur Modellierung des mechanischen Verhaltens von kurzfaseavitestn Poly-
tetrafluorethylen verwendet.

Die zu dem einfachen endochronen Modell in AblF.getbrenden konstitutiven Gleichungeairknen
durch Anwendung des in Abschn2i2.3erlauterten Korrespondenzprinzips auf dasveLL -Modell
der linearen Viskoelastizitstheorie (Abb3.16(d) ermittelt werden.

b g

7tam o AN o —

e - qens

-«

5 ™.

Y

Abbildung 4.7: Rheologisches Modell der endochronen Plastizit

Wahrend die Spannungs-Dehnungsbeziehung
a®t) = B (=(t) — ¢®"1)), (4.31)

in dere die Dehnung und®"? die inelastische Dehnung des endochronen Elements beschreiben, un-
verandert von dem viskoelastischen Modalernommen werden kann, ist in der Evolutionsgleichung
der inneren Variable die Zeftdurch die Bogeriingez(t) nach GleichungZ.44) zu ersetzen

7*"=) = 6 (e(2) — (=) - (4.32)
Firr die zeitlicheAnderung der inneren Variablg"(¢) folgt unter Beachtung der Kettenregel
¢*t) = 7 N2)2(t) = B (6(2) — °42)) (8)- (4.33)
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4.2 Einachsiges viskoplastisches MaterialmodailFolypropylen

Nach der Bildung der Zeitableitung der Spannungs-Dehnungsbhezjéhi®i) ist durch Einsetzen von
(4.33 eine Differenzialgleichungiir die Spannung im endochronen Modell angebbar

5®t) = Eé(t) — Bo® 1) 2(t). (4.34)

Unter Beachtung der Definition der Boganfez(t) = |¢| kann fir die Differenzialgleichung des
endochronen Modells die Geschwindigkeitsuriaifigkeit nachgewiesen werden. Betrachtet man das
Verhalten im Relaxationsversuch(f) = |¢| = 0), folgt ®"(#) = 0. Somit tritt keine Relaxation der
Spannung auf.

In Abb. 4.8(b)ist die Spannungsantwort des endochronen Modells auf eine zykiBsieungsbe- zyklische
anspruchung mitiinf Zyklen und einer Dehnungsamplitude vér= 0,045 (Abb. 4.8(a) dargestellt. Beanspruchung
Deutlich zu erkennen ist, dass das Spannungs-Dehnungsverhal&its bach dem zweiten Zyklus
statiordr ist. Diese typische Eigenschaft endochroner Modelle, bereits naigen Zyklen eine stati-
onare Hysterese mit der Maximalspannung

oohd— gtanh (3¢) (4.35)
zu zeigen, sclimkt die Abbildbarkeit von Verfestigungsv@nggen stark ein. Eine &flichkeit zur
Veranderung dieses Verhaltens besteht in der Verwendung einer ligreten Bogerdinge. Vorsclidge
dazu sind beispielsweise Haupt(2002 zu finden. Da das zyklische Verhalten der Gleichgewichts-
relation nicht im Mittelpunkt der Untersuchungen steht, wird hier die obesthreebene Form des
endochronen Modells verwendet.

0.05 10
©

= S 5
. 5

§ 0 % Or
g c
[5) C

A g -5¢
[92]

-0.05 -10 :
0 5000 10000 -0.05 0 0.05
Zeit t [s] Dehnungeé [-]
(a) Dehnungszyklus (b) Spannungs-Dehnungsverlauf

Abbildung 4.8: Spannungs-Dehnungsverhalten eines endochrooeellsibei zyklischer Belastung

Durch die Wahl der Parameté&rund 5 kann das Materialmodell an die gemessenen Abbruchpunktéchgewichtsre-
der Zwischenrelaxationen angepasst werden. In Alfhist erkennbar, dass mit der Parameterkompfo"
nationE = 800, 0MPa unds = 44, 0, zu deren Bestimmung nur die Endpunkte der im Belastungspfad
liegenden Haltezeiten verwendet wurden, die Gleichgewichtshystezatiediiberschtzt wird.
Da eine Verkleinerung der Hysterese allein durch die Variation der Pésantene eine deutliche Ver-
schlechterung der Approximation des Belastungspfades der Gleichgsseilation nicht riaglich ist,
soll das bisherige Modell zur Abbildung der geringen Gleichgewichtshgse entsprechend Alzb10
durch die Parallelschaltung einer nichtlinearen Feder modifiziert weamit ergibt sich die ge-
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Spannungo [MPa]

Experiment
Modell

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
Dehnunge [-]

Abbildung 4.9: Modellierung der Gleichgewichtshysterese durch ein@mdoes Modell

Abbildung 4.10: Rheologisches Modell der Parallelschaltung von nichtindgeder und endochro-
nem Modell

schwindigkeitsunakingige Gleichgewichtsspannung
0% = o€ 4 5o (4.36)

als Summe der Spannungen in der Fegeund dem endochronen Modetf"®. Fir die Spannungs-
Dehnungsbeziehung der nichtlinearen Feder wird

e Ey
0" =7 n a|€|e (4.37)
angenommen, ahrend die konstitutiven Gleichungen des endochronen Modells unéehBeg der
geanderten Parameterbezeichnungeernommen werden. Die spezielle Wahl der einachsigen Span-
nungs-Dehnungsbeziehung ist dabei durch digliche Generalisierung von Gleichurd137) zu ei-
nem mehrachsigen hyperelastischen Material motiviert. Das im Zug- unckBereich symmetrische
Spannungs-Dehnungsverhalten der nichtlinearen Feder ist idAtija)dargestellt.
Mit Hilfe dieses erweiterten Modells ist bei Wahl der Paraméfer= 400, 0MPa,« = 15,0 sowie
FE5 = 350,0MPa unds = 60, 0 eine deutliche Reduzierung der Gleichgewichtshysteréggion (vgl.
Abb. 4.11(b). Dadurch werden, bei unvaamdert guter Wiedergabe des Belastungspfades, die Abbruch-
punkte der Zwischenrelaxationen bei Entlastung deutlich besser appecx
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(a) Spannungs-Dehnungsverhalten des nichtlinear e(@¥tMergleich zwischen Spannungsantwort des erweiterten
schen Teilmodells Modells nach Abb4.10und Experiment

Abbildung 4.11: Erweiterung des endochronen Modells durch ein nichtliekastisches Teilmodell -
Vergleich zwischen Experiment und Modellantwort

4.2.2 Linear viskoelastisches Uberspannungsmodell

Zur Abbildung der geschwindigkeitsahigigen Materialpanomene wird die nichtlineare Gleichgewanider
wichtsrelation mit einem verallgemeinertenaMweLL -Modell der linearen Viskoelastizt kombi- Relaxationszeiten
niert, so dass eine additive Zerlegung der Gesamtspannung

o=0%+ % (4.38)
des viskoplastischen Materialmodells in die geschwindigkeitsiaradige Gleichgewichtsspannung

o®%und die geschwindigkeitsabhgigeUberspannung®’ des verallgemeinerten AkWELL -Modells
vorliegt (Abb.4.12).

¢ ;
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o o, :’_O_>O',; o

e ov
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Abbildung 4.12: Rheologisches Gesamtmodell
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(a) Wiedergabe des zur Identifikation genutzten RelaXbji-Vorhersage von Zugversuchen mit verschiedenen
onsversuchs Belastungsgeschwindigkeiten

Abbildung 4.13: Parameteridentifikation aus Relaxationsversuch - Vengleiischen Experiment und
Modellantwort

Als Voraussetzungiir die Identifikation des diskreten Relaxationsspektrums durch das Resiste
fahren von BRI und TSCHOEGLIist ein Satz von Relaxationszeiten zu definieren. Dies ist gleich-
bedeutend mit der Festlegung der Anzahl voaRXWELL -Elementen imJberspannungsmodell. Zur
Parameteridentifikation werden die Ergebnisse der Relaxationsverbichze einer Haltezeit von
10 Stunden bzwa, 6 - 10*s herangezogen, so dass g@mMbschnit4.1.3als gbRte Relaxationszeit
Tmax = 10%s gewahlt werden muss. Die minimale Relaxationszeit wird durch dietsuihg des Mess-
signalsAty = 2ms bestimmt und beigt 7min = 1072s. Innerhalb dieser Grenzen soll das geschwin-
digkeitsablngige Materialverhalten durch einAMweLL -Element pro Dekade modelliert werden

r=[10% 107" 10° 10" 10* 10° 10']"s (4.39)

Durch die Anwendung des Verfahrens vor& und TscHOEGLauf die experimentellen Daten der
Relaxationsversuche kann die folgende Verteilung von Relaxatérkest bestimmt werden

cR=1[0 4,81 5517 91,81 88,52 83,89 70,52]" MPa (4.40)

Die mit einem derart parametrisierten Modelf einen Relaxationsversuch und Zugversuche bei ver-
schiedenen Geschwindigkeiten berechneten Modellantworten sind tspresienden experimentell
ermittelten Spannungs-Zeit- bzw. Spannungs-Dehnungsyer in Abb4.13gegetibergestellt. Dabei

ist zu erkennen, dass der zur Identifikation genutzte Relaxationsbeeswartungsgeafd sehr gut wie-
dergegeben werden kann (Abbl13(a). Deutlich schlechterdilt dagegen der Vergleich von Modell
und Experimentiir den Zugversuch aus. Hier kann die Nichtlinggriter Spannungs-Dehnungséeifie
(vgl. Abb. 4.13(b) nicht korrekt abgebildet werden. Ursacheigadind die aus einem Relaxations-
versuch bei der gedihlten Belastungsgeschwindigkeit v6A0Tn nicht identifizierbaren Relaxati-
onssarken fir - < 10s.

Die Identifikation dieser Relaxationgsken erfolgt unter Nutzung der modifizierten Form des Fens-
terverfahrens aus experimentellen Daten von Zugversuchen. Wie indMbbezeigt wurde, ist eine
Messzeit vonAt, = 30s zur Bestimmung der gesuchten Parameter notwendig. Dies entspricht bei
einer maximalen Dehnungnhax = 0, 045 einer Dehnrate voa = 1,5 - 10*3% bzw. einer Belastungs-

64



4.2 Einachsiges viskoplastisches MaterialmodailFolypropylen

geschwindigkeit voril0Tl. Die Relaxationsgirken fir 7 > 10s werden unvémdert aus der vorange-

gangenen ldentifikatiodtbernommen. Damit lautet der modifizierte Satz von Relaxatiarisest
FR=10 0 327,54 433,27 88,52 83,89 70,52]" MPa (4.41)

Die Ergebnisse der zugéhgen Modellrechnungen sind in Abf.14dargestellt.

: 40
_ X Experiment
= —_
£ 130 Modell ;f 5K
= = 30 xxxxxxxxx
o 20 © B0
2 2 20 -
E 2 - X__ 100 mm/min
g 10 g -
s g 10 ) _<>. _ 10 mm/min |]
wn wn
0 . . . . . U 1 mm/min
0 05 1 15 2 25 0 0.02 0.04
Zeit t[s] < 10* Dehnung ¢ [-]

(@) Wiedergabe des Relaxationsversuchs mit modifizie(®n/orhersage von Zugversuchen mit verschiedenen
Spektrum Belastungsgeschwindigkeiten

Abbildung 4.14: Parameteridentifikation aus Relaxations- und Zugvers¥migleich zwischen Expe-
riment und Modellantwort

Wahrend in der Approximation des Relaxationsversuchs keine wesentlafdgrungen erkennbar
sind, da die letzten drei Relaxatiorsssten unveiindertiibernommen wurden, wirkt sich das &aderte
Spektrum in der Simulation der Zugversuche deutliérksr aus. Zwar wird die zur ldentifikation
genutzte Kurveir 10M™ durch die loheren Konstanter§R und ¢§R im Anfangsbereich besser ap-
proximiert. Nicht zufriedenstellend ist dagegen die Vorhersage det mighidentifikation genutzten
Versuchsgeschwindigkeiten. So wird insbesondere das Spanivesgsiei einer Geschwindigkeit
von 100 signifikantiiberschtzt. Da auch das Identifikationsverfahren durch die zu Null bestimmten
RelaxationssgirkencsR und 4R auf eine Nichtlinearit des Materialverhaltens hindeutet, die durch das
lineare MaXWELL -Modell nicht abgebildet werden kann, soll ddberspannungsmodell nachfolgend

durch eine nichtlineare Viskogitsfunktion modifiziert werden.

4.2.3 Nichtlinear viskoelastisches  Uberspannungsmodell

Ursache iir die schlechtéJbereinstimmung von Modellantwort und experimentell bestimmten Spamntineare Dehn-
nungs-Dehnungskurven bei verschiedenen Dehnraten ist die néarditGeschwindigkeitsahihgig- ratenabhangigkeit
keit des Materialverhaltens von PP, die in dem bisher betrachteten linkaeldstischen Materialmo-

dell derUberspannung nicht biécksichtigt wird.

Da die in Abb.4.14(b)dargestellte Spannungsantwort des linear viskoelastischen MoiielgHere
Geschwindigkeiten ein zu hohes Spannungsniveau vorhersagt, gtiltiesViskositit eines erweiter-

ten Modells umgekehrt proportional zur Belastungsgeschwindigkdialten. Zur Besitigung dieser

Vermutung wird die Viskosétfunktionn(¢) untersucht. Unter Voraussetzung des im vorangegangenen

Abschnitt formulierten Modells der Gleichgewichtsrelation berechnen sgkrate Werte der Visko-

65



4 Modellierung des Materialverhaltens von Polypropylen

sitatsfunktion )

77 (tz) = 5 (&(tl) - Ueq(tz‘)) . (442)
aus den Spannungswerté(y;), die in Zugversuchen mit konstanter Dehnratgemessenen werden.
Die fur verschiedene Belastungsgeschwindigkeiten bestimmtealerder Viskos#tsfunktionen sind
in Abb. 4.15als Funktion der Dehnung dargestellt. Die aus den Messwerten betechriskosititen
streben abhngig von der Belastungsgeschwindigkeit unterschiedlich schnelhgegen statioaren
Wert. Je lbher die Dehnrate des Zugversuchs ist, desto schneller geht die ikwgireen nahezu hori-
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’;‘ —_
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= )
- /
c / 100 mm/min
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:‘g /T 10 mm/min
g 2t / — — — 1 mm/min
4
4 /
~ / ===
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0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
Dehnung ¢ [-]

Abbildung 4.15: Darstellung der Viskoaien als Funktion der Dehnung

zontalen Verlaufiber.

Nichtlineare Zur Modellierung einer derartigen nichtlinearen Viskatstunktion existieren verschiedeneiy

Viskositdtsfunktion  |ichkeiten, wobei bestimmte Aldimgigkeiten aufgrund der experimentellen Befunde auszuschlieRen
sind. Wichtige Erkenntnissedkinen dabei aus den zyklischen Versuchen mit Haltezeiten gewonnen
werden. Dazu sollen die bereits in Abschrdti.5 (Abb. 3.11) vorgestellten Spannungs-Dehnungs-
verlaufe genauer analysiert werden. Vergleicht man die Anstiege der @pgsHDehnungskurven bei
erneuter Belastung nach dem Ende verschiedener Haltezeiten, smsinghtierschiedlicher Dehnun-
gene keine signifikanten Abweichungen erkennbar. Eine &injigkeit der Viskosét vom aktuellen
Wert der Dehnung ist daher im untersuchten Bereich nicht vorhamzesich die verschiedenen Hal-
tezeiten nicht nur in den Dehnungen sondern auch in den Werten deh@eichtsspannung un-
terscheiden, sollte aufgrund der gleichen Argumentation auch keinangjidkeit von der Gleichge-
wichtsspannung®9angenommen werden. Geeignet erscheinen dagegen die Beeinfldssfigko-
sitat durch die Dehnraté oder dieUberspannung®’. Von Lion (1994 werden dazu die Idee einer
Uberspannungsabhgigen Viskosit ibernommen und die Evolutionsgleichungen der inneren Varia-
blen des verallgemeinertenMwEeLL -Modells

G = — o (€ — ¢") (4.43)

modifiziert (Kastner u. a(2008h). Dadurch bildet das Modell eine degressive Abbigkeit der Vis-

kositat von der gesamtddberspannung®’ ab, die auch als Verschiebung des Spektrums zu kleineren
Zeitkonstanten

|o

T = Tie_ 50 (4.44)

OV‘
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4.2 Einachsiges viskoplastisches MaterialmodailFolypropylen

interpretiert werden kann. Zur besseren Approximation des Spasfidelgnungsverhaltens in einem
Dehnungsbereich zwischen= 0,015...0,03 wird der Ansatz durch Eilhrung des Exponenten
ko > 1,0

_ |gov|k0

7~_z' = T;€ B (4.45)

zur Verstirkung des Einflusses déberspannung eémzt und die Relaxationgskenc; ausgehend von

den bisherigen Werten optimiert. Da die Weftg, 7; } durch den variablen ZeitmaRstab45) ihre Be-
deutung als konstantes Spektrum der linearen Viskbgitrloren haben, kann dazu das Verfahren von
EMRI und TsCcHOEGL nicht mehr angewendet werden. Die Bestimmung geeigneter Parameterkom-
binationen erfolgt durch ein iteratives Vorgehen bestehend aus Raratndien zur Ermittlung von

ko und sy sowie einer nichtlinearen Optimierung der zu festen Relaxationszgitgtrenden Rela-
xationsséirkenc;. In Abb. 4.16sind, als Beispieliir die Parameterbestimmung, die Ergebnisse einer
Parameterstudie zur Untersuchung des Einflussesydargestellt. @nstige Parameterwerte liegen,

E 30t E 30
= =
© 20t © 20t
2t 2
= X 100 mm/min = X 100 mm/min
§_ 10 . _<>. _ 10 mm/min 1 g 107} . _<>. _ 10 mm/min |
« _D_ 1 mm/min @ ’ _D_ 1 mm/min
0.01 0.02 0.03 0.04 0.01 0.02 0.03 0.04
Dehnung ¢ [-] Dehnung ¢ [-]
(a) so = 100 (b) so =10
= 30t = 30 _ X 100 mm/min XXxXXxXX.
E E . _<>. _ 10 mm/min A
= =, «X
o 20} o 20 _D_ 1 mm/min
on an
=] g
é’ X 100 mm/min| a
c‘ﬁg 10 A _Q _ 10 mm/min | g 10
& 0 1 mm/min S
001 002 003 004 0.01 002 003 0.04
Dehnung ¢ [-] Dehnung ¢ [-]
(C) so=1 (d) 80:0,1

Abbildung 4.16: Parameterstudie zum Einflussialeerspannungsabhgigen Viskositsfunktion

unter Voraussetzung des optimierten Spektrums, zwisghea 1,0 und sy = 10, 0. Durch eine ver-
feinerte Parameterstudie in diesem Intervall konnte ein Wertsyoena 5, 2 festgelegt werden.
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Abbildung 4.17: Vorhersage von Zugversuchen mit verschiedenéastBagsgeschwindigkeiten bei

Verwendung der spannungsdéinigigen Viskosdtsfunktion nach4.45 - Vergleich
zwischen Experiment und Modellantwort

Mit kg = 1,25 sowie dem Spektrum

]

— [107" 10° 10" 10* 10* 10']"s (4.46)
c = [62,18 107,54 133,27 288,59 283,88 173,51) MPa (4.47)

kann die gegeiber dem linear viskoelastisch&tberspannungsmodell in Ab#.14(b)deutlich ver-
besserte Approximation der Zugversuche (AbA.7) erreicht werden.

4.2.4 Bewertung der Modelleigenschaften

Nachdem bei der bisherigen Diskussion der Modelleigenschaften imntiietien die bei verschiede-
nen Belastungsgeschwindigkeiten durcligrefen Zugversuche im Mittelpunkt standen, ist die Q&alit
der formulierten konstitutiven Beziehungen anhand der Modellierungran@elastungsprozesse zu
Uberpiifen. Dazu soll das Verhalten in Relaxationsversuchen, VersucheAwisthenrelaxationen
und zyklischen Prozessen mit vergleichbarem Geschwindigkeits- ufadrbetionsniveau betrachtet
werden.

Obwohl das zur Modellierung der nichtlinearen Dehnratedabfgkeit eingesetzte erweiterte Materi-
almodell zu einer Verschiebung des Spektrums imzéren Relaxationszeiteitrt, werden die Rela-
xationsversuche mit sehr guter Genauigkeit wiedergegeben gAbk(a).

In Abb. 4.18(b)sind die experimentell und numerisch ermittelten Spannungs-Dehnungsleines
Be- und Entlastungsversuchs mit Zwischenrelaxationen, der bei egrsudhsgeschwindigkeit von
1070 durchgeidihrt wurde, zu sehen. Aus dem Vergleich von Experiment und Modedligrkennen,
dass das Modell der Gleichgewichtsrelation die Endpunkte der Zwisslagationen abbilden kann.
Gleichermalien stimmt auch der Anstieg der Spannung béhkrtg der Dehnung gut mit dem Expe-
rimentiberein.

Wahrend das Verhalten in Relaxationsexperimenten und in Versuchen mat@&nielaxationen mit
guter Genauigkeit simuliert werden kann, wird das Verhalten des Matenids zyklischer Bean-
spruchung nur qualitativ richtig wiedergegeben. So kann in beidennBpgs-Dehnungskurven Abb.
4.19mit wachsender Zyklenzahl ein Absinken der in den Umkehrpunkteicktem Spannungswerte
beobachtet werden. Allerdings wird diegehe der Hysterese durch das Modgderscktzt.
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Abbildung 4.18: Bewertung der Modelleigenschaften in Relaxationsgkesuund Be- und Entlas-
tungversuchen mit Haltezeiten — Vergleich zwischen Experiment und Modetat

Zusammenfassend kann festgestellt werden, dass das Materialmodellliaggeist, die wesent-
lichen Planomene des Materialverhaltens — die nichtlineare Geschwindigkeitsgigkeit und die
Gleichgewichtshysterese — zu beschreibeahvénd dieUbereinstimmung in Zug- und Relaxations-
versuchen als sehr gut beurteilt werden kann, ist die quantitdtieeeinstimmung in zyklischen Ver-
suchen verbesserungiérdig. Da der Schwerpunkt der Untersuchungen des VerbundieeraBerech-
nung geschwindigkeitsaBhgiger Spannungs-Dehnungskurven und dem Vergleich mit enltsoréen
Zugversuchen liegt, wird die Qualitdes Materialmodells als ausreichend bewertet.

Abschlie3end sollen alternative Modellierungs#me diskutiert werden. Sahknte das ausgefgte  Alternativen
Relaxationsverhalten im Rahmen eines linear viskoelastischen Modells ksisgpge durch einen Po-
tenzansatzHaupt(2002) oder ein Modell der fraktionellen Viskoelastiit(Lion (2000) modelliert
werden.

Drozdov und Christiansef2007h simulieren das zyklische Materialverhalten eines Polypropylen Co-
polymers unter Verwendung eines pseudo-elastischen Materialmddgtie und Roxburg{i1999).
Dabei werden jedoch typische &tomene wie die Spannungsrelaxation nicht erfasstaiimiches
Materialmodell wird auch zur Abbildung des Materialverhaltens von Polyethgngewendetroz-
dov und Christianse(20073).
Mogliche alternative Aréstze zur Beschreibung der nichtlinearen Dehnrateéiadplykeit ergeben sich
aus der Verwendung einer nichtlinearen Viska@isitunktionKrempl und Khan(2003. Allerdings sind
solche Modelle meist nicht in der Lage, das ausggfe Relaxationsverhalten von Polymeren abzu-
bilden. Interessanter erscheinen deshétterlegungen zu den \Vénderungen der Mikrostruktur, die
prozessbedingt durch Zedsting und Neubildung des Netzwerks von Vdigfungen zwischen den
Molekilketten auftreten. Aus @momenologischer Sichiifiren diese Vémderungen zu sogenannten
prozess- oder strukturabihgigen Viskoséten Barneg(1997); Lion (2000).
Die Modellierung der auf der Mikroebene ablaufenden Struktémnveerungen kann durch die Hii-
rung einer zuatzlichen inneren Variable erfolgen. Ein entsprechendes Modell 8etian(2000 zur
Beschreibung des Materialverhaltens von Elastomerwerkstoffen,iiiobdie zu&tzliche Zustand-
groReq®, die auch als Strukturvariable bezeichnet wird, eine Evolutionsgleicdengorm
1 b

@ =cslél(1—¢°) — — (¢°)
Tq

(4.48)
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Abbildung 4.19: Bewertung der Modelleigenschaften bei zyklischenBgaichung - Vergleich zwi-
schen Experiment und Modellantwort

gewahlt wird. Der erste Summand beschreibt dabei die zunehmend®Zegtder Materialstruktur,
die zu einem Anwachsen der Strukturvariableg§isc 1 fuhrt. Der zweite Term dient der Modellierung
der Erholung, d. h. der Neubildung von Vernetzungen, wepain Mal3 fir die Zeitskala ist, in der
Erholungsprozesse stattfindeirken. Ein solches Modelbiknte zur Abbildung des hier beobachteten
Materialverhaltens alternativ zur spannungsaigigen Viskosdt eingesetzt werden. Die Strukturva-
riable hatte damit den Charakter einer Scligungsvariable.

Ist 7, deutlich gbRer als die Prozessdauer, d. h. treten keine Erholungseffektéiactf Gleichung
(4.48 zu einer deformationsaBhgigen Viskositsfunktion, da die Evolutionsgleichung in diesem Fall
linear beziglich der Dehnrate ist und deshalb keine Geschwindigkeitsadigkeit auftritt.

4.3 Mehrachsiges Materialmodell und FE-Implementierung

Einftihrung Das im vorigen Abschnitt anhand experimenteller Ergebnisse abgeleitetehsige Materialmodell
ist fur den Einsatz zur Modellierung des Materialverhaltens von Polypropglemem dreidimen-
sionalen RVE-Modell auf mehrachsige Beanspruchungandstzu verallgemeinern. Die Verwendung
des Materialmodells im Rahmen einer physikalisch nichtlinearen FE-Simulatiorderf zudem die
zeitliche Diskretisierung der konstitutiven Beziehungear Bie Anwendung des BNTON-RAPH-
SsoN-Verfahrens zur iterativen@sung des nichtlinearen globalen Gleichungssystems sind die inkre-
mentellen Materialgleichungen durch Berechnung eines algorithmisch tetsis Tangentenmoduls
zu linearisieren. Die Aktualisierung der Spannungen und Zustadi@sgrahrend der inkrementellen
Berechnung erfolgt schlieZlich innerhalb des sogenannten Spasaigagthmus.

4.3.1 Mehrachsige Verallgemeinerung des Materialmodells

Einachsiges Ausgangspunktifr die mehrachsige Verallgemeinerung des viskoplastischen Materialmdddlldies
Modell einachsigen konstitutiven Beziehungen in Form der additiven ZerlegenGesamtspannung

o=0c%4 0% (4.49)
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4.3 Mehrachsiges Materialmodell und FE-Implementierung

in die geschwindigkeitsunaBhgige Gleichgewichtsspannung
0= 5® 4 goNd (4.50)

und die geschwindigkeitsahgigeUberspannung
o =Y o (4.51)
=1

der Spannungs-Dehnungsbeziehungen der Teilmodelle

e Ey

= — 4.52
o T+ al (4.52)
o = By (e ¢, (4.53)
o = ¢i(e—¢") (4.54)
und der Evolutionsgleichungeiirfdie zugebrigen inneren Variablen

=6 (e ¢z mit 2=, (4.55)

. B ‘Uov‘ko
=2 e—d®) mit Gi=me o (4.56)

7

Durch Kombination der Gleichunged.63 und @.55 bzw. (4.54 und @.56 konnen Differenzialglei-
chungen fir die Spannungen des endochronen Modells

5= By — B0l (4.57)

und der viskosen Elemente ..
o = ¢ — #va (4.58)

(3

angegeben werden.

Zur Verallgemeinerung auf den mehrachsigen Fall wird im Folgenden dierireglperimentellen Annahmen
Untersuchungen (Kapit&) festgestellte Isotropie des Materialverhaltens vorausgesetzt. Damit-expe
mentelle Ergebnisse aus zuktigen Torsions- oder kombinierten Zug-Torsionsversuchates|n das
Materialmodell einflieRendnnen, werden die deviatorischen und volumetrischen Anteile der konstitu-
tiven Gleichungen getrennt modelliert und inelastische Deformationen ieibéidteilen zugelassen.
Eine nachtagliche Bescliankung des plastischen oder viskosen Verhaltens auf die deviatorisohe
ponenten ist durch die entsprechende Wahl der Materialparamétgicin
Nachfolgend wird ein Vorschlagif die mehrachsige Verallgemeinerung der Gleichgewichtsrelation
und derUberspannung angegeben. Die dazu erforderliche Aufspaltung sjmemetrischen Tensors
p in einen deviatorischem und einen volumetrischen Antejl,,dy; ist durch

1
Pij = Mij + 5 Hpp0ij (4.59)

definiert. Sie wird sowohl auf die Gesamtspannunglie Spannungea®, o¢"dund o°%*

1
o) = s + ol (4.60)

iJ mm
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4 Modellierung des Materialverhaltens von Polypropylen

als auch auf den Verzerrungtensor

€ij = €ij + gEmm%’

und auf die inneren VariableqF”d und qov’i
d 1
Qi(j) = q’L(j) 9V+ gqv(n)mél]

angewendet.

(4.61)

(4.62)
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Zur mehrachsigen hyperelastischen Verallgemeinerung des nichtlineas@tan Teilmodells wird Nichtiineare
ein Ansatz fir die Funktion der spezifischen freien Energie formuliert. EntspretbenAufteilung in  Elastizitat
einen deviatorischen und einen volumetrischen Anteil swltife freie Energie

fe _ fe,dev+ fe,vol (4.63)

gelten. Angtze fir die unabBngigen Funktionerf®9und f&V° die fur einen einachsigen Span-
nungszustand auf Gleichung.$2 fuhren, sind durch

2G4
fedev _ o [ag/Ejei; —In (1 + agy/Eje;) ] (4.64)
K
fe,vol _ pooél2 [OéK\/m—ln(l‘f'aK\/m)] (4.65)
K

gegeben. Die Koordinaten des Spannungstensors folgen aus tilgliggaAbleitung der freien Energie
f€nach den Verzerrungen

afe B <afe,devaje afe,vol ({9[5 > ‘ (466)

e.: —_— =
75 =P e 0J. Oey; 0L 0y

Dabei sindl. = \/emmenn SOWie J. = ,/e;;e;; Invarianten des Verzerrungstensors bzw. des De-
viators e. Daraus ergeben sich unter der Annahme kleiner Dioiderungen die verallgemeinerten
Spannungs-Verzerrungsbeziehungen

e 2G1 Kl

.

= €ij + €4q0ij
Y 14 agy/erier 1+ arxv/Emménn

des nichtlinear elastischen Materialmodells. Bimliches Modell ist Teil eines Vorschlags vblart-
mann(2006 zur Abbildung des mechanischen Verhaltens von Polyoxymethylen.

(4.67)

Eine Verallgemeinerung des endochronen Plagatiitodells ist durch Endochrones
Modell
end __ 2G L end,de K __end (5 4.68
Oij = 2\ €ij — 4 + IKo (Emm qmm) ij ( . )

und die Evolutionsgleichungen
gend = [gG (eij _ qgjnd'deﬁ + B (mm — ¢&™) 51-]} Somit 2= ummtmm (4.69)

fur die innere Variable®"® moglich. Die Gleichunger4(68 und @.69 konnen fir die nachfolgenden
Uberlegungen unter Beachtung von

a7 = g (e~ o) 2 und (4.70)
@29 = 3Bk (emm — ¢500) £ (4.71)

in einen Satz von Differenzialgleichungen

5?}” = 2G2éij*ﬁas%nd2 (4.72)
629 = 3Koéym — 30x0Na % (4.73)

fir den Deviator und die Spur varf"dumgeformt werden.
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4 Modellierung des Materialverhaltens von Polypropylen

Uberspannungs- Die Verallgemeinerung der Spannungs-Verzerrungsbeziehungén-e . . . n, viskosen Elemente
modell des nichtlinearetberspannungsmodells erfolgt in Analogie zum endochronen Modeihdu
ot = 2GY <€ij - Qf]y’k’dev) + Kp' <€mm — q?,)’ﬁ) 5 (4.74)
mit den Evolutionsgleichungen
2G%Y Kov
. k .
q?}ﬂ - ~kk <€z‘j _ q%y,k,deV> + Jj <5mm — q%’%’i) 8ij (4.75)
Ulel Ulze

fur die inneren Variableq®. Aus der Kombination der Spannungs-Verzerrrungsbeziehungedam
Evolutionsgleichungen edéftt man Differenzialgleichungeriif den Deviator und die Spur des Tensors
derUberspannungen désten viskosen Elements

-0V, k oV - 2sz ov,k
Sij7 == QGk’ €ij — T‘Sif (476)
e
3KOV
MR = 3K émm — ok, (4.77)
Uit
wobei die verallgemeinertdiberspannungsabhgigen Viskosdtsfunktionen durch
» R L R A
N = Nge 0 sowie g =mnae %o (4.78)

gegeben sind. Die Viskositsfunktionenji, und, werden jeweils von der gesamtélberspannung
beeinflusst. Deshalb bilden die Gleichungdti7@ und @.77) ein gekoppeltes System gétnlicher,
nichtlinearer Differenzialgleichungen erster Ordnung.
Annahmen fiir Da keine experimentellen Ergebnisse zum Materialverhalten unter einenyréiostatischen oder
Materialparameter  dayiatorischen Beanspruchung vorliegen, sind Annahmen zur Feasgletgr Materialparameter der
deviatorischen und volumetrischen Teilmodelle erforderlich. Dabei isichem, dass das in einach-
sigen Versuchen unter Zugbeanspruchung festgestellte Spanbehgsngsverhalten nach wie vor
abgebildet werden kann.
Zur Festlegung der Parameter des mehrachsigen Materialmodells wircblggetdf eine konstante
Querkontraktionszahl von = 0,4 fur das Gesamtmodell vorausgesetzt. Diese Annahme ist durch
die Auswertung der mittels ARAMIS gemessenen Querdehnung in monotamen(&Zbb. 4.20(a)
und Relaxationsversuchen (Abh20(b) vgl. Tschoegl u. a(2002) motiviert. Ahnliche Annahmen
findet man beispielsweise bi€olarik und Pegorett{2006.
Die Elastiziaitskonstanten der Teilmodelle

E . _ _E
Ky = 3(1712;/) ) Gi = 2(1+1u)

By . _ _E
K> =gayys G2 = outy (4.79)
K = 3(1c—izy) ;G = 2(1Cj}y)

ergeben sich aus den Elastiggmoduln®; und F» sowie den Relaxationsskenc;.

Unter der Voraussetzung einer konstanten QuerkontraktionszahlmTalilnodellen knnen die ver-
bleibenden Parameter des mehrachsigen Materialmodells aus denen desigerakonstitutiven Be-
ziehungen berechnet werden, da in diesem kalden im Zugversuch vorliegenden Verzerrungszu-

stand
1 0 0 20 0
el=e| 0 —v 0 ; lel=(1+v)e| 0 -3 0 (4.80)
0 0 —v 0o 0 -1
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T T 0.5
= 04 = —— — — - — . — . — —
© © T
b b
2 2 04
2 03 —+— PP192-100mm/min { =)
< —>%— PP194-100mm/mi <5
= PP195-100mm/mi =
S 0.2 - —+— - PP197-10mm/min | { S 0.3
< - —X— - PP203-10mm/min - PP60-100mm/mif
[ A IR PP209-10mm/min g 11 | =--= PP59-10mm/min
G o1 : : C o2 : : :
0 0.05 0.1 0.15 0 500 1000 1500 2000
Dehnunce [-] Zeit t [s]
(a) Monotone Zugversuche (b) Relaxationsversuche

Abbildung 4.20: Darstellung des Verlaufs der Querkontraktionsizahiionotone Zug- und Relaxati-
onsversuche

gilt, wobeiei; = e die Dehnung in Bngsrichtung der Probe bezeichnet. Der zigele einachsige
Spannungszustand ist durch

o 00 20 0
[el=]10 0 0| [s]J=c]0 -5 0 (4.81)
000 o o -%

beschrieben. Nach Einsetzen des Verzerrungzustangesald @.80 in die Spannungs-Verzerrungs-
beziehungen des mehrachsigen hyperelastischen Teilmo#léls €rhalt man durch einen Koeffizien-
tenvergleich mit der einachsigen Formulierudgs@ folgende Ausdicke

o 3 «
_ : _ /3 4.82
1_92,° ¢ \[21+u (4.82)

fur die Parametet - undag, die das deformationsalihgige, nichtlinear elastische Materialverhalten
steuern.

Zur Festlegung der Paramet&r und 5 des endochronen Modells wird gefordert, dass die 4ursy
und @.77) folgende Differenzialgleichung

K

57 = 2Gaéij + Kogmmdij — (Bas§+ Brcogindij) £ (4.83)

1) 1) mm

fur den einachsigen Zugversuch in Gleichuad () ubergeht. Die Wahl der Parameter

_ g , __ B
ﬁK—gm, ﬁc—m (4.84)

ist eine hinreichende Bedingung zur @fting dieser Forderung. Das gleiche Vorgeh&hrt fur das
Uberspannungsmodell auf ‘ ‘
=1 =1
Si S |

k=15, 'l 1+v

Eine Alternative zu der beschriebenen mehrachsigen Verallgemeinkdange beispielsweise in der

Beschénkung des endochronen Materialmodells auf einen deviatorischen Aetéghen, wie von

(4.85)
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Thermodynami-

sche
Konsistenz

4 Modellierung des Materialverhaltens von Polypropylen

Hartmann(2009 fiir die Modellierung von Polyoxymethylen vorgeschlagen wurde.Zherpiifung

der geviahlten mehrachsigen Verallgemeinerung ist das Materialverhalten vonrByoyygen in Zug-
Torsionsversuchenif verschiedene Lastpfade experimentell zu untersuchen. Das ausbda ge-
nannten Annahmen resultierende Materialverhalten wird nach der zeitliis&retisierung der kon-
stitutiven Beziehungen und ihrer Implementierung in AbsclhBt4diskutiert.

Vor der programmtechnischen Umsetzung ist abschlieRend die thermodghariisnsistenz des
mehrachsigen Materialmodells nachzuweisen. Diese isélggeistet, wenn der zweite Hauptsatz der
Thermodynamik nicht verletzt wird.iF die hier untersuchten Beanspruchungen erfolgt der Nachweis
mithilfe der isothermen Causius-DUHEM-Ungleichung 2.28. Durch diese Gleichung wird gefor-
dert, dass die als Differenz der Spannungsleistung undnigerung der freien Energie zu berechnende
spezifische innere Dissipationsleistung

1 .
6 = ;O’Z‘jéij —f=0 (4.86)

nicht negativ sein darf. Dabei ist die freie Energie anschaulich als dierinFedern der einachsigen
rheologischen Modelle gespeicherte Energie interpretierbar, diesiiegbin mechanische Arbeit um-
gewandelt werden kann. Sie ergibt sici flas vorliegende viskoplastische Materialmodell als Summe

f (E qend ow) fe( ) fend (6, qend) + Z fov,z' (g,qov,i) (4.87)
der freien Energien der Teilmodelle. Aufgrund ihrer ﬁhlgigke_it von den Verzerrungen sowie den
inneren Variablen des endochronen Modells und des nichtliné#serspannungsmodells folgirfdie
Dissipationsungleichung

. of . d ¥
poi = Oij€ij — p (852_]_51'1' + dq end ;e]n + Z 8 ovkq?JV 2 0. (4.88)
Dabei geltentir die freie Energie des nichtlinear elastischen Teilmodells die Gleichudgé4) (ind
(4.65. Die freien Energien der beiden anderen Teilmodebfiarien aus dem rheologischen Modell
Abb. 4.12 abgelesen werden. Unter Beachtung der &dten dreidimensionalen Verallgemeinerung
der Spannungs-Verzerrungsbeziehungen ergeben sich

1 K
T I C Rt [ TR iy B ORI YO oo | RO
ovk 1 ov,k,dev ov,k,dev Kk ov,k ov,k
f = % Gk; eU — qu eij — q” + 9 Emm — qmm Enn — an . (490)

Werden analog zur Ableitung der elastischen Spannungs-Verzstrenighungen aus der freien Ener-
gie f€ kleine Dichtéinderungen vorausgesetzt, dann stellen die Spannungen der inetasiisdmo-
delle zu den inneren Variableff"@ und q°** konjugierte thermodynamische #fte

Of sy Of"sg o

end

_ 87 -8 4.91
) g Pogd — oy (4.91)
ovk of sy  Of°F @99 Of°VF

ok — _ 80 _ =2 4.92
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dar. Mit den Definitionen4.91) und @.92 sowie @.66) kann die Dissipationsungleichung in der Form
8” + Ulejndqle]nd E,' qend) + Z UOV quOJVk (8, qov,k) >0

poi = [Uij — < end+ Z aov k)
(4.93)

geschrieben werden. Aufgrund der Forderung, da€8(fur beliebiges, e sowieq®"dundq®V* giiltig
sein soll, sind die Aufteilung der Gesamtspannung

o = O’ S+ Uend—l— Z O'OV F (4.94)
in die Spannungen der Teilmodelle und dielfng der Restungleichung
Ze]ndqlejnd_'_ Z ka ka 7 (495)

notwendig und hinreichendif die Sicherung der thermodynamischen Konsistenz, wobei sich aus
(4.95 weitere Forderungerilf die Wahl der Parameter der inelastischen Teilmodelle ergeben. Nach
Einsetzen der Evolutionsgleichungeh@9 und @.75 fur die innere Variablen des endochronen Plas-
tizitatsmodellsy®"d und desUberspannungsmodekg¥:F ergibt sich nach Aufspaltung in die deviato-
rischen und volumetrischen Anteile

endﬁG (e” qzejnd de\> 24 oY gy (£ — qg?ld) P

& k,d Ky
3 [ (o) o B (= )] 20 a9

Unter Beachtung der Spannungs-VerzerrungsbeziehungenidenBeilmodelle folgt daraus

Ny
1 1
G oo 4 Y (g ool ) 20 @
2 NG 77K

wobei die Skalarpodukte der Spannungsdeviatoren, die Produk$gdezn und die zeitlich&nderung

der Bogerhnge stets @f3er als Null sind. Deshalb sind die Wahl ddrerspannungsabhgigen Vis-
kositatsfunktion 4.85 mit den Parametern; > 0 sowie die Wahl der Parametgg; > 0, Sx > 0 und

G- > 0, K5 > 0 hinreichend @ir die Erullung des zweiten Hauptsatzes. Da die identifizierten Materi-
alparameter diesen Forderungen entsprechen, ist das Materialmodalbtly@amisch konsistent.

4.3.2 Einbindung des Materialmodells in eine physikalisch n ichtlineare
FE-Berechnung

Die Implementierung des verallgemeinerten viskoplastischen MaterialmodellsimdReeines kom- Fe-Gleichge-
merziellen FE-Programms erfolgt durch ein benutzerspezifisches Wogeamm. Die darin zu be- ¥ichtsbedingun-
rechnenden @f3en werden im folgenden Abschnitt definiert. Dazu wirdaairst die Aherungsweise

Losung des physikalisch nichtlinearen Feldproblems mittels FEM betrachtet.gbytkalischer oder

materieller Nichtlinearit soll hier eine aus den verwendeten konstitutiven Beziehungen resuodtéee
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4 Modellierung des Materialverhaltens von Polypropylen

Nichtlinearitt verstanden werden. Geometrische Nichtlinageit in Form von grol3en Verschiebun-
gen, Rotationen sowie grof3en Verzerrungen oder Nichtlirsgantinfolge von Randbedingungen wer-
den nicht betrachtet.

Die diskreten, algebraischen Gleichgewichtsbedingungen der Fildn aus dem unter Puriktl.2
erlauterten Prinzip der virtuellen Arbei2 20 hergeleitet werden. Die Diskretisierung umfasst dabei
einerseits die Unterteilung des Berechnungsgebiets

nE
V=|JVF (4.98)
i=1

in nE finite Elemente mit dem VolumeWF, andererseits wird das Verschiebungsfeld innerhalb dieser
Elemente mithilfe eines Verschiebungsansatzes

K,E
u=3" Nty (4.99)
=1

approximiert. Dabei sindV; die zu demE Knoten des Elements gétenden Formfunktionen uni

ist der Vektor der Verschiebungen deten Knotens. Die Eirithrung des Verschiebungsansatze89

fuhrt in Kombination mit der it.3.3angegebenen Zeitdiskretisierung der konstitutiven Beziehungen
zu einer Algebraisierung des partiellen Differenzialgleichungssystesssaus den Grundgleichungen
der Kontinuumsmechanik resultiert.

Fasst man die Knotenverschiebungen in einem einzigen Spaltendefiiodas gesamte Element zu-
sammen, lautet der Verschiebungsansatz in Vektor-Matrixschreibweise

12
=3

(4.100)

g:

Daraus folgt auch die diskrete Form der Verzerrungs-Verschgdheriehungen (vgl. Exliterung in
Abschnitt5.2.])

0]

d, (4.101)

[lss]

wobei
e=[e11 €2 €33 Y2 =2e12 o3 =223 Y31 = 2e31]" (4.102)

eine fur FE-Formulierungen typische, vektorielle Darstellung der sechs @ngjiden Koordinaten des
symmetrischen Verzerrungstenserist. In Analogie dazu entit

o=[on on o3 o1 om oz (4.103)

die unablngigen Koordinaten des Spannungstensors
Mit der raumlichen Diskretisierungd(98 und dem algebraischen Verschiebungsanga®9folgt fur
das Prinzip der virtuellen Arbeit in Vektor-Matrixnotation

TLE nE
U [sd" [BTaav | =] |sd" / N tdA+o6d / N7 pf v | . (4.104)
i=1 =1

OE

E E
v, v,

Infolge des durchJ?:E1 gekennzeichneten Assemblierungsprozessedtarian aus dem Vektor der
virtuellen Verschiebungen des Elemetitsden des Gesamtmodedlii. Aufgrund der Beliebigkeit der
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virtuellen Knotenverschiebungéi folgt aus

nk nE
oa’ | /NTtdA+/NTpde -U /BTo—dV =0 (4.105)
=1\ Oe VE =1 \ e
_ £ £ _
das Gleichgewicht der inneren uadf3eren Knotenkite
fo—f;=0. (4.106)

Die unterschiedliche Kennzeichnung des externen Kraftvektodls 1909 und @.106 weist darauf hin,
dassf, neben den arbetsjuivalenteriiuReren Knotenlastefiy, die aus den fchen- oder Volumen-
kraftdichten resultieren, auch Belastungen in Form von Einaékm, die an den Knoten angreifen,
enthalten kann. Im Allgemeinen sind dabei sowfi(a) als auchf; (1) abhangig von dem aktuellen
Beanspruchungszustand, ausge#lt durch den Verschiebungsvektar Im Folgenden sollen defor-
mationsabhngigeaulRere Lasten ausgeschlossen werden, so dass sich diaghypkeit aufgrund der
materiellen Nichtlinearét auf den Vektor der inneren Knotenlasten

fo—f; () =0, (4.107)
der aus den Spannungen im Inneren ermittelt wird, b@ésdtr

Zur effektiven Berechnung des pfadapigigen Strukturverhaltens kommt in FE-Programmen aitrementelle
inkrementelles Bsungsverfahren zum Einsatz, bei dem die Belastung Schri§dhritt aufgebracht -0sun9
wird. Die Steuerung der Lastgeschichte erfolgt dabei durchilBnuing der Zeitvariable, die in sta-
tischen Berechnungen ohne geschwindigkeitaalgige Materialphnomene lediglich die Bedeutung
eines Lastparameters besitzt. Tritt dagegen, wie im vorliegenden Falyvgesigkeitsabhngiges Ma-
terialverhalten auf, beschreibdlie reale Zeit und bestimmt die Geschwindigkeit mit der ein bestimmter
Belastungsprozess durchlaufen wird.
Das Ziel der inkrementellen Berechnung ist dietiiting der Gleichgewichtsbedingungeh 106 zu
jedem diskreten Zeitpunkt der gesamten Lastgeschichte. Dabei wird@ngeen, dass das Gleichge-
wicht zum Zeitpunkt erfillt und das Verschiebungsfefdi der zugebrigen Gleichgewichtskonfigu-
ration bestimmt wurde. Ausgehend von diesem Gleichgewichtszustargt eitoLosung von

g (A0) = A —f () — . (4.108)

fur den folgenden Zeitpunkt+ At, wobei At das gevahlte Zeitinkrement bezeichnddgthe(2002).

Aufgrund der Ablangigkeit der Spannungen bzw. der inneren Knotéft&rvom aktuellen Verfor- Newton-
mungszustand stell§(108 ein nichtlineares Gleichungssystem dar, dess#suhg in Form des neuenRAPHSON-Iteration
Verschiebungsvektoré*Atg iterativ zu bestimmen ist. Dazu kommt hier dagWroN-RAPHSON-

Verfahren zum Einsatz. Abbildung21veranschaulicht die iterativedisungsprozedufif ein System

mit einem Freiheitsgrad.

Aus der Anwendung dieses Iterationsschemas folgen die im Rahmenrderisachen Materialmodel-
lierung zur Verfigung zu stellenden GRen, die im Folgenden abgeleitet werden. Dazu wird angenom-
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fo, fia

t+At
fe

tHAt nler
i
i
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Abbildung 4.21: Iterative bsung mittels MWTON-RAPHSON-Verfahren

men, dass im Iterationsschritt- 1 die Losung*™2*4’~! berechnet worden ist. EinexYLoR-Reihen-
entwicklung an dieser bekannten Stelle liefert

. , 0g
t+ At~ t+ At ~i—1 S
5( g) _g< u >+ O | t+At5i-1

—_———
o t+AtK’i

. 2
HALSHT 4O ((t+At6ﬁz) > —o, (4.109)

wobei der Ausdruckt’“mg" als Tangentensteifigkeitsmatrix désen Iterationsschritts bezeichnet
wird. Unter Vernactdssigung der Terme zweiter undherer Ordnung kaniaber

t+At§i t+At5gi — t+Atﬁe _ﬁi <t+AtQifl> (4110)

ein Verschiebungszuwachs®! 54’ fir den aktuellen Iterationsschritt berechnet werden. Der Verschie-
bungszuwachs ist dabei nicht mit der virtuellen Verschiebung in Glegltii04 zu verwechseln.

Die Summe aller ahrend der bisherigeniterationen berechneten Verschiebungsaciise ergibt das
aktuelle Verschiebungsinkrement

i
t+AtAgi _ Z tJrAt(sgk ] (4111)
k=1
Daraus kanriiber
t—i—Atﬁi _ tﬁ+t+AtAﬁi (4112)
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die aktuelle Verschiebung bestimmt werden. Wird nal® Iterationen ein Abbruchkriterium aifit,
das beispielsweiséber das Residuum des Kraftvektors oder durch den Vektor dechietaings-
zuwachse definiert werden kann, ist die Berechnung des Lastschri#s@ilgssen und die inkremen-
telle Losung kanniir einen neuen Lastschritts fortgesetzt werden.

Da in einer nur materiell nichtlinearen FE-Rechnung der Vektorad&eren Knotenlasten und dievaterialtangenten-
Verzerrungs-Verschiebungsmatiunabtiangig von der Verformung sind, ist zur Bildung der Tangersteifigkeit
tensteifigkeitsmatrix B

, 15) .
wagi B %) (4.113)
= ou | t+Atpi—1 ou | t+Atyi—1

TLE

- U /BT‘% %y (4.114)
) = 0e t+Atﬁz—1 od
i=1 VE u =
TLE a

= /BT" BV (4.115)
el Oe AL Gi—1=

VE —————
t+Atci

lediglich die Linearisierung der konstitutiven Beziehungen durch BildusigMiaterialtangentenstei-
figkeitsmatrix " *2¢C' erforderlich.

Nachdem der aktuelle Zuwachs des Verschiebungsvekfé‘tfsmi bestimmt wurde, erfolgt zur Be- Spannungsalgo-
rechnung desachsten Iterationsschritts die Aktualisierung der rechten Seite von Glgiqduilg thmus
(vgl. Abb.4.22). Dazu ist ein neuer Vektor der inneren Knotenlasten

TLE
t+At£ii — U /BT t—‘rAtgi dv (4116)
=1
1%

aus den aktuellen Spannungéh®'o’ zu berechnen. Da die konstitutiven Beziehungen zur Abbil-
dung der Gleichgewichtshysterese und der Geschwindigked#sglkeit des Materialverhaltens in
Form von Differenzialgleichungen vorliegen, ist dazu eine zeitliche Bisierung erforderlich. Das
gewahlte Diskretisierungsverfahren bestimmt in Verbindung mit der Struktuiverialgleichun-
gen die mathematischen Eigenschaften des sogenannten Spannuitsalgarur Aktualisierung der
Spannungswerte

t—l—Atgi — tg+ t+AtAgi. (4117)

Daim Rahmen dieser Arbeit auch die Materialtangentensteifigkeitsmatrix ainkdEmentellen Form
der Materialgleichungen

t+At t+AL
a9 e _9A""g (4.118)
= Qtt+Atg tHALgi—1 OAt+Atg t+ AL i1 '

abgeleitet wird, handelt es sich um einen algorithmischen Tangentenmodul.

Um die Konvergenz des lterationsverfahrens sicherzustellen, solkezud Berechnung der Materi-
altangentensteifigkeitsmatrix genutzten inkrementellen Materialgleichungenmiithdgpannungsal-
gorithmus verwendeteilbereinstimmen. In diesem Fall wird der Tangentenmodul als algorithmisch
konsistent bezeichnet.
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Zeitdiskretisierung

4 Modellierung des Materialverhaltens von Polypropylen

Die zeitliche Diskretisierung der in Abschnit3.1beschriebenen mehrachsigen konstitutiven Bezie-
hungen, die Formulierung eines Algortihmus zur Aktualisierung der Spaemuand der inneren Zu-
standsvariablen sowie die Herleitung des algorithmisch konsistenten Tangerduls sind Gegen-
stand des folgenden Abschnitts.

Die Materialtangentensteifigkeitsmatrix wird, wie in Agb22dargestellt ist, dem FE-Programnai+
rend der Assemblierung der Tangentensteifigkeitsmatrix des Gesamtnidabiieben. Nach der Be-
rechnung des aktuellen Verschiebungszuwachses erfolgt die Aktnatig der Spannungen. Der aus
diesen Spannungen resultierende Vektor der inneren Knotenlasteiinwi@chsten Iterationsschritt
erneut beitigt, um den Achsten Verschiebungszuwachs zu berechnen.

A 2
Algorithmisch konsistenter
Tangentenmodul

t+A
ol

Assemblierung der Tangenten-
steifigkeitsmatrix
tHAL i

K
Berechnung des neuen .
. t+Atpi-l
Verschiebungszuwachses £
tHAt i tHAts i _t+Atp tHAtpi-
K ou' =
Spannungsalgorithmus
HAlgi = L 4tHAl gi

Assemblierung des Vektors der
inneren Knotenlasten
t+AL g

f,

nein i —* -1

Konvergenz-
kriterium erfiillt?

Berechnung des nichsten
Inkrements

Abbildung 4.22: Prinzipieller Ablauf einer nichtlinearen FE-Rechnung

4.3.3 Spannungsalgorithmus und algorithmisch konsistente r Tangentenmodul

Die Simulation der in KapiteB beschriebenen monotonen Zug-, Relaxations- und zyklischen Versuch
erfordert die numerisch stabile Ermittlung der aktuellen Spannungsvikerterischiedene Zeitbereiche
zwischen 3 un@ - 10* Sekunden. Eine im Vorfeld untersuchte Diskretisierung des Gesamtmodells mit
dem expliziten ELER-Vorwartsverfahrenifhrte Uir das nichtlinearéberspannungsmodell auch bei
geringen Zeitschrittweiten zu Instabdlten. Dagegen wurden die Teilmodelle der Gleichgewichtsrela-
tion zuverhssig integriert. Zur Sicherung der numerischen Stabilier Spannungsberechnung kommt
daher fir dasUberspannungsmodell ein implizites Verfahren zum Einsaé&hrend sowohl das nicht-
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4.3 Mehrachsiges Materialmodell und FE-Implementierung

linear elastische Modell als auch das endochrone Plégsribdell aus Effizienzgnden explizit zei-
tintegriert werden.
Die allgemeine Form der in dem beschriebenen viskoplastischen Materidlvatemmenden kon-
stitutiven Gleichungen lautet

oc="F(eé¢0). (4.119)

Ihre Auswertung zum bekannten Zeitpumkt
ol,=1f(e,¢,0)| (4.120)
fuhrt in Kombination mit dem Vonartsdifferenzenquotienten

t+At()_ t() t+AtA()
O], = At T At
auf das BLER-Vorwartsverfahren. Ein zweiter Ordnung genaues, implizites Verfahredtartan
durch Auswertung der Differenzialgleichung zu dem fiktiven Zeitputnkt%At

(4.121)

Oliyia=1(860) 1 (4.122)
unter Verwendung des zentralen Differenzenquotienten an der Bﬁelﬁt

. ~ t+At()_t()_ t+AtA()
() tH1AL At At (4.123)

2

und der linearen Interpolation

Olyzae™ O+ 5 *5() (4.124)

zur Berechnung der bétigten GbRen zum Zeitpunkt + %At. Aufgrund der Auswertung der Diffe-
renzialgleichung bet + %At wird diese Form der Zeitdiskretisierung als implizite Mittelpunktregel
bezeichnet.

Die Anwendung der genannten DiskretisierungsverfahrerUnarfiihrung der konstitutiven Glei- Additive Zerlegung
chungen in eine inkrementelle Form bestimmt die Eigenschaften des Spaalgorghmus und bildet
die Grundlage der Berechnung der algorithmisch konsistenten Tangesdaim der Teilmodelle. Auf-
grund der additiven Zerlegung der Spannung

Ny
oc=0%4 % =g¢4 g Z o, (4.125)
i=1
ergibt sich auch das Inkrement der Gesamtspannung
Ty .
Ao = Ac®+ Ac®+ ) " Ao (4.126)

i=1

als Summe der Inkremente der Spannungen in den Teilmodellen. Gleichds giérf algorithmisch
konsistenten Tangentenmodul

0A0;; aAa% 3Aa%nd il aAaij’m
_ R 4.127
6Aekl 8A8kl * 3A8kl + mz:: aA&kl ( )
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le Form

4 Modellierung des Materialverhaltens von Polypropylen

Erfolgt in den Teilmodellen die getrennte Betrachtung von Deviator und 8gsijeweiligen Span-
nungstensors, saknen das Inkrement der Spannung
O AsO L LA 0 5.
Ao,/ = As;/ + ngmm(S” (4.128)
und der Tangentenmodul
oMo 9As) 100

¥ L P 4.129
8A5kl 8A5kl 3 8A€kl J ( )

aus den Beitigen der deviatorischen und hydrostatischen Anteile bestimmt werden.
Fur das nichtlinear elastische Teilmodell ergeben sich nach Bildung der [&ditisiy von ¢.67) und
Anwendung der expliziten Zeitdiskretisierung

A

H_AtAS?j = 2G1 H_AtAeZ'j - ac " tAeOp teOp teij (4130)

L+agV'iey'ten I+ aG\/temn temn \/teqr teqr

3K
HAIAGS = ! 5 A Ay, (4.131)
(1 + ax VvV emm tenn)

In gleicher Weiseiihrt die Diskretisierung der Differenzialgleichungen des endocirdfedells auf
t-‘rAtAsie]nd — 2G2 t+AtAeij o ﬁG tS%ndt+AtAZ (4132)
HAAGET = 3Ky A Acym — 36k lotht TTAT A (4.133)

Aufgrund des expliziten Zeitdiskretisierungsverfahrens sind die inkrge der Spannungen nur Funk-
tionen des aktuellen Verzerrungsinkrements, des Verzerrungsdastam Zeitpunkt sowie im Fall
des endochronen Modells des ebenfalls bekannten Spannungéwts

Im Gegensatz daziihrt die Anwendung der impliziten Mittelpunktregel zur Diskretisierung aer-k
stitutiven Gleichungen ddsberspannungsmodells auf ein nichtlineares Gleichungssystem

H—AtAsc.)\./’k _ Qsz H—AtAeZ‘j _ QszAt ts(?\ﬂk + 1 H_AtAsc.)\./’k (4134)
g ~ (t+%At ov) K 2 g
Ulel (o4
3KVAtL 1
t+AtA ov.k Kovt+AtA . k t__ov,k 7t+AtA ov,k 4.135
Tmm 3 k Emm f]l;( (H—%Ato.ov) ( Onn + 2 Onn ( )
mit
Hznvl (tgz}/,j + lt+AtAO.IC:;/7j> ko
. . j= 2
i <t+%Ato_ov> = gioexp | — J . (4.136)
HZnV ) (to.]g;hj + lt—l—AtAo.lf;}/J) ko
. . j= 2
ity (t—&-%Ato_ov) = nhexp | — J o (4.137)

zur Bestimmung der deviatorischen und volumetrischen Anteile des Inkreriettd o' der Uber-
spannung, das durch eine weitereWronN-RAPHSON-Iteration innerhalb des Spannungsalgorithmus
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4.3 Mehrachsiges Materialmodell und FE-Implementierung

geldst wird. Im Gegensatz zu den beiden Teilmodellen der Gleichgewichtsrekatibalten die dis-
kreten Gleichungen degberspannungsmodells das Zeitinkreméxtt, wodurch die Geschwindig-
keitsablangigkeit in der numerischen Umsetzung des Materialmodells realisiert wadingt durch
die nichtlinearen Viskositsfunktionen entsteht eine Kopplung zwischen Aederungen des Devia-
tors und der Spur ddsberspannungstensors. Die Implementierung des Spannungsalgorfthmdas
nichtlineareUberspannungsmodell erfolgte im Rahmen einer DiplomarB4is{(2009).

Zur Bildung des weiterhin erforderlichen algorithmisch konsistenten Taegenoduls sind die par- Tangentenmodul
tiellen Ableitungen der Spannungsinkremente nach dem Verzerrungsiekt! ™2 Ae zu bilden. Dies
fuhrt fir dasUberspannungsmodell auf ein weiteres lineares Gleichungssysterhdrabtaus

ov,m ov,m
atJrAtASij 2GOV8t+AtA61'j QG%At 1 atJrAtASij
OH'AtA&kl N m6t+AtA5kl ﬁg (t-‘r%Ata.ov) 2 8t+AtA€kl
ko _ t+AL ov
ko t+1at ovim (141t ov t+iat o) 2 L riar_ov? Aagy
= Ty At O 280GV T2 B0 Ehaop (4.138)
250 ij E P O t+AtA€kl
und
ov,m ov,m
0 A Ao ™ _ 5 K0V8t+AtAEnn _ 3KYAt 1974 Ay,
OMAt Agy; ™t At Agy, i (H%Ataov) 2 OAtAgy,
ko _ t+At ov
ko 4y1a ovm [ t+1At _ov t+LAt _ov) 2 Liing ov? Aoy,
— 2%y 20 220 22t g ——————4 | (4.139)
280 qq rs s uv at+AtA€kl "

He OV

zur Berechnung vond&%kl, wobei die partiellen Ableitungen des Deviators und der Spur des Inkre-
ments des symmetrischen Verzerrungstensors
6t+AtAeij 1

1
= 5 (Oirdji + 6idjx) — §5ij5kl und

R — A =90 4.140
DFAIAL, 2 . kl ( )

sind. Dagegen ist der Tangentenmodul des nichtlinear elastischen Tdigriod®rm von

8t+AtAse- 20 1 1
STATAT. = - 5 (0ikdj1 + 0udjr) — 50ij0ki
0 Aceyy 14+ aaV emntemn |2 3
t t
. ac Cij_Chl (4.141)
1+ aG\/teop teop \/teqr teqr
at+AtAo,e 3K
atTtAgpp — tl ; 5 5kl (4142)
M (14 axy/Teppleqq)
explizit angebbar. & das endochrone Modell €ith man die Beziehungen
8t+AtAs§nd 1 1 AL A ¢
I E— (55 5 — =8 _ B, tgend kl
8t+AtA€kl 2Go 5 (5zk6jl -+ 5115]k) 351j5k1:| Ba 55 \/t+AtA5mn t+AtA5mn (4.143)
at+AtAO.end t+AtAE
pp t _end kl
— PP — 3K,6.,—3 . 4.144
AT AL, 20kt — 3Pk "opp VA A AT A, ( )
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4 Modellierung des Materialverhaltens von Polypropylen

Der aus der verallgemeinerten Bogamje resultierende Ter% beschreibt die Richtung
des aktuellen Verzerrungsinkrementar Beliebige Lastpfade ergibt sich daraus eine unsymmetrische
Tangentensteifigkeitsmatrix, so dass ein geeignetes Verfahrerdgung des globalen Gleichungssys-
tems der FEM zu verwenden ist. Weiterhin ist zur Vermeidung der DivisiosohdNull im Fall eines
verschwindenden Verzerrungsinkrements, z.B. am Beginn der BRegtoder viahrend der Simulation
eines Relaxationsversuchs, der gesamte Ausdruck Null zu setzen.

Der algorithmische Tangentenmodul des Gesamtmodells ergibt sich naathBeng der einzelnen
Beitrage geral3 @.127). Fur die numerische Implementierung werden die in Tensorschreibweise ange
gebenen GilRen unter Beachtung der Definition der Spannuagend Verzerrungsvektoresnin die
Materialtangentensteifigkeitsmati& tberiihrt.

Aufgrund der Bildungsvorschrift des Tangentenmoduls sind die in deiti@ngen dedJberspan-
nungsmodells und des endochronen Modells auftretenden Spanmunaggerzerrungsinkremente je-
weils die GbRRen der vorangegangenen lteration 1.

4.3.4 Validierung des Materialmodells

Vor dem Einsatz in einem RVE-Modell wird das Verhalten des Materialmodatisrwerschiedenen
Belastungbedingungen untersucht und die Plausibiiér Ergebnisséberpiift. Dabei erndglicht die
Berechnung verschiebungsgesteuerter Bistidie separate Verifikation des Spannungsalgorithmus.
Das Verhalten des Modellsakrend der iterativen Berechnung kann anschlief3end durch die Simulatio
von kraftgesteuerten Prozessen kontrolliert werden.

Die Berechnung verschiebungsgesteuerter monotoner Zugvermiithierschiedenen Belastungs-
geschwindigkeiten dient der qualitativen und quantitativen Verifikation ddwanksigen Material-
modells unter einachsiger Beanspruchung. Dabei kann, wie inABB(a)dargestellt ist, festgestellt
werden, dass das mehrachsige Materialmodell mit den Paramété8 (4.82), (4.84) und @.85 in
der Lage ist, das in den Experimenten beobachtete geschwindigkéitsaid Materialverhalten kor-
rekt wiederzugeben. Die Darstellung von Ques-und Langsdehnung in Abb. 4.23(b)verdeutlicht

0
E‘ 30 ™
E w7 -0.005
o 20} g
o0 Z
§ X__ 100 mm/min @ 0.01
g 10} - 10 mm/min |] 5
« ' U 1 mm/min & -0.015
0.01 0.02 0.03 0.04 0 0.01 0.02 0.03 0.04
Dehnung ¢ [-] Langsdehnung ¢ [-]
(a) Spannungs-Dehnungskurven (b) Querdehnung

Abbildung 4.23: Simulation verschiebungsgesteuerter Zugversuche

die Einhaltung einer konstanten Querkontraktionszahlwen 0, 4, die bei der mehrachsigen Verall-
gemeinerung vorausgesetzt wurde.
Zur Uberpidfung der korrekten Implementierung der Tangentensteifigkeitsmatrix istrwi das
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4.3 Mehrachsiges Materialmodell und FE-Implementierung

Verhalten des Materialmodells in kraftgesteuerten Berechnungen zahitemaAbbildungt.24(a)ver-
gleicht dazu BerechnungsergebniséeZugversuche, wobei zwei verschiedene Zeitdiskretisierungen
mit 100 bzw. 10 Inkrementen verwendet wurden. Als Abbruchkriteriiindfe Iteration diente in bei-

: -
— 0.04} 1 s
& 0 =+ =+ = I. - g
E s = =+ =t L 0.03 . s
=" -+ w I -
© 20 z?//+4+4 a0 . e
an % + 10 Inkr. = | e
=) v = 0.02 -
= _— . =
g 10 7 — 4+ 100 mm/min < | P Ve 00 —
s 4= 10 mm/mi a mm/min ||
) ot -, n;nn.mn ooty - = — 10 mm/min
— + — | moymn - — — — 1 mm/min
0 0

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0 100 200 300
Dehnung ¢ [-] Zeit t [s]
(a) Spannungs-Dehnungskurven (b) Dehnungs-Zeitvedufe
Abbildung 4.24: Simulation kraftgesteuerter Zugversuche
den Rllen die Forderung
max (f,) = max (fo — f;) < 1-107'N (4.145)

fur das Residuunfi, der Knotenkraftvektoren. YAhrend dieses Kriteriunuf die feinere Zeitdiskreti-
sierung bereits nach dem ersten Schrittidtrist, erfordert die gdRere Zeitschrittweite die iterative
Bestimmung des Verschiebungszuwachsegddes Inkrement. Die zwischen den beiden Diskretisie-
rungsvarianten auftretenden Unterschiede, die vorallem auf dene@k&rungsfehler der zur Steue-
rung genutzten Lastgeschichte éckzufihren sind, knnen als gering bewertet werden.

Da die Kraftsteuerung durch die in den verschiebungsgesteuerteeiZughen berechneten Knoten-
kraft-Zeitverfufe erfolgt, ist anhand der resultierenden Dehnungs-Zeivier(vgl. Abb.4.24(b) eine
zusatzliche Kontrollndglichkeit gegeben. Sowohl die erreichte maximale Dehnung als auch die De
raten entsprechen dabei den Vorgaben der verschiebungsgesidiastélle.

Neben der in den Zugversuchen zu beobachtenden Geschwindigkéngagkeit wird auch das spannungsrelaxa-
damit einhergehende Relaxationsverhalten korrekt wiedergegeldn4&5(a). Zur effizienten Si- "
mulation der Spannungsrelaxatiober einen Zeitraum voR, 5 - 10*s kommt dabei eine adaptive Zeit-
schrittweitensteuerung zum Einsatzaivend @ir die Aufbringung der Belastung eine Zeitschrittweite
von At = 0, 5s verwendet wird, &chst das Zeitinkrementakrend des Relaxationsvorgangs bis auf
mehrere Tausend Sekunden an. Die auftretenden Abweichungeremoexperimentell bestimmten
Spannungs-Zeitverlauf entsprechen dabei denen der einachsigiemt® des Materialmodells. Da-
durch wird die Robustheit des implementierten Materialmodells unter Beweislgeste

Zusatzlich zu diesen Normalbeanspruchungen erfolgte die Simulation des Magdratens unter schubbeanspru-
Schubbeanspruchunigrfdrei verschiedene Belastungsgeschwindigkeiten, wobei lediglictieséato- N9
rische Anteil des Materialmodells angesprochen wird. Da sowioshdén Spannungsdeviator als auch
fur den hydrostatischen Anteil die gleichen konstitutiven Annahmeragkwurden, entspricht das
gualitative Materialverhalten dem der Zugversuche, allerdings bei etleartlich niedrigeren Span-
nungsniveau. Durch die Simulation von Zug- und Schubbeansprgehun den drei verschiedenen
Raumrichtungen konnte weiterhin die Richtungsurgaigfigkeit des Materialverhaltens nachgewiesen
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. . 25

—_ X Experiment | 2

< 3 P 290

o FEM e _ -
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(a) Spannungs-Zeitverlaufif (Zug)-Relaxationsversuch (b) Spannung-Verzerrungsverlaiifr fSchubversuch

Abbildung 4.25: Simulation von Relaxations- und Schubversuchen

werden.
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5 Modellierung repr asentativer
Volumenelemente mittels XFEM

Zur Simulation des effektiven Materialverhaltens von Verbundwerkestoffird neben den Materialmo- Einfiihrung
dellen fir die konstitutiven Bestandteile ein Modell der lokalen Werkstoffstrukamtbgt. Aufgrund

der komplexen Geometrie textiler Veskungsstrukturen stellt die Generierung eines diskreten Be-
rechnungsmodellsif ein RVE eine besondere Herausforderung dar. Bei der Anwender FEM
entstehen einerseits stark deformierte Elementgeometrien, die zu einehsamleamerischen Kon-
ditionierung fihren. Andererseits ist ein hoher Modellierungsaufwamdife manuelle Erstellung der
numerischen Modelle zu erwarten.

Fir die hier betrachteten textilen Veiskungen wird daher eine alternative Modellierungsstrategie
fur RVE auf Basis der erweiterten Finiten-Elemente-Methode (XFEM) eneltialie ausgehend von
der dreidimensionalen Geometrie der Varktingsstruktur eine automatisierte Erstellung der Berech-
nungsmodelle erdyglicht und ein Berechnungsnetz regéldiger finiter Elemente lieferk@stner u. a.
(20083; Kastner und Ulbrich(2006; Haasemann u. #2000).

5.1 Grundzlge der XFEM

Im Unterschied zur gedhnlichen FEM, bei der die Vernetzung an Details der inneren Struktur aREM/FEM
gepasst werden muss, ist dies bei Nutzung der XFEM nicht erfordefitsse und innere Grenz-
flachen, die z. B. bei Hotdumen, Einsclilssen oder Materialgrenzen auftreten, sind nicht Teil des
regeln@éligen Netzes. Die Lage der Unstetigkeitsstellen ist ugwadply von der ge@hlten Vernetzung.
Allerdings missen aus diesem Grund alternative Verfahren zur Lokalisierungsvenzfichen, zur
Abbildung der Diskontinuit der Feldgbf3en oder ihrer Ableitungen sowie zur Integration der Ele-
mentsteifigkeitsmatrizen angewendet werden.

5.1.1 Anreicherung des Verschiebungsansatzes

Die XFEM bietet, durch eintokale Anreicherung Verschiebungsan-
satz
nK
uXFEM = ZszlZ + Z NjéjF (51)
=1 jEICA”’
———
FEM Anreicherung

des gewdhnlichen Verschiebungsansatzes der FEMY, die Mdglichkeit, Unstetigkeiten verschie-
dener FelddifRen innerhalb eines Elements und damit in einem ref@f@igen Berechnungsnetz ab-
zubilden. Dabei entspricht die erste Summe der bekannten Approximasdvedechiebungsfeldas
durch das Produkt von Formfunktioné¥y und dem Vektor der Freiheitsgrade am Knoteni. Die
Erweiterung des Verschiebungsansatzes besteht aus den Vekéorengdzlichen Freiheitsgrads;
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X-Elemente

5 Modellierung repiisentativer Volumenelemente mittels XFEM

und einer Anreicherungsfunktiofl, die das mechanische Verhalten an einer Unstetigkeitsstelle wie-
dergibt. Durch die angepasste Wahl der Anreicherungsfunkiiomén starke (Verschiebungssprung)
und schwache Diskontingiten (Dehnungs- bzw. Steifigkeitssprung) abgebildet werden. Die-unte
schiedlichen Summationsindizes Bi1) zeigen an, dass nicht all&® Knoten des Berechnungsnetzes
zusatzliche Freiheitsgrade aufweisen sondern nur diejenjgen/CA™, in deren Einflussgebiet eine
Unstetigkeit auftritt (vgl. Abb5.1).

Im Hinblick auf die Modellierung von Verbundwerkstoffen mit textiler Vé@rktungsstruktur bedeutet
dies, dass das Netz der finiten Elemente nicht mehr deradlgewerden muss, dass Elemémtder

auf einer Materialgrenze liegen. Stattdessen wird der senkrecht ztselnben Grenzéiche auftreten-

de Dehnungssprung durch die Erweiterung des Verschiebungsessaodelliert.

Ursprunglich wurde die XFEM zur Simulation des Rissfortschritts entwickelogs u. a.(1999;
Dauxz u.a(2000). Im Gegensatz zur genlichen FEM kann durch die Unahingigkeit von Ver-
netzung und Topologie des Risses auf die aufwendige NeuvernetesrigedModells bei einer Ver-
schiebung der Rissspitze verzichtet werden. Die Unstetigkeit deshiebsmgsfeldes infolge der Riss-
offnung wird dabei innerhalb der Elemente durch den erweiterten Metsgngsansatz abgebildet. Als
Anreicherungsfunktion wird die Sprungfunktion verwendet.

In der Folgezeit wurde die Methode auch zur Abbildung von Eirisgdn und Hohfrumen eingesetzt
(Sukumar u. a(2001); Belytschko u. a(2001); Moes u.a(2003). Verschiedene Erweiterungen um-
fassen die Modellierung des Rissspitzennahfeldear{d Belytschkq2003), die Anwendung zur Si-
mulation des dreidimensionalen Risswachstugk(umar u. a(2000; Gravouil u. a(2002ab)) sowie
zur Modellierung von GrenzikhenrissenSukumar u. a(2004), Elemente bherer OrdnungStazi
u.a.(2003) und geometrisch nichtlineare Formulierungagerstbm und Larssoii2006)).

Die Umsetzung der XFEM erfolgt im Rahmen dieser Arbeit durch die Defintimh Implementie-
rung spezieller X-Elemente (Abb.1), welche die gewhnlichen Elemente im Bereich einer Materi-
algrenze ersetzen. Dabei wird vorausgesetzt, dass die lokale Aema@nichdes Verschiebungsansatzes
auf den Bereich eines einzelnen Elements, das von einer Materialgresaeniften wird, beschnkt
bleibt. Ausgehend von dem erweiterten Verschiebungsansdizwird in 5.2.1eine Elementsteifig-

1
9 //' N |:| Gewohnliche finite Elemente
’/ \ |:| X-Elemente
{ ] P Knoten mit zusétzlichen
\ Freiheitsgraden
N g
N Y .
N / —— Materialgrenze
Te—

Abbildung 5.1: X-Elemente und Knoten mit ZAiglichen Freiheitsgraden im Verlauf einer Material-
grenze

keitsmatrix formuliert. Zur Berechnung dieser Matrix werden eine MethadelLpkalisierung der
Materialgrenze innerhalb des Elements sowie eine geeignete Anreickmkiipn beitigt, die im
Folgenden zur Vetfgung gestellt werden.
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5.1 Grundzige der XFEM

5.1.2 Lokalisierung von Grenzfl achen

Da das Berechnungsnetz unahgig von der Lage der Materialgrenze ist, muss die Lokalisierung der
Grenzflche separat erfolgen. Dazu wird der vorzeichenbehaftete Abstand

@i = (X — Xmin) * Nmin (5.2)

des Knotens mit dem Ortsvekt&f zu einer durch das Element verlaufenden Materialgrénaerech-
net (Abb.5.2(a), wobeinnmi, ein Normaleneinheitsvektor an dem Punkt der Materialgrenzg mit

dem geringsten Abstand ist. Durch Interpolation der Knotenwgstenittels der Formfunktionemv;

der Elemente kanrif jeden Punk der Abstand

o= ZNi¢i (5.3)

bestimmt werden. Um eine ausreichende Genauigkeit dieser Approximatigavhrleisten, muss
das Berechnungsnetz gegend fein gewhlt werden. Die Lage der Materialgrenzést dann eindeutig
durch die Parameterkurvye= 0 beschrieben. Damit gilt entsprechend ABt2(b)

=0 auf T,
p=9q <0 in G, (5.4)
>0 in gT .
1
I:¥=0
+
Gt 9>0 — ~
// ‘\\
y.d N\
3\( N i /
i I 1
I':p=0 1G1<0 |
i
24 - \
G: 90 \‘\ A
Xmin N d
N -~
T~ /T
| Ghp>0
Ty x
(a) Berechnung des vorzeichenbehafteten Abstands (b) Identifikation von Grenzéichen

Abbildung 5.2: Identifikation von GrenZthen mittels Parameterfunktion

Da reale Materialstrukturen zahlreiche Materialgrenzen mit beliebig kompéridferbufen enthal-
ten kbnnen, ist in der Regel keine analytische Berechnung deraAlsty; moglich und die Loka-
lisierung in Form einer globalen Parameterfunktiomicht sinnvoll. Im Rahmen der automatisierten
Modellgenerierung (vgl. Abschni.3) wird der durch ein dreidimensionales Geometriemodell der
Verstarkungsstruktur gegebene Verlauf der Materialgrenzen dahehialbezines Elements durch eine
bilineare Paramete#the ersetzt, die auch zur elementweisen Berechnung des vorzehbhfaten
Abstands genutzt wird.
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5 Modellierung repiisentativer Volumenelemente mittels XFEM

5.1.3 Wahl der Anreicherungsfunktion fir Materialgrenze n

Neben der reinen Lokalisierung der Materialgrenze kann der Abstaaech zur Formulierung einer
AnreicherungsfunktionF” zur Abbildung der an einer Materialgrenze auftretenden Unstetigkeit ge-
nutzt werden. An einer solchen Grenze kommt es aufgrund verscleedéaterialparameter in den
angrenzenden Gebieten zu einer sprunghaiietierung der Koeffizienten der partiellen Differential-
gleichungen. Vithrend die Verschiebung, bedingt durch die zu fordernde Kompaitbilds zusam-
menftangenden Gebiets, keine Unstetigkeiten aufweisen darf, kann shhkreeiner Grenzfichel’
ein Sprung in den Verzerrungen

[E1] =1[6n] # O . 1=1,2,3

~ mit und [a] =at —a” (5.5)
[Eas] = 0 o, =2,3

auftreten (Abb5.3), der durch die Anreicherungsfunktion abzubilden ist.

Abbildung 5.3: Verzerrungssprung an einer Materialgrenze

Betrachtet man den Betrag des Abstangdszu einer Materialgrenze, der in AbbB.4(a)in den
nafirlichen Koordinatergy, & (s. Abschnitts.2.]) eines ebenen, zweidimensionalen finiten Elements,
das von einer schg zu den Elementkanten verlaufenden Materialgrenze geschnitten waigestellt
ist, erkennt man, dass die Ableitung dieser Verteilung dielgsehte Diskontinuét aufweist. Damit

ist durch
> Nigi
7

eine nbgliche Anreicherungsfunktion zur Abbildung des Verzerrungssgsugegeben. Béglich der
Implementierung eines X-Elements in einem kommerziellen FE-Programm besget dirsatz je-
doch einen entscheidenden Nachteil. Das von dem Knridbeeinflusste Verschiebungsfeld wirkt sich
nicht nur auf das von einer Grenzlinie durchzogene Element sondemaaf die benachbarten Ele-
mente aus. Da zur praktischen Umsetzung der XFEM angestrebt wirdijgjanigen gewhnlichen
Elemente des regekiBigen Netzes, die von einer Grenze geschnitten werden, durch X+iEeme
ersetzen, @hrend digibrige Vernetzung unvandert bleibt, muss die Auswirkung der Anreicherung
im Verschiebungsansatz auf diese Elemente bas&hsein.
In Moes u. a(2003 wird mit

Z Nip;

7

ol = (5.6)

(5.7)

F=2% Nl -
7
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5.2 Formulierung von X-Elementen mit erweitertem Verschiebungsansatz

ein Vorschlag fir eine alternative Anreichungsfunktion beschrieben (Abf(b). Es ist zu erkennen,

w 0.5

(a) Verlauf der Anreichungsfunktiojp| (b) Verlauf der Anreichungsfunktiof’

Abbildung 5.4: Verlauf miglicher Anreicherungsfunktionen zur Modellierung des Verzersspgings
innerhalb eines ebenen zweidimensionalen finiten Elements

dassF fur alle Elemente,ifr deren Knotenwerte;o; > 0,7 # j gilt, also fur diejenigen Elemente,
die nicht von einer Materialgrenze geschnitten werden, verschwinadenitDst die Auswirkung der
zusatzlichen Freiheitsgradg; auf die Elemente im Bereich der Diskontiratider Materialparameter
beschénkt. In Abb.5.4(b)wird anhand der Darstellung des Verlaufs \@rin einem zweidimensiona-
len Elementbereich deutlich, dass auch auf dandern des X-Elements, die keine Schnittpunkte mit
der Materialgrenze aufweiseh;, = 0 gilt. Dadurch wird auch die Kompatibitit des Verschiebungs-
verlaufs zu den benachbarten ggwlichen finiten Elementen gesicheévtoes u. a(2003 beschreiben
zudem das bei Verwendung der FunktiBrgegeriiber|y| verbesserte Konvergenzverhalten.

In Abb. 5.5sind abschlieRend die Richtungsableitungen der Anreicherungsfuriktion

OF(€)  OF . OF
81’1F = 78(51 ny + 7a§2 ) (58)
OF(¢)  OF . OF ;
i = sel Tt (5.9)

in Richtung des Normalem! und Tangentenvektons der Materialgrenz&' fir zwei verschiedene
Verlaufe innerhalb eines ebenen zweidimensionalen Elements dargestellt. Dke®zaigen deutlich,
dass die Unstetigkeit der Ableitungen nur senkrecht zu einer Géehzgflauftritt.

5.2 Formulierung von X-Elementen mit erweitertem
Verschiebungsansatz

Wie in der Einfihrung von Abschnitb.1 erlautert wurde, erfolgt die programmtechnische Umsetzuagfihrung
der XFEM durch die Definition eines neuen, X-Element genannten ElemsnBgsonders vorteilhaft

fur die Implementierung ist dabei die Eigenschaft der Anreicherunigstum(5.7), den Einfluss des er-
weiterten Verschiebungsansatzes auf ein von einer Materialgrendeniiégsnes Element zu begrenzen.
Dadurch sind keine weiterdibergangselemente erforderlictiirflen Einsatz des neuen Elementtyps
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0FOn
0Fot

Ez -1 -1 El

0FOon
0Ft

Ez -1 -1 El E2 -1 -1 E'l

(c) Materialgrenze schg zu den Elementkante!g"‘,)iF (&) (d) Materialgrenze schg zu den Elementkante% &

Abbildung 5.5: Verlauf der partiellen Ableitungen der Anreicherungsfionk bei verschiedenen
Verlaufen der Materialgrenze innerhalb eines ebenen zweidimensionalen fihite

ments

in einem kommerziellen FE-Programm soll in diesem Abschnitt die Tangeril‘dglsz!'EtsmatrixgE
eines X-Elements zur Abbildung von Materialgrenzen

KF = / B'CBdV (5.10)

VE
zur Verfugung gestellt werden. Dazu ist Aghst die Verzerrungs-Verschiebungsmaiiunter Be-
riicksichtigung des erweiterten Verschiebungsansatzes zu bereBimbfaterialtangentensteifigkeits-
matrix C folgt aus den Materialmodellen der Verbundkomponenten (vgl. AbschiSit8. Da sowohl
B als eTuch(ZJ innerhalb des Elements eine Unstetigkeit aufweisen, erfolgt die numerisiggdtion
durch Zerlegung des quadérfigen Element$’E in nT tetraederbrmige Teilbereiché’,", in denen
herkommliche Quadraturformeln angewendet werdénrien

nT

==Y | B'CBaV. (5.11)

I

=yt

7
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5.2 Formulierung von X-Elementen mit erweitertem Verschiebungsansatz

5.2.1 X-Element

Ausgangspunktifr die Berechnung der Tangentensteifigkeitsmatrix des X-Elements istwirthgi-  Achtknotenele-
ches Achtknotenelement, das g&brdem isoparametrischen Konzepathe(2002; Cook u. a(2002; ment
Zienkiewicz(1977) die gleichen Ansatzfunktionen

N =31-&)1—-&)A-8&) Nao(&) =3(14+&)1—E&)(1—&)
N3(€)=3(14+&)A+&)1-&)  Ni(§) =31 -1+ &)1 - &) (5.12)
N5(€) = 51 -&)(1 - &)(1+&)  No(€) = g1+ &)1 - &)1+ &)
No(&)=3(14+&)A+&)A+8&)  Ns(§) =31 -1+ &)+ &)
zur Abbildung der Geometrie
8
S .19
=1

zwischen den physikalischen Koordinatemind den nairlichen Koordinaterg (—1 < & < +1) des
Elements sowie zur Interpolation des Verschiebungsfeldes

u@zZM@m (5.14)

verwendet. Dabei sing; die Koordinaten der acht Knoten des Elements uinddie zugelbrigen
Knotenverschiebungsvektoren. Ah6(a) zeigt die wirfelformige Geometrie des Elements in den
natirlichen Koordinaten sowie die Anordnung der Knoten. Abgig von der Lage der Knoten im phy-
sikalischen Bereich, nimmt das Element eine im Allgemeinen nicht quadede Konfiguration an
(Abb. 5.6(b). Wahrend die Elementkanten nach wie vor Geraden sigdn&n dabei gekmmte Be-
grenzungséichen auftreten.

To (LL1)

(1,-1,-1)

s -1-1,-1) .
gz'J‘/Vél mz‘Lle

(a) Achtknotenelement, riaiche Koordinaterf (b) Achtknotenelement, physikalische Koordinaten

Abbildung 5.6: Isoparametrisches Achtknotenelement

Infolge des erweiterten Verschiebungsansatzes des X-Elements B-Matrix
8
wCEemente) = N " N; (&) [y + & F (&) (5.15)
=1
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5 Modellierung repiisentativer Volumenelemente mittels XFEM

existieren an allen acht Knoten igliche Freiheitsgrade;, die mit dem ProduktV; F' der in Ab-
schnitt5.1.3beschriebenen Anreicherungsfunktin(5.7) und der FormfunktionedV; des Achtkno-
tenelementsy.12 gewichtet werden. Da die Anreicherung alle Knoten des X-Elements atnkasin

im Gegensatz zu5(1) auf eine getrennte Summation von gagwlichen und zugzlichen Freiheits-
graden verzichtet werden. In der nachfolgeiid die Herleitung der FE-Formulierung verwendeten
Vektor-Matrixnotation lautet der angereicherte Verschiebungsansatz

weEemen(g) = N(¢)d (5.16)
mit der erweiterten Matrix der Formfunktionen
N 0 0 NF 0 0 ... NgF 0 0
N&=|0 N 0 0 NF 0 ... 0 NgF 0 (5.17)
0 0 N O 0 NMNF ... 0 0 NgF
und dem verallgemeinerten Vektor der Elementverschiebungen
. T
d=|af af ... af af ... af aj| . (5.18)
Im Folgenden soll die MatriB8 hergeleitet werden, die den Zusammenhang
e(¢)=B(&)d. (5.19)

zwischen dem in4.102 definierten Verzerrungsvekter und dem erweiterten Verschiebungsvektor
des Elementsl herstellt (vgl. ¢.101). Dazu sind zuachst die infinitesimalen Verzerrungs-Verschie-
bungsbeziehunge2 @) mit dem Vektor des Verschiebungsgradienten

Ou_[ow Ow Ow Quz Ouz Ouz Ouy Ouy Oug]” (5.20)
&_ 81‘1 03)2 81‘3 8.1'1 6%2 81‘3 81‘1 81‘2 81‘3 '
in Matrixform
ou
e=L — (5.21)
—0x

zu schreiben Die OperatormatrI:xs enthalt dabei nur die Werte Null und Eins und sichert die kor-
rekte Zuordnung zwischen den Koordinaten des Verzerrungseeltud denen des Verschiebungs-
gradientenvektors. Aufgrund der Interpolation des Verschiebeitgs durch Formfunktionen in den
natirlichen Koordinaten sind die irb(20 enthaltenen partiellen Ableitungen durch Anwendung der
Kettenregel

0 Ozy  Ozy Oz 0

351 g& g& gﬁl 8§1

6 | = | & 9% || o (5.22)

0 Oz Ozp  Ozg 9

03 03 0&3  0&3 Ox3

oder in abgelirzter Form

0 0
— =J" = (5.23)
% = om

zu bestimmen, wobei die sogenanntedBi-Matrix ;D die partiellen Ableitungen béglich der je-
weiligen Koordinaten des Achtknotenelements miteinander \gr#tnDa zwischen den niatichen
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5.2 Formulierung von X-Elementen mit erweitertem Verschiebungsansatz

und physikalischen Koordinaten eine Transformationsbeziehung in Bermseometrieinterpolation
(5.13 existiert, folgt mit den bekannten Formfunktion®ih (&), den Koordinatenvektorek; der Kno-
ten des Elements sowie der d@inkenden Schreibweig)/0¢; = () ¢,

T
X1
o Nig Nag ... Ngg 7 Jun Jiz Ji3
=g | Mo Mg o Neg || . | = | Ju Ju Ja |- (5.24)
Nigg Nog Ne.gs U Ja1 Ja2 Jas
.5}

lhre Determinante/™ = det gD kann als Verhltnis der differentiellen Volumenelemente des phy-
sikalischen und numerischen Bereichs interpretiert werden und isebéiteggration durch

/d:vl d.%'Q dwg = / JD d§1 dfg dfg (525)

Ve vH

zu beiicksichtigen.
Im vorliegenden Fall sind jedoch die partiellen Ableitungentlggizh der naiirlichen Koordinaterg
bekannt und die bémlich der physikalischer gesucht, deshalb wird die inverse Darstellung

8 D71 8

92 =J g (5.26)

berbtigt. Die InverselD_1 der Jacobi-Matrix existiert, wenn die Zuordnung zwischen detrlethen
und den globalen Koordinaten eindeutig ist, was hier vorausgesetzt wird.

Damit folgt fur den Zusammenhang der partiellen Ableitungen der Verschiebung@agliobzder bei-
den Koordinatensysteme (vgb.20)

-t
Ju J S,l 0 ou
X - _
Der Vektor des Verschiebungsgradien%gﬂn natirlichen Koordinaten ergibt sich aus
ou - .
- =Bd, (5.28)
9 =
wobei die Matrix
[ Nige, 0 0 (NiF),, 0 (NsF) ¢, 0 0 ]
Nig, O 0 (MiF),, 0 (NsF) ¢, 0 0
Nig, O 0 (MF),, 0 (NsF) ¢, 0 0
. 0 N O 0 (M F) . 0 0 (NsF) ¢, 0
B= 0  Nig, 0 0 (N1F) , 0 0 (NsF) , 0
0 Nig O 0 (MF), 0 0 (NsF) ¢, 0
0 0  Nig 0 0 (N1F) ¢, 0 0 (NsF) ¢,
0 0 Nig, 0 (N1F) 0 (NsF) ,
L 0 0  Nig 0 (MF), 0 (NsF), |
(5.29)
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die partiellen Ableitungen der Formfunktionéf (&) und des Produktd/; (£) F' (£) enthalt.
Die gesuchte Verzerrungs-VerschiebungsmaBierhalt man schlieBlich durch die Kombination der
Zwischenergebniss®& 1), (5.27) und (6.28

37" 0 o
e=L_| o J”' o |Bd (5.30)
o o JU'
B

Fur ihre GibRe folgt aus den zu multiplizierenden Matriziénx 9], [9 x 9] und[9 x 48] schlief3lich
[6 x 48]. Sie verkiipft die sechs unalémgigen Elementverzerrungen mit den 48 Knotenfreiheitsgraden
des Elements.

Zur Sicherung der monotonen Konvergenz einer FE-BerechnundewearachBathe (2002 die
Vollstandigkeit und die Kompatibilitt des Verschiebungsansatzes gefordert, wobei die Kompatibilit
bereits bei der Anwendung des Prinzips der virtuellen Arbeit zur Henlgitler FE-Formulierung in
Abschnitt4.3.2vorausgesetzt wurde. Werden beide Forderunganlelist die Konvergenz bei einer
Verfeinerung des Berechnungsnetzes gesichert.

Unter der Vollsandigkeit des Verschiebungsansatzes ist dabei zu versteherdatagéement in der
Lage ist, sowohl Starikperbewegungen verzerrungsfrei wiederzugeben als auch korestanten
Verzerrungszustand abzubilden. Diese Forderung kann anhanithdaren Testverschiebungsfeldes

u(x)=b+A-x. (5.31)

diskutiert werden. Dabei bilddn eine Starrkrpertranslation und - x ein lineares Verschiebungsfeld
ab. Wertet man das Verschiebungsfeld an den Knoten eines Elemengstiltsman die Knotenver-
schiebungen

Der Verschiebungsansatz eines Elements ist dann &odgj, wenn er unter Verwendung der Knoten-
verschiebungerb(32 das Verschiebungsfel®.31) liefert. Hir die Interpolation des Verschiebungsfel-
des der gewhnlichen FEMu = ) . V;u; fuhrt diese Forderung auf

ux)=>» Ni(b+A-%)=b> N +A- (ZNx>

Die Bedingung %.33 ist fur isoparametrische Elemente durch die Eigenschaft der Formfunktionen
Y>> N; = 1 und die Verwendung der gleichen Interpolation sowadginldie Geometrie als aucliif das
Verschiebungsfeld des Elements stetsiiérf

Betrachtet man nun den erweiterten Verschiebungsansatz des X-Elgméstswird deutlich, dass

die Anreicherung die Vollsindigkeit des Verschiebungsfeldegrst

(5.33)

u(x) = Z Ni(b+A-x;+4aF)=b Z Ni+A- <Z Nx> + Z N;a;F, (5.34)

da die Erweiterung dazu einggifrt wurde, ein unstetiges Verzerrungsfeld innerhalb des Elements ab-
zubilden. Untersuchungen an einem einzelnen X-Element zeigen jathmshdas Element unaigig
von der Lage der Materialgrenze und den Materialeigenschaften inaléarbMaterialbereichen bei
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5.2 Formulierung von X-Elementen mit erweitertem Verschiebungsansatz

Verwendung einer ausreichenden Integrationsordnung in der Lad®elebige Starrérperverschie-
bungen und infinitesimale Statrkperroationen verzerrungsfrei wiederzugeben (AbB. In diesem
Fall ergibt sicha; = 0. Damit verschwindet der Anreicherungsterm in GleichuB@4) und die
\ollstandigkeit des Verschiebungsfeldes bei Stamplerbewegungen ist gesichert.

2 =

@) Starrlorpertranslatlon (b) Starrlorperrotatlon

Abbildung 5.7: Verzerrungsfreie Statiiperbewegungen des X-Elements

Werden in beiden Materialbereichen gleiche konstitutive Eigenschaftansgesetzt und das Element
homogen beansprucht, liefert die Rechnung auf3erdem ein konstamesungsfeld innerhalb des
Elements mita; = 0. Damit ist auch in diesem Fall die Voltstdigkeit des Verschiebungsansatzes
gewahrleistet.

Fur den inhomogenen Fall ist die Diskussion der Valhatigkeit fir ein einzelnes X-Element nicht
zielfuhrend, da in diesem Element die Diskontiatides Verzerrungsfeldes modelliert wird. Allerdings
demonstriert Gleichunds(34) einen wesentlichen Vorteil der Anreicherungsfunktiérv). Durch die
Begrenzung des erweiterten Verschiebungsansatzes auf dasniiskimntinuitt betroffene Element
konnen in der Umgebung der Materialgrenze gbnliche isoparametrische finite Elemente verwen-
det werden, die entsprechersl33 die Forderung nach Vollahdigkeit des Verschiebungsansatzes
erfullen. Eine Konvergenzuntersuchungvloes u. a(2003, bei der das Verhalten der XFEM bei Ver-
wendung der Anreicherungsfunktionen naé&hg( und 6.7) mit der gewbhnlichen FEM verglichen
wird, zeigt einahnliches Konvergenzverhalten von FEM und XFEM rBif7}, da der Einfluss der An-
reicherungsfunktion in diesem Fall auf die von einer Materialgrenzefieten Element besciunkt
bleibt.

Die Anforderungen hinsichtlich der Kompatibdit des Verschiebungsfeldes werden im Rahmen der
Assemblierung des Gesamtgleichungssystems in AbséhBi8behandelt.

5.2.2 Numerische Integration

Infolge der zur Modellierung des Steifigkeitssprungs gelten Anreicherung weist der Integrand desutteilung in Inte-
Steifigkeitsmatrix innerhalb eines Elements Unstetigkeiten auf. Zur numerisategmation wird das 9rationsbereiche
Element deshalb mittels einer dreidimensionalen Form derADNAY -Zerlegung, die in Abschnitt
5.3.2beschrieben wird, in" tetraederbrmige Integrationsbereiche

nT
/dV = Z/dV, (5.35)
VE 1:1‘/;
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die einen stetigen Integranden aufweisen, unterteilt. Innerhalb dieseicBe kbonnen dann bekannte
Quadraturformeln zur Integration genutzt werden.

Durch die Aufteilung des Integrationsbereichés entstehen geradlinig berandete Tetraeder (Abb.
5.8). Da die Beschreibung des Tetraederbereichs in démliwdten Koordinatem (0 < n; < 1undn;+

;s

A
Abbildung 5.8: Geometrie der zur Integration genutzten Tetraeder imlicaien Koordinatem
n2 + n3 < 1) erfolgt, ist bei der numerischen Integration, aufgrund der Tramsftion zwischen dem

n- und demg¢-System, neben dendosi-Determinante des quadérimigen Elements auch die Funk-
tionaldeterminante/” des Tetraeders zu beachteiir Bas differentielle Volumenelement gilt daher

dV = JUde, dgy des = J5 T2 dny dn dis. (5.36)
Die Determinante/® = det (J*) der durch

o 17}
— =Jr= (5.37)
on = ¢
definierten AcoBi-Matrix gA ist aus der Geometrieinterpolation des Tetraeders
4
A .
Em) =) N (m&. (5.38)
=1
die mit den Formfunktionelivz.A (n)
A A
Nym=1-m-m-n Ny(m)=m (5.39)

A
N3 (n) =12 NE(m) =3

erfolgt, zu ermitteln. In Analogie zl6(24) erhalt man unter Bercksichtigung der linearen Funktionen
in (5.39

AT

-1 10 0 é’r
J*=]1-1010 % . (5.40)

100 1]

3

4
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5.2 Formulierung von X-Elementen mit erweitertem Verschiebungsansatz

Die Integration der Elementsteifigkeitsmatrix erfolgt nun durch AnwendwmgQuadraturformeln Quadratur
in den Tetraederbereichen. Dadurch wird das Integral zur Bevechder Elementsteifigkeitsmatrix
(5.10 in die Summe

ZZE n;)) CB (&(n;)) JijéJ,»A, (5.41)

der Beitéige dem'™ Integrationspunkte allet” Tetraedefiberihrt. Dabei sindy; die Position deg-
ten Integrationspunkts in den fialichen Tetraederkoordinaten ung das zu diesem Integrationspunkt
gelbrende Gewicht. Zu beachten ist, dass der tetraédeifie Integrationsbereich wegen

m4+n+n3 <1 (5.42)

nur ein Sechstel des von deréaEhenn; = 0,77 = 1undny = 0,772 = 1 sowiens = 0,n3 = 1
begrenzten Wirfels umfasst. Deshalb ist statt* lediglich ¢ J* in der Summe von Gleichung41)
zu beficksichtigen.

5.2.3 Mechanisches Verhalten von X-Elementen und Wahl der
Integrationsordnung

Betrachtet man die Struktur der Mat@ in (5.29 so wird deutlich, dass diedechsten Ordnungen integrationsord-
von ¢y, &2 und¢s durch Ausdiicke der Form(N; F) ¢, bestimmt werden, die maximal Terngecses, nung
£26,63 oderé?¢3¢5 enthalten. Zur exakten Integration igrfein quadedrmiges Element, bei dem die

Inverseimf1 der AcoBi-Matrix lediglich Konstanten en#it, im linear elastischen Fall aufgrund der

quadratischen ForB” C B des Integranden eine Quadraturformel mit dem Genauigkeitsgrad vier er
forderlich. -

Da die numerische Integration mit steigender Ordnung des exakt inteayearBolynoms die Auswer-
tung des Integranden an immer mehiat3stellen erfordert, vergfiert sich auch der numerische Auf-
wand zur Berechnung der Elementsteifigkeitsmatrix. Um diesen Aufwahtieren zu &nnen, wird

im Rahmen dieser Arbeit eine reduzierte Integrationsordnung ventdhde Auswirkungen auf das
Berechnungsergebnis sind, bedingt durch die Aufteilung des Elemelmiegrationsbereiche, als ge-
ring zu bewerten, da durch diese Unterteilung des Integrationsgebilitsréeche entstehen, in denen
der Integrand bereits durch eine niedrigere Polynomordnung mit alnereler Genauigkeit approxi-
miert werden kann.

Die Auswahl eines geeigneten Integrationsverfahrens soll im Folgeadeand des eindimensio-stabproblem
nalen Stabproblems motiviert werden. Gegeben ist dazu ein aus zweiidate mit den Elasti-
zitatsmodulnE, = Ey und E5 = 5E, zusammengesetzter Stab mit der konstanten Quersclaattsf]

Ap und der langel,. Die Materialgrenze befindet sich bei = %0 (Abb.5.9).

Die exakte losung fir diesen einseitig gelagerten und am freien Ende durch die Kpalfielasteten
Stab ist ein bereichsweise linearer Verschiebungsverlauf. Die Dghituhweist einen Sprung an der
Stellex™ auf, der durch die Modellierung mittels XFEM darstellbar ist. Neben dieselnmiregssprung
sollte auch die Verschiebung des Stabendes

3 Fy
Lo, =2 — S Mitug = — 2 4
Ao0 T 5 By, 0 T puo Mituo = Fop (5.43)

1 (E{+ E>\ Fy 3 Fpy
= =5 e )4
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1 Ay
E, | E, ‘ Ay
Y =12 4k E, E
<—jo ]
- -1 1
(a) Stabproblem (b) Stabelement, natliche Koordinatet

Abbildung 5.9: Aus zwei Materialien zusammengesetzter Stab @egél,

korrekt vorhergesagt werden.
Bevor das Verhalten des dreidimensionalen Volumenelements untersudhsuollrdas Problem mit-
hilfe eines Stabelements mit dem erweiterten Verschiebungsansatz

2

yStabelementey _ Z N; (€) [Gi; + ai F ()] (5.44)

i=1

analysiert werden. Die AnreicherungsfunktiBrentsprechend Gleichung.{) ist im einachsigen Fall

F (&) = Ni(]r] + Na(E)[pa] = [N1(E) 1 + N2 (€2 (5.45)

in der Lage, den zur Modellierung des Dehnungssprungs erfordenljbereichsweise linearen Verlauf
innerhalb des Elements abzubilden. Dabei sind

1 1

Ni(§)=5(1-¢& und Ny() = 3

. (1+¢) (5.46)

die Formfunktionen des Stabelements. Unter Beachtung dieser Funktiolgemds dem Anreiche-
rungsterm des Verschiebungsansatzes

WP(E) = aN1(E)F(E) + axN2(E)F (€) = % [(a1 + G2) F(§) — (a1 — a2) EF ()], (5.47)

dass zur korrekten Abbildung des bereichsweise linearen Verscigsberlaufs, unaténgig von der
Lage der Materialgrenze, die Bedingung
a1 = a2 (5.48)

zu erfullen ist. Dieses Ergebnis sollte sich ohne Definition weiterer Zwangsbheatijngus der bsung
des FE-Gleichungssystems ergeben. Da Kopplungen zwischeshgkehen und zuszlichen Frei-
heitsgraden auftreten, erfordern die itiding dieser Bedingung sowie die korrekte Vorhersage der
Verschiebung des Stabendes die Wahl einer ausreichend hoherafiotegprdnung. Um die Steifig-
keitsmatrix exakt zu integrieren, ist eine zweiter Ordnung genaue Quaranel erforderlich.

Einfluss der Inte- Im Folgenden soll das mechanische Verhalten des Stabelements &mdigkeit der verwendeten

grationsordnung Quadraturformeln erster und zweiter Ordnung untersucht werderu Wad zurachst das Verhalten
eines Elements ohne Anreicherung des Verschiebungsansatzes disatigedoch in zwei Integra-
tionsbereiche mit den entsprechenden Materialeigenschaften aufget@Nblis 5.10(a). Neben der
Verschiebungi; = 0 sind in diesem Fall auch die Werte der atgichen Freiheitsgradig = a; = 0
vorgeschrieben. Die verbleibende Koordinate der Elementsteifigkeitsnkainix durch Anwendung
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5.2 Formulierung von X-Elementen mit erweitertem Verschiebungsansatz

der Gauss-Quadratur mit einem Integrationspunkt je Materialbereich integriert everDie Auswer-
tung des Integranden in beiden Materialbereichigntfzu einer Mittelung der Steifigkeiten und man
erhalt fur die Verschiebung

Fy Fy
lo

1
= lp = = lo) . 5.49
3Eo A 316075”(0) (5.49)
Trotz separater Integration unter Beksichtigung der unterschiedlichen Steifigkeiten ist das Element
ohne die Anreicherung also nicht in der Lage die Gesamtverschieburgkkeorherzusagen (Abb.
5.11(a). Deshalb werden nun die Zwangsbedingunggrdie zu&tzlichen Freiheitsgrade fallengelas-
sen.
Wird in den beiden Teilbereichen nach wie vor nur ein Integrationsvexfaérster Ordnung verwen-
det (Abb.5.10(a), ist die resultierende Steifigkeitsmatrix infolge der Anreicherung sargdla fir
die drei noch zu bestimmenden Freiheitsgraide ¢; undas) nur zwei unabhngige Gleichungen zur
Verfugung stehen (vgEienkiewicz(1977).

El E2 E] Ez El E2

(@) 2 Integrationsbereiche, ABss- (b) 4 Integrationsbereiche, ABSs- (c) 2 Integrationsbereiche, ABSs
Quadratur 1. Ordnung Quadratur 1. Ordnung Quadratur 2. Ordnung

Abbildung 5.10: Varianten der numerischen Integration in einem Stabelemémrweitertem Ver-
schiebungsansatz

Die Singularitit der Steifigkeitsmatrix kann unter Beibehaltung der Integrationsorddurah eine
weitere Unterteilung der beiden Materialbereiche in je zwei Integratioasier (Abb.5.10(b) auf-
gehoben werden. Obwohl die Quadraturformel bei Verwendungs eiriegrationspunkts die quadra-
tischen Anteile des Integranden der Steifigkeitsmatrix nicht exakt integredet die Aufteilung in
vier Integrationsbereiche den korrekten abschnittsweise lineareohiesingsverlauf (Ablb.11(b).

Die Verschiebung des Stabendes aegtri, = %uo = u (lp) und die zuatzlichen Freiheitsgrade ent-
sprechen miti; = ay der Bedingung.48. Das gleiche exakte Ergebnis athman bei Verwendung
von zwei Integrationsbereichen durch einedring der Anzahl der Integrationspunkte auf zwei (Abb.
5.10(c). In diesem Fall wird die Steifigkeitsmatrix exakt integriert.

Nach der Untersuchung des Verhaltens eines Stabelements soll nueidasensionale X-Element volumenelement
genalR Abschnitts.2.1zur Modellierung des Stabproblems mit= 0 verwendet werden. Das Ele-
ment mit der Kante®@ngel, besitzt eine durch’ = %0 definierte, ebene Materialgrenze und wird
durch vier gleich groRe Knoterkite, die in der Summeéy ergeben, belastet (Abb.12(a). Fur die
Integration werden drei idienkiewicz(1977) angegebene Quadraturformeln erster, zweiter und dritter
Ordnung mit je einem, vier bzwiihf Integrationspunkten je Tetraeder verwendet. Da das Element in-
folge der Tetraederzerlegung @ivintegrationsbereiche aufweist, steht in jedem Fall eine ausreichende
Anzahl von Gleichungen zur Berechnung der 48 Freiheitsgradeertirgting. Nach Verhinderung der
Starrlorpertranslationen und -rotationen tritt im dreidimensionalen Fall keine &ing der Steifig-
keitsmatrix auf.

Als Kriterien fur die Wahl einer ausreichenden Integrationsordnung sollen anatogingimensiona-
len Problem die exakte Abbildung der Stadling mit einem abschnittsweise linearen Verschiebungs-
verlauf innerhalb des Elements undz, = ly) = %uo dienen. Dazu ist die Bedingun.48 fur
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0.6 0.6 T
X XFEM X XFEM
analyt. analyt.
. _ Anr
0.4} 0.4t u
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021 x 02} ~
' X X x . - =~ ~
>< -~
X X —~ ~
X ' ~
X X — ~
& X - -
0 : : : : 0 : : : =
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

(a) Mittelung der Steifigkeiten, Muss-Quadratur 1. Ord¢b) Abschnittsweise linearer Verschiebungsverlauf bei Un-
nung terteilung in 4 Integrationsbereiche unda@s-Quadratur

1. Ordnung

Abbildung 5.11: Verschiebungsvatlfe in einem Stabelement mit erweitertem Verschiebungsansatz

den dreidimensionalen Fall zu verallgemeinern. Aus der Anreicherusiyelschiebungsansatzes in
(5.19 folgt unter Beticksichtigung der Eigenschaft der FormfunktioenV; = 1 analog zu %.48
unablaingig von der Lage der Materialgrenze

a=ay=...=ag=a. (5.50)
Die Erfullung dieser Forderungen kann erst durch Verwendung deshverfa dritter Ordnung ge-
sichert werden, dagegeiiHrt die Anwendung der Verfahren niedrigerer Ordnung zu falsdbe
gebnissen iir die Verschiebung. Ablb.12 zeigt die berechnete, deformierte Konfiguration des in
Tetraeder zerlegten Elements. Dabei ist die unterschiedliche Steifigkditedken farblich gekenn-

Fy/4
E 2

E

05 1

Xl /10

170

(a) Undeformierte Konfiguration (b) Deformierte Konfiguration

Abbildung 5.12: Deformationsverhalten des X-Elements
zeichneten Materialbereiche deutlich erkennbar. Die Verschiebun§ealemfachex, = [y betiagt

u(we =1ly) = %uo und die Vektoren der zaszlichen Freiheitsgrade éifen die Bedingungg.50.
Die fur beliebige Verdufe der Materialgrenze innerhalb des dreidimensionalen Elements ader be
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5.2 Formulierung von X-Elementen mit erweitertem Verschiebungsansatz

Berucksichtigung der Querkontraktion auftretenden Verzerrungsfeldeten von den bisher betrach-
teten bereichsweise konstanten Werten abweichen, so dass die Bed{Bdudh nicht mehr als Kri-
tierium fur die Qualitit der Approximation dienen kann. Da diese Verzerrungsfelder im Allgene
durch die Anreicherungsfunktion nicht mehr exakt abgebildet wekdanen und au3erdem eine wei-
tere Ertbhung der Integrationsordnung mit eirigrerproportionalen Zunahme der auszuwertenden In-
tegrationspunkte verbunderave, wird das Verfahren dritter Ordnung standaaig zur Berechnung
der Elementmatrizen verwendet, da es eineniiéigen Kompromiss zwischen Anzahl der Integrati-
onspunkte und Integrationsordnung bietet.

5.2.4 2X-Element

Innerhalb des zu modellierenden Gebigtexistieren in der Regel eine Reihe von Materialgrenzen
(Abb.5.13), so dass der Verschiebungsansatz der XFEN) {n verallgemeinerter Form als

TLK TLI
wWEEM =Y NG Y D (NidE)) (5.51)
=1 J=1 kercs
FEM

Anreicherung

geschrieben werden kann. Dabei bezeichhatie Anzahl der Materialgrenzen ii. Die Summation
tberk € K?”r umfasst alle Knoten, deren Einflussgebiet von gi¢en Materialgrenze geschnitten
wird. Die programmtechnische Umsetzung eines derart allgemeinen Vdrsogsansatzes in einem
kommerziellen FE-Programmiwde bedeuten, dass innerhalb eines Elenenrts:'E < n! verschie-
dene Materialgrenzen zu modellierenen. Die damit verbundenen unterschiedlichen Elementtypen
und der entsprechend komplexe Assemblierungsprozess erschiginepraktikabel.
Sollte die Modellierung andererseits mit einem regdbigen Berechnungsnetz erfolgen, das nur ge-
wohnliche und X-Elemente erih, ware die Vernetzung so fein zuahlen, dass je Element nur eine
Materialgrenze auftritt. Daraus ergeben sich starke Eidsittungen bei der Netzgenerierung und die
Modellierung der bei textilveratkten Polymerendufig auftretenden B&hrungsstellen zwischen ein-
zelnen Rovings (Ablb.13 ware nicht naglich.
Um die an dieser Stelle entstehenden Verzweigungen einer Roving-R@vergfiche in zwei Roving-
Matrix-Grenzfichen abzubilden, gleichzeitig jedoch die Vielfalt der Elementtypen zu t#dam,
kommt eine Weiterentwicklung des X-Elements zum Einsatz. Dieses so ger@xwitement er-
moglicht durch eine weitere Anreicherung des Verschiebungsansadizesbbildung von zwei un-
abhangigen oder sich verzweigenden Materialgrenzen innerhalb eines ridterber Verschiebungs-
ansatz lautet in diesem Fall
8
uPCEement(g) — N " N; (€) [ﬁi +a;F1 (& 01(8)) +biFs (€, 02(8)) | - (5.52)
=1

Dabei entilt der erweiterte Verschiebungsansatz analog zu Gleichua§) zusatzliche Knotenfrei-
heitsgradei; und b;. Diese werden mit Ansatzfunktiondf (&, ¢1(€)) und F, (€, ¢2(€)) gewichtet,
die je einer der beiden Materialgrenzen zugeordnet sind. Die Herleiemigldmentsteifigkeitsmatrix
erfolgt analog zu Abschnif.2.1
Eine weitere Erbhung der Anzahl der in einem Element zu modellierenden Materialgresizeo-
wohl aus programmtechnischer als auch aus mechanischer Sicht nicitlsida die Komplexit der
resultierenden Verschiebungs- und Verzerrungsfelder nicht mieihgender Genauigkeit abzubilden
ware.
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Gewohnliche finite Elemente

X-Elemente

2X-Elemente

L

Materialgrenzen

Roving

Y3 l
Y Y1

Abbildung 5.13: Gebiet mit mehr als einer Materialgrenze

5.3 Automatisierte Modellgenerierung

Um eine effiziente Modellierung von textilveéskten Verbundwerkstoffen zu edglichen, ist ein in
wesentlichen Teilen automatisierter Modellierungsprozess erforderligshdd wurde ein Verfahren
entwickelt, das ausgehend von einem dreidimensionalen Geometriemodetitaeise das entspre-
chende XFEM-Modell erstellt. Dazu sind neben den eigentlichen Elemenifi@rungen Routinen
zur automatisierten Erkennung bzw. Lokalisierung der Materialgrerze®Berechnung der Anreiche-
rungsfunktion, zur Festlegung der Integrationsbereiche sowie aueiung der Materialparameter er-
forderlich. Die besondere Herausforderung liegt dabei in derrienkieg und numerischen Behandlung
samtlicher in einem Modell zu erwartenden \farfe von Materialgrenzen sowie in der Assemblierung
der Gesamtsteifigkeitsmatrix, da Elemente mit verschiedenen Knotenfreibdiesgunter Wahrung
der Kompatibilifit des Verschiebungsfeldes miteinander zu vigpken sind. Die dazu im Rahmen die-
ser Arbeit implementierten Routinen ebglichen die automatisierte Erstellung von RVE-Modellén f
textile Verstrkungsstrukturen.

Die Berucksichtigung des Maschenfadens, der aufgrund seines im Verglei€att- und Schussfaden
deutlich geringeren Durchmessers nicht sinnvoll durch Volumenelemertellieot werden kann, ist
durch ein separates Netz von Stabelementéglith, das durch entsprechende kinematische Zwangs-
bedingungen an das Volumennetz gekoppelt wird.

Da die automatisierte Modellgenerierung zur Erstellung von RVE-Modellgevaandet werden soll,
erfolgt die Beschreibung in den lokalen Koordinajedes RVE (vgl. Abschnit2.3.1).

5.3.1 Vorgehen

Ausgangspunkt der Modellierung ist ein dreidimensionales Geometrientsdédxtilen Versirkungs-
struktur, dasiiber verschiedene Schnittstellen de&ptpzessoren kommerziell vagbarer FE-Pro-
gramme importiert werden kann (Abb.14(a). In diesem Modell wird jeder detR® Rovings durch
einen entsprechenden dreidimensionaléngérV.;R abgebildet. Eine explizite Modellierung der Geo-
metrie der Matrixbereiche innerhalb des RVE ist nicht erforderlich.
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5.3 Automatisierte Modellgenerierung

Im nachsten Schritt wird diesem Geometriemodell SchighSchicht ein regeléliges Berechnungs-
netziiberlagert, dass den Bereithdes quadeifrmigen RVE vollsandig audillt (Abb. 5.14(b). Die
Feinheit der Vernetzung ist dabei so zahen, dass vorhandene Materialgrenzen mit ausreichender
Genauigkeit erfasst werdebiknen. Abb5.14(c)zeigt das resultierende Berechnungsnétzin Biaxi-
algelege.

|:| Gewohnliche finite Elemente
- X-Elemente
|:| 2X-Elemente

(a) 3D-Geometriemodell (b) Schichtweise Modellgene- (c) XFEM-Modell des RVE
rierung

Abbildung 5.14: Automatisierte Generierung eines XFEM-Modells

Wahrend detJberlagerung wird bei Erstellung eines neuen Elements mit dem Vollifigreome-  Bestimmung der
trisch gepiift, ob ein Korper der textilen Verarkungsstruktur innerhalb des Elementbereichs liegt odegmentypen
nicht. Dazu bestimmt man das Schnittvolumen

VS =VEnVR (5.53)

zwischen dem Element und deirten Korper der textilen Verarkungsstruktur. Anhand des Vektors
der SchnittvoluminavS, dernS < nR verschiedene Koordinate\r’}S > ( enthalten kann, sowie der
Anzahl der Materialbereiche™ innerhalb des Elements erfolgt eine Fallunterscheidung @Fab.
zur ldentifikation der X-Elemente sowie der Zuweisung von Materialparameber Wertn®S gibt
dabei die Anzahl der Rovingbereiche an, die von dem Element geschwittelen. Neben verschie-
denen Rovingbereichen kann das Elemengtligh einen oder mehrere Materialbereiche enthalten,
die dem Matrixmaterial zuzuordnen sind. Infolge der Schnittoperatiofelgealso die Zerlegung
des Elementbereichs in™ > nS verschiedene Materialbereiche, zwischen dennverschiedene
Materialgrenzen liegen. Abbilduryy15zeigt diese Zerlegundif ein Element mit drei verschiedenen
Materialbereichen.

Theoretisch knnen beliebig viele Materialbereiche innerhalb des Elementvolumens modetiert
den. Da jedoch mit jeder Zerlegung eine neue Materialgrenze innerhalBlelments abzubilden und
damit eine weitere Anreicherung des Verschiebungsansatzes elifdrd, wird die Vielfalt aus prak-
tischen Ginden auf maximal drei Materialbereiche bzw. zwei Greértfen innerhalb des Elements
beschéankt (vgl. Fall v. in Tab5.1). Diese Einscliainkung ist bei der Festlegung der Elemeafgn zu
beriicksichtigen.

Samtliche geral3 Tab.5.1 zu unterscheidenderéie treten beispielsweise bei der Anwendung degispiel
automatischen Modellgenerierung auf das Biaxialgelege von Bblim Kreuzungsbereich der Kett-
und Schussiden auf. Abb5.16zeigt dazu eine vergfierte Detailansicht. Liegt ein Element vdilstlig
innerhalb des Matrixbereichs, so kann an dieser Stelle eiblgeliches finites Element eingesetzt wer-
den (Fall i), dem die Materialeigenschaften der Matrix zuzuweisen siigjeilgen Elemente, die sich
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Abbildung 5.15: Geometrische Unterteilung des Elementbereich¥ ia- 3 Materialbereiche

Tabelle 5.1: Fallunterscheidung zur Bestimmung des Elementtyps und ZugeisuRaterialparame-

ter

Fall ‘ Kriterium ‘ Elementtyp ‘ Grenzem® ‘ Materialien

i vS=0 gewbhnliches Element 0 Matrix

i VI =VEAnM=1n°=1 gewdhnliches Element 0 Roving

iii Vi =VEAnM=2n°=2 X-Element 1 Roving/Roving

iv 0< |V <VE AR =2n°=1 X-Element 1 Roving/Matrix
1 Roving/Matrix/Matrix

v | 0< |V < VEARM=3n%= {2 2X-Element 2 Roving/Roving/Matrix
3 Roving/Roving/Roving

innerhalb eines Volumens der Veistungsstruktur befinden, sind ebenfalls gawliche Elemente,
besitzen aber die Materialeigenschaften des Rovings (Fall ii). Alle Elemdist@pn einer Material-
grenze geschnitten werden, sind X-Elemente. Die Materialgrenze kaenelstweder zwischen zwei
Rovingbereichen (Fall iii) oder zwischen Roving und Matrix (Fall iv)laefen. Entkilt ein Element
drei Materialbereiche (Fall v), ist an dieser Stelle ein 2X-Element zu ereden.

Um nach der erfolgreichen Generierung des reg8limen Netzes Elementsteifigkeitsmatrizéndie
X- und 2X-Elemente berechnen zbrinen, niissen die Lage der Materialgrenze identifiziert und die
Aufteilung des Elements in tetraed@nmige Integrationsbereiche durchigleft werden. Die dazu er-
forderlichen Schritte werden im folgenden Abschnitaetert.

Da alle Elemente zuthst separat generiert werden, existiert noch kein zusanémgahdes Berech-
nungsnetz. Den anschlielend notwendigen AssemblierungsprozeGgsimtsteifigkeitsmatrix be-
schreibt Abschnitb.3.3 Dabei ist die unterschiedliche Anzahl von Knotenfreiheitsgradeadidrarter
Elemente zu béicksichtigen.

5.3.2 Zerlegung des Integrationsbereichs und Identifikati on der
Materialgrenzen

Wie im vorangegangenen Abschnitt beschrieben wurde, erfolgt diteiRuing des Elements in zwei
respektive drei Materialbereiche mittels geometrischer Schnittoperatiovischen dem Elementvo-
lumen und der Verarkungsstruktur. Um die Integration der Elementsteifigkeitsmatrizeriilaesf zu

konnen, sind die daraus resultierenden, im Allgemeinen krummlinig berandatenialbereiche durch
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Abbildung 5.16: Fallunterscheidungen bei der automatisierten Genggiemes XFEM-Modells

eine konsistente Aufteilung des Elements in tetraggtarige Integrationsbereiche zu ersetzen. Daraus
ergibt sich auch ein vereinfachter Verlauf der Materialgrenze infiedies Elements. Auf Basis die-
ses Verlaufs sind zur Berechnung des Integranden der SteifigkeitsisiatikKnotenwertep; der zur
Lokalisierung der Materialgrenze verwendeten Parameterfunktimnberechnen.

Die Zerlegung der Materialbereiche in Tetraeder erfolgt mithilfe des Quitkigorithmus von DeLaunay-
Barber und Dobkin(1996. Dieser stellt eine dreidimensionale Verallgemeinerung derADNAY - Zeregung
Triangulation (Abb5.17) dar.

1
X
0.8 % 0.8
X
0.6 | X x 0.6}
S\ X
>
0.4 Xx 0.4
><><
0.2 0.2
< X
0 0
0 0.5 0 0.5 1
Yy Yy

(a) Zufallsverteilte Punktmenge

(b) DELAUNAY -Zerlegung

(c) VoroONOFZerlegung

Abbildung 5.17: Vergleich von BLAUNAY - und VORONOFZerlegung {ir eine gegebene Punktmenge

Bei der zweidimensionalen B2 AUNAY -Zerlegung erfolgt die geradlinige Verbindung der in ger
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yo-Ebene liegenden Punktmenge

P={Pi(v1,v2),--., Poo(y1,42)} (5.54)

in Abb.5.17(a)so, dass kein anderer Eckpunkt innerhalb des Umkreises eines vachizarten Punk-
ten gebildeten Dreiecks liegt. Dadurch entsteht eine aus Dreiecken zusgesat&te, konvexe Poly-
gonflache (Abb5.17(b). Die DELAUNAY -Zerlegung ist damit das Komplement zu der in ABIL7(c)
dargestellten YRONOF oder DRICHLET-Zerlegung. Diese istir die Bestimmung der Integrations-
bereiche allerdings nicht geeignet, da die Purikien Inneren der \WRONOKZellen liegen.

Die Unterteilung des quadénfmigen Elements erfolgt in Analogie zum zweidimensionalen Fall der
DELAUNAY -Zerlegung durch eine Aufteilung in tetraedirhige Integrationsbereiche. Zur Berech-
nung dieser Zerlegung sowie zur Identifikation der Materialgrenzemhaftedes Elements werden die
MengenQ™ der Eckpunkte der™ Materialbereiche (Abtb.18

OM={Q:1(y),...,Qu(y)}, i=1,...,.2M (5.55)
ermittelt. Die MengeQ¥ der Eckpunkte desten Materialbereichs Abtg.18(b)bildet die Basis iir

0.45

1.2 0.2
1.1 ) 0.1

Y, 0 Y,

(a) Materialbereiche in einem 2X-Element

0.45

0.35

1.2 0.2
L1 o1
Y, 0 Y,

(c) Tetraederzerlegung des ersten Materialbereichs (d) Tetraederzerlegung des Elementbereichs

Abbildung 5.18: Diskretisierung der geometrischen Materialbereiche undegimg in tetra-
ederbrmige Integrationsgebiete

die anschlie3ende dreidimensionalellAUNAY -Zerlegung (Abb5.18(c).

Infolge der geradlinigen Verbindung der Eckpunkte erfolgt damit aliefberfihrung des krummli-
nig berandeten Materialbereichs in einen durch ebene Dreiacksih begrenzten Simplex. Um eine
korrekte Zuordnung zwischen Integrationsbereichen und Materiakigaften und eine konsistente
Aufteilung in die Integrationsgebiete gétrleisten zu &nnen, wird jeder geometrische Materialbe-
reich separat in Tetraeder zerlegt (AlB18(c). Die daraus folgende Aufteilung des gesamten Ele-
mentbereichs ist in Ablb.18(d)zu sehen.
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5.3 Automatisierte Modellgenerierung

Da die Bestimmung der Eckpunk@’I fur jeden Materialbereich separat durchidet wird, definiert Materialgrenze
die Menge der gemeinsamen Eckpunkte zweier Materialbereiche

Ty ={L(y),- - ()} = QN QY mit 3<n<4 (5.56)

eine Grenzfiche innerhalb des Elements. Eddthdie Schnittmeng&y; weniger als drei voneinan-
der verschiedene Punkte, liegt nur eine punkt- oder liienige Beilhrung der Bereiche aber keine
Grenzflche vor. Ein Beispieliir einen derartigen Fall ist die Grenzlinie zwischen den Materialberei-
chen 1 und 3 in Ablb.18(a)

Enthalt 7,; genau drei Punkte (Abl.19(a) oder erfillen vier Punkte die Bedingung Einfach
gekrimmte
(ri2 X r13) -r14 =0, (5.57) Grenzflachen

d. h. das Volumen des von ihnen gebildeten Spats ist Null (Bd®(b), so ist die Grenzfiche eine
EbeneF
nf.y—d mit nf = 22XY8 (5.58)
[r12 X 3]
Die Knotenwertep; der zur Lokalisierung der Grenafthe und zur Formulierung des erweiterten Ver-

schiebungsansatzes verwendeten Parameterfunkti@mnen in diesem Fall aus
¢i=n"y;—d (5.59)

bestimmt werden. & eine ebene Grenaithe sind die durch = 0 bestimmte Lage der Materialgrenze
und die durch die Elemente van,; verlaufende Ebene identisch.

.| S (V‘>
/

Y Y, ¥, Y,

(a) Ebene durch 3 Punkte (b) Ebene durch 4 Punkte

Abbildung 5.19: Ebene Materialgrenathe

Liegen die Punkte i¥;; dagegen nicht in einer Ebene, d. h. ist die uisgltiche Materialgrenze poppelt

o ; ; ; inri ; gekrimmte
doppelt gekilmmt, ergeben sich zwei wesentliche Schwierigkeiten. Grenziiichen

1. Die bereichsweise Aufteilung in Integrationsgebiéterf zu einer inkompatiblen Tetraederzerle-
gung, da der verwendete Algorithmus anhand der vorgegebeneniic¢k@ einen konvexen
Simplex fir jeden Materialbereich generiert (Alh20(a). Fur eine konsistente Zerlegungiven
aber je eine konvexe und eine konkave Au3enkontur erforderlich.

2. Weiterhin sind zwar die Schnittlinien der Materialgrenze mit den Elengeigin nach wie vor
Geraden, allerdings weist die durch die Tetraedehitn definierte Materialgrenze in diesem Fall
einen Knick auf (vgl. Abb5.20), der durch die Approximatiop = N;p; nicht abgebildet wer-
den kann. Die Folge ist eine Inkonsistenz zwischen dem approximierteau¥/der Grenzéiche
» = 0 und der Zerlegung in Integrationsbereiche. AuRerdem ist die Benagtaer Knotenwerte
des vorzeichenbehafteten Abstands nicht mehr eindeutig.
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5 Modellierung repiisentativer Volumenelemente mittels XFEM

Eine vollstindige losung dieser Probleme bietet die Verwendung quadratischer Andetafien zur
Approximation der Parameterfunktignin Kombination mit Integrationsbereichen, deren Berandung
durch NURBS-Fhchen beschrieben wird. Dieseidungsansatz wurde im Rahmen einer Diplomarbeit
(Pruger(2008) fur ebene Elemente erfolgreich implementiert. Aufgrund des erforderliBleeech-
nungsaufwands erscheint die Verallgemeinerung des dort vollggscien Verfahrens auf dreidimen-
sionale Problemstellungen nicht zweckiig.

Um mit der automatischen Modellgenerierung auch doppeltigekite Materialgrenzen behandeln
zu kdnnen, ist zuachst die Kompatibilat der Tetraederzerlegung der Materialbereiche zu sichern.
Infolge der Eigenschaft des verwendeten Algorithmus, eine konveReAkontur zu generieren, ist in
den Zerlegungen der beiden benachbarten Bereiche ein Tetra¢laltean dessen Ecken denip,
enthaltenen Punkten der Materialgreagfie entsprechen (vgl. Kennzeichnung in ARRO(a).

0.1 0.1 0.1
o 0.05 o 0.05 > 0.05
0 0 0
02 0.2 0.2
0.2 02 o1 0
0.1 0.1 0.1 0.1 : 0.1
Y 00 Y, 00 v y, 002 Y,

(&) Inkompatible Tetraederzerlegufiy Kompatible Tetraederzerlegungrf(c) Tetraederzerlegungif Materialbe-
fur Materialbereich 1 Materialbereich 1 reich 2

Abbildung 5.20: Zur Sicherung einer kompatiblen Tetraederzerlegunildterialbereiche

Durch Loschen dieses Tetraeders kann die Kompa#ibitier Integrationsgebiete gesichert werden. Zur
Uberpiiifung der modifizierten Tetraederzerlegung wird anschlieBend dameolder Tetraeder aller
Materialbereiche bestimmt und mit dem Elementvolumen verglichen. Sollten beldmiva nicht
identisch sein, erfolgt die Ausgabe einer Fehlermeldung. In diesem FEalieisTetraederzerlegung
manuell zu korrigieren.

Zur Berechnung der Knotenweri® der Parameterfunktiop wird die Materialgrenze durch die
bilineare Approximation

y(¢) = Z N; (¢) ¥ (5.60)

mit den naiiirlichen Koordinaterg ersetzt. Dadurch vereinfacht sich die Berechnung des Abstands und
die Konsistenz zwischen der Parametafiiep = 0 und den Kanten der Materialgrenze entlang der
Seitenfachen des Elements ist gesichert (ABI21). Die N; (¢) entsprechen den bekannten bilinearen
Formfunktionen

MEO=3101-0)1-G) MC)=530+0)1-0() (5.61)
N3(Q) =31+ (1+&)  Na(¢) =g

und die Vektorery; enthalten analog zur Geometrieapproximation der FEM die Koordinaten der vie
Eckpunkte der Materialgrenzithe. Ihre Reihenfolge ist in mathematisch positiver Richtung so zu
wahlen, dass durch die Punkte eine einfach zusamamgehFache gebildet wird (Ablb.21(b).

Die gesuchten Knotenwertg; folgen schlief3lich aus der Minimierung des Betrags des Ortsvektors
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5.3 Automatisierte Modellgenerierung

Y, 4 Y, ¥ 4 Y,

(a) Knick in einer Materialgrenzthe (b) Bilineare Approximation der Grenaithe

Abbildung 5.21: Approximation im Fall doppelt geknmter Materialgrenziichen

zwischen demi-ten Knoten und einem Punit(¢) auf der Grenzéiche
¥i -y — Min. (5.62)

Die Auswertung der notwendigen Bedinguridpft auf ein nichtlineares Gleichungssystem zur Bestim-
mung der lokalen Koordinategy,;, des Punktesmin = y ({min) Mit dem geringsten Abstand zum
i-ten Knoten, das numerisch gst wird. Rir den Vektor zwischen diesem Punkt und dieten Knoten
folgt aus der notwendigen Bedingung

[yi =y (C)] - g‘z =0 (5.63)

die Paralleliit zu dem Normaleneinheitsvektor im Pugkt,, da durchg% und(% die Tangentialebe-
ne an die Parameteifthey (¢) aufgespannt wird. Der vorzeichenbehaftete Abstand-des Knoten
berechnet sich aus dem Skalarprodukt

@i = (¥i — Ymin) - Dmin. (5.64)

5.3.3 Assemblierung des Gleichungssystems

In den bisherigen Abschnitten dieses Kapitels wurden die GrundlageRozomulierung von finiten Einfiihrung
Elementen mit einem im Sinne der XFEM angereicherten Verschiebungsamnsa automatischen
Identifikation des erforderlichen Elementtyps in einem RVE-Modell, zurdlislerung der Material-
grenze innerhalb eines Elements und zur Duibhfing der numerischen Integration der Elementsteifig-
keitsmatrix erdutert. Damit ist man in der Lage die Steifigkeitsmatrix bzw. Tangentensteifigieiiz

fur jedes Element des Gesamtmodells zu berechnen.

Abschlie3end sind die einzelnen Elementmatrizen zu einer globalen Steifigkeixstunassemblieren.
Ausgangspunkt d&f ist die aus Ginden der Konvergenz zu fordernde Kompatibtliler Verschie-
bungen benachbarter ElemenBathe(2002, Abschnitt 4.3). In Standard-FE-Netzen, die lediglich aus
Elementen eines Typs zusammengesetzt sind, erfolgt der Zusammenluiar 8afsis von Topologi-
einformationen durch die Zuordnung der lokalen Elementknotennummer emajlobalen Knoten.
Diese Informationen werden in Form einer Koinzidenzmatrix hinterlegt. Bigsggehen ist auch dann
noch anwendbar, wenn innerhalb des Berechnungsnetzes nur

e gewbhnliche finite Elemente untereinander,

113



Fallunterscheidung

Ein X-Element

5 Modellierung repiisentativer Volumenelemente mittels XFEM

e gewdhnliche finite Elemente und X-Elemente oder

e verschiedene X-Elemente, die ein und derselben Materialgrenze dazmosind,

zusammentreffen.

Treten dagegen 2X-Elemente auf oder treffen X-Elemente aufeinatidey unterschiedlichen Ma-
terialgrenzen gairen, ist der Zusammenbau des Gesamtmodells deutlich komplizierter. Dibieersc
denen im Rahmen einer Fallunterscheidung zu behandelralendellen im Folgenden anhand des
Ausschnitts eines RVE-Modells (Abb.22) diskutiert werden.

iii: Vi, iz V55

Gewohnliche finite Elemente

- X-Elemente
i:a‘/{z
D 2X-Elemente
— ——  Materialgrenze
931
iV: 6%6 V:a%7 y y
2 1

Abbildung 5.22: Sicherung der Kompatibditdes Verschiebungsfeldes bei beliebigen Konfigurationen
von gewdhnlichen finiten Elementen, X- und 2X-Elementen

Grundlage ir die Verkrupfung der verschiedenen Elemente ist die Forderung der kinematisohen
patibilitat beschrieben durch

Dabei bezeichnen|,, e die Verschiebungsfelder am RandF desi-ten Elements undV;; die Be-

rihrungsfachedV;; = oVE N 6VjE zweier Elementé und j. Die Verschiebungsveilfe auf beiden
Seiten der Barhrungsfiiche ergeben sich aus den Verschiebungdaes der Elemente. Im folgenden
sollen funf in Abb.5.22eingezeichnetedile beschrieben werden.

i. In diesem Fall wird)V;, von dem gewhnlichen finiten Element 1 und dem X-Element 2 gebil-
det. Setzt man die Verschiebungsaize beider Elemente in die Kompatikilisbedingungy.65

ein, folgt
> Ny = > N (W +4F), (5.66)
keoVE ledVE
kedVig 1€OV12

wobei die Summationsindizésund ! die lokalen Nummern der Knoten durchlaufen, die Teil
der Betihrungsfche sind. Da die Anreicherungsfunktidn®) entlang der Elemen#ithen, die
nicht von einer Materialgrenze geschnitten werden, verschwindet, giirmbetrachteten Fall

F=0Vy € 0Vis. (5.67)

Damit ist die Kompatibiliit der Elementverschiebungen aufgrund der gleichen Formfunktionen
in beiden Elementen durch identische Werte derdevichen Verschiebungsfreiheitsgrade

a, =y V k, I mit Ve =i (568)
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5.3 Automatisierte Modellgenerierung

zu sichern. Dabeid&nnen, wie oben beschrieben, die lokalen Knoten der benachbarteert:le

te an der Stelley = y,. = y; zu einem globalen Knoten kondensiert werden. Dieses Bei-
spiel demonstriert durch diedggliche Kombination von gedhnlichen finiten Elementen und X-
Elementen den wesentlichen Vorteil der Anreicherungsfunk®or) gegeiiiber anderen Funk-
tionen, die sichilber mehrere Elementbereiche auswirken.

ii. Mit den beiden Elementen zwei und drei in Albh22treffen zwei X-Elemente zusammen, diewei X-Elemente
von ein und derselben Materialgrenze geschnitten werden. Zur Sichden Kompatibiliat der
Verschiebungen auiVs; ist die Bedingung

Y Ne(ip+apF) = > N (ty+aFy), (5.69)
keoVE leOVE
k€8V23 l€8V23
zu erfillen, wobei
Fy=F3Vy € dVos (570)
vorausgesetzt wird. Dies ist durch die kinematischen Kopplungen
e =t } Yk, I mityy, =y, (5.71)
ap — qj

moglich.

iii. Dagegen sindiir den in Abb.5.22gekennzeichneten Fall von zwei X-Elementen, die zu unter-
schiedlichen Materialgrenzen g&len, entlang der B&hrungsfhche

Fy=0VyedVEundFy =0vVy e dVE. (5.72)
Zur Erfullung der Kompatibiliét entlang vordVs, ergibt sich ausg.65 die Zwangsbedingung
a, =W VkImity, =y (5.73)

Eine kinematische Kopplung der Atglichen Freiheitsgrade beider Elementede eine unphy-
sikalische Verkipfung der unabfingigen erweiterten Verschiebungsfelder bedeuten.

iv. Treffen, wie im Fall der Elementé&ihf und sechs, ein X- und ein 2X-Element derart aufeinand&rund
dass eine Materialgrenze des 2X-Elements in dem benachbarten X-Efertgesetzt wird, sind 2X-Elemente
die Verschiebungen auf beiden Seiten der Elementgésie]

Yo Nt )= Y N, (ﬁl +aFe, + BZFGQ) . (5.74)
keoVE 1eoVE
kedVse 1€0V56

Zur Festlegung der erforderlichen kinematischen Bedingungen igchshdie Zuordnung zwi-
schen den Materialgrenzen und denaakchen Verschiebungsfreiheitsgraden bzw. der entspre-
chenden Anreicherung des Verschiebungsfeldes iiepr Nachfolgend soll angenommen wer-
den, dass die in Elemenirif fortgesetzte, horizontal verlaufende Grenze zu dem ersten Term
der Anreicherung und damit zur Anreicherungsfunktigy gelort. DadVse nicht von der ge-
krummten zweiten Materialgrenze geschnitten wird, ist

F62 =0Vye€ OVise. (575)
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Die Sicherung eines kompatiblen Verschiebungsfeldes ist daher mit

?k:?l}VkJnmyk:yl (5.76)
ap = q

moglich.

v. Das abschliel3ende Beispiel betrachtet die Verzweigung einer Mgteriae innerhalb eines
2X-Elements. In diesem Fall ist die Kompatikdlitder Verschiebungen eines X- und eines 2X-
Elements zu fordern

Z Ny, (ﬁk -+ é.kFGl + f)kF62) = E N, (ﬁl + élF7) (5.77)
keoVE leOVE
kGaV(w l€8V67

ohne dass eine der Anreicherungsfunktionen entlang der gemeinsamrezflizhe verschwin-
det. Da beide Materialgrenzen aii¥ss zusammenfallen

Fg, = Fs, = F7 Vy € OVir, (5.78)

folgt fur die Knotenfreiheitsgrade beider Elemente
} Vk,l mit Vi = yi- (579)

Fur die programmtechnische Umsetzung dieser und weitédés,z.B. zur kompatiblen Verkipfung
von 2X-Elementen, wird ein knotenweises Vorgehendjeiv Sobald zwei benachbarte Elementschich-
ten generiert wurden, sind die zwrhst unabiingigen Elemente durch kinematische Zwangsbedingun-
gen, analog zu den geschilderten Fallbeispielen, miteinander zuiynggm Dazu wird im Rahmen
einer Fallunterscheidundgif jede globale Knotenposition eine Kompatilditsbedingung ausgénit
und in Form von linearen kinematischen Zwangsbedingungen an dasPwogysteniibergeben.
Verlauft die entlang der Elemerifthen lineare Approximation einer Materialgrenze nichistetig,
d. h. ist die urspgingliche Materialgrenze gelimmt, kann die in den Gleichungeb.72), (5.76) und
(5.79 vorausgesetzte Gleichheit der Anreicherungsfunktionen in zweidbdrarten Elementen, auf-
grund der elementweisen Berechnung der Knotenwgrterzeichenbehafteten Abstands, nicht mehr
gewahrleistet werden. Die Folge sind inkompatible Verschiebungsfeldereiwbé Imkompatibiliat
von der Kiilmmung der Materialgrenze und der gdwien Netzfeinheit akidngig ist.
Die ebenfalls mgliche globale Berechnung der Abstandsfunktionémde andererseits zwar die In-
kompatibilitat der Verschiebungen verhindern, aber bedingt durch die Iiédigo mit den Formfunk-
tionen des Elements zu einer schlechtdéereinstimmung zwischen der Approximation der Materi-
algrenze und den Tetraederbereichigmén.
Da die elementweise Berechnung des vorzeichenbehafteten Abstandtsalickauf beliebige Mate-
rialgrenzen eine Begrenzung der Vielfalt debglichen Verufe und damit eine zuvédsige Berech-
nung des Abstands zu einer innerhalb des Elementbereichs liegendetalegaze erraglicht, wird
die Inkompatibilit des Verschiebungsfeldes aus praktischendgumgen in Kauf genommen. lhre
Auswirkungen bnnen durch eine ausreichend feine Vernetzung minimiert werden. Bsweg dieser
Problematik viare, wie in Abschnit.3.2 erwahnt, durch die Verwendung von Elementen mit qua-
dratischen Ansatzfunktionen und krummlinig berandeten Integratiorisberenoglich (vgl. Priuger

(20089).
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5.3.4 Periodische Verschiebungsrandbedingungen flir Hom ogenisierung

Neben den im vorangegangenen Abschnithwerten kinematischen Zwangsbedingungen zur Sichndbedingungen
rung der Kompatibiliit des Verschiebungsfeldes ergeben sich auch aus den periodigetsehie- ‘;L:leh“;fsté'r'ggg
bungsrandbedingungeB.65 der Homogenisierung Kopplungen der a@tsichen Freiheitsgrade ent-

lang zweier gegdiberliegender RandfthendY ™ und Y~ des RVEY. Da der lineare Anteil des
Randverschiebungsfeldes iB.65 alleine durch die Kopplung der géhnlichen Freiheitsgrade mit

den Hauptknoten in Form der linearen Zwangsbeding@r®j/( erzeugt wird, spielen die zaglichen

Freiheitsgrade nur bei der Eifung der PeriodizatsforderungZ.66) eine Rolle.

Entscheidendiir die Art der kinematischen Kopplung ist dabei die Tatsache, ob einerislgtenze

zwei gegeiiberliegende Seite@then schneidet. Die wesentlichen zu unterscheidendids $ind in

Abb. 5.23dargestellt.

! ] ) —
I A
A 7 || Gewdhnliche finite Elemente
i N ) / i | | X-Elemente
4N v Y™  ——  Materialgrenze
i ] ( 2

Ysh

|
1
y2£—> Y

Abbildung 5.23: Periodische Randbedingungénzusatzliche Verschiebungsfreiheitsgrade

In Fall (i) werden die beiden gegéberliegenden RandithendY '+ und9Y '~ von ein und derselben
Materialgrenze geschnitten. Zur Sicherung der Periditiziés Verschiebungsfelda$ (y'~) miissen
die Elementverschiebungen

Z N (af + &y Fp) = Z N (6] + &, 1) (5.80)
keoVE leaVE
keayl- keoy '+

geriigen, d. h. der vorliegende Fall der Kopplung entspricht GleichGrigfl. Wahrend die Zwangs-
bedingungﬁ,i> = ﬁlp fur den periodischen Anteil des gétinlichen Verschiebungsfeldes bereits in
der Kopplung an die MasterknoteR.§7) enthalten ist, sind die zéa&lichen Freiheitsgrade durch die
Bedingung

a,=4aV k.l mit yk = yl (581)

miteinander zu verkipfen.

Im Gegensatz dazu istif den Fall (ii), in dem eine Materialgrenze die Raadfien des RVE nicht
schneidet, keine weitere Zwangsbedinguiagdie zugtzlichen Freiheitsgrade in Element 3 erforder-
lich, daF3 = 0V y € 9Y''~. Gleiches gilt auchifr zwei gegeiiberliegende X-Elemente (iii), deren
Materialgrenzen unal@imgig voneinander sind und den Rand des RVE nicht schneiden. Epputg
der zuétzlichen Freiheitsgradeiwde eine unphysikalische Zwangsbedinguingdie Verschiebungs-
felder beider Elemente darstellen.
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Die ebenfalls denkbare Kombination eines X-Elements, dessen Materizégeamen Rand des RVE
schneidet, mit einem gelichen finiten Element auf der gegdverliegenden Seite des RVE (iv), ist
aus Giinden der periodischen Materialstruktur nichtzagig.

Effektive Die Berechnung effektiver Materialkennwerte erfolgt im Fall der pisiochen Verschiebungsrand-

Materialkennwerte  hadingungen durch die Auswertung der ReaktioakF?: an drei Hauptknoten, deren Verschiebun-
genu¥ die Deformation des gesamten RVE kontrollieren. Wie in Absctihtl beschrieben wur-
de, besteht ein direkter Zusammenhang zwischen den Reaktfteskan diesen Hauptknoten und
dem Spannungsmittelwert. An dieser Stelle soll der Einfluss des erweilégtenhiebungsansatzes
der XFEM auf die Berechnung der effektiven Materialkennwerte sotdrt werden. Setzt man die pe-
riodischen Randverschiebungehg5 in das Prinzip der virtuellen Arbeit unter Barksichtigung der
Arbeitsanteile der HauptknoteR.68) ein

> / (tTy T +tTy"") s dA+ / (- ouPt 4t suP ) dA - FY - suvi | =0,
=1 Loy oY’

(5.82)
folgen aufgrund der Unafiimgigkeit vondse und su” sowie der geforderten Periodiitou™+ =
suP*~ die antiperiodischen Spannungsvektoren auf gégeniegenden ichen des RVE. Da der Ein-
fluss der zugtzlichen Freiheitsgrade, wie oben @&t wurde, auf den periodischen Anteil der Rand-
verschiebungen besémkt bleibt, tagt die Anreicherung des Randverschiebungsfeldes nicht zu den
ReaktionskaftenF¥: an den Masterknoten bei.

Beispiele fir die Anwendung dieses Verfahrens zur Modellierung der RVE vobufelwerkstoffen mit
textilen Versirkungsstrukturen sind zatzlich zum folgenden Kapitel iblbricht u. a.(2008, Kastner

u.a.(2008a3 undKastner und Ulbrich(2006 sowieHaasemann u. #2006 zu finden.
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6 Simulation des effektiven
Materialverhaltens des Verbundes und
experimentelle Verifikation

Zur Simulation des effektiven Materialverhaltens textilvarsten Polypropylens werden die in derEinfuhrung
Kapiteln2, 4 und5 beschriebeneAquivalenzkriterien, Materiaimodelle und Modellierungsverfahren
zu einer durchgngigen Berechnungstrategie kombiniert, die ausgehend von den Néagenschaften

der Verbundbestandteile und ihrer geometrischen Anordnung innetbsiNerbundes eine Vorhersage
des makroskopischen Verhaltens égticht.

Unter der Annahme, dass alle konstitutiven Bestandteile des Verbundkiseginelastisches Materi-
alverhalten aufweisen, erfolgt zachst die Berechnung effektiver elastischer Steifigkeiten nach Ab-
schnitt2.3.2 Fur die anschlieBende Simulation des inelastischen Materialverhaltens desdes
wird das mechanische Verhalten von PP durch das in Kaplteteitgestellte Materialmodell abgebil-
det. Die Modellierung des Materialverhaltens der Glasfase@astg erfolgt in beiden &len durch

ein isotropes, linear elastisches Materialmodell mit den Parametggn= 73 GPa und/gjas = 0, 25.

In den folgenden Abschnitten werden zwei verschiedene GF-Piiivede betrachtet. Nach der De=Beispiele
monstration der Funktionghigkeit des vorgeschlagenen Verfahrens anhand des akademBehe
spiels eines unidirektional (UD) ve#skten Verbundes kommt die Modellierungstrategie zur Vorhersa-
ge des effektiven Verhaltens von gewebeaigem PP zum Einsatz. Die erforderlichen RVE-Modelle
werden mithilfe der XFEM auf der Basis von Geometriemodellen erstellt, die eugfBildern und
Computertomografie (CT)-Aufnahmen ableitbar sind.

Die Verifizierung der Simulationsrechnungen erfolgt anhand der Bigedder experimentellen Unter-
suchung des mechanischen Verhaltens der beiden Verbundtyperaddiedorderlichen Probékper
wurden an der Laborpresse des InstitiitsTextil- und Bekleidungstechnik (ITB) der TU Dresden her-
gestellt. Die verwendeten textilen Halbzeuge bestehen aus einem Rowvirspvaehl Glas- als auch
Polypropylenfasern endift und daher als Hybridgarn bezeichnet wirdakvend des Pressvorgangs
schmelzen die Thermoplastfasern auf uiadeih den verbleibenden Hohlraum innerhalb der Form. Die
Konsolidierung des Verbundes erfolgt schlie3lich durch idtidkn unter Beibehaltung des Pressdrucks.
Die aus den so hergestellten Platten durch Wasserstrahlschneiden entramstneifenfrmigen Pro-
bekorper nach DIN EN ISO 527-4 werden mit Aufleimern versehen (Abl) und in monotonen
Zugversuchen gepft. Dabei wird in Analogie zu den Versuchen an unvésiem PP die Belastungs-

Abbildung 6.1: Probedrper nach DIN EN ISO 527-4

geschwindigkeit variiert. Zur Untersuchung der Richtungsaigigkeit des Materialverhaltens erfolgt
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6 Simulation des effektiven Materialverhaltens des Verbundes undimerdelle Verifikation

die Piafung der Verbundproberiif drei verschiedene Orientierungen der textilen \&katngsstruktur
relativ zur Belastungsrichtung.

6.1 Simulation des effektiven Materialverhalten eines
GF-PP-Verbundes mit unidirektionaler Verst  arkung

In diesem Abschnitt wird die Modellierung und Simulation eines GF-PP-Vetbs, dessen Faser-
verstirkung aus geradlinig und parallel zueinander verlaufenden Eiseeffdesteht, beschrieben. Der
Faservolumengehalt bafgitvr = 0, 5. Unter Annahme einer hexagonalen und periodisch fortsetzbaren
Faseranordnung (vgl. Abschnit3) ergibt sich die in Abb6.2(a)dargestellte Geometrie des RVE. Die
numerische Modellierung des RVE erfolgt zu Vergleichszwecken sbewoich die FEM als auch die
XFEM. Die entsprechenden numerischen RVE-Modelle sind in Al#{b)und Abb.6.2(c)abgebildet.
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(a) Geometrie des RVE-Modells (b) FEM-Modell (c) XFEM-Modell

Abbildung 6.2: Geometrie und numerische Modelle des RVE eines UD-Vddsun

6.1.1 Effektives linear elastisches Materialverhalten

Zur Berechnung des effektiven linear elastischen Materialverhalied$isben den bereits angegebe-
nen Parametern der Glasfilamente die elastischen Konstaint&olypropylen festzulegen. Als An-
nahme @ir den Elastizéitmodul soll dabei der Anstieg der einachsigen Spannungs-Dehumgsin
Nullpunkt verwendet werden. Dieser kann durch

Epp=Ey+ Ey+ Y ¢ ~1.9GPa (6.1)
=1

berechnet werden. Dabei sitdd}, F> und¢; die E-Moduln bzw. Relaxationsatken des in Kapited
beschriebenen einachsigen viskoplastischen Materialmod@étldi¢-Querkontraktionszahl wingbp =
0,4 angenommen.

Die derart parametrisierten numerischen RVE-Modelle werden ansamtieldech periodische Ver-
schiebungsrandbedingungen ge#in@.65 belastet. Zur bsung der daraus entstehenden sechs un-
abrangigen Lastlle ist jeweils eine linear elastische FE-Rechnung erforderlich. Die ausinesinen
Deformationsmoden resultierenden Verformungen des RVE sind in &BWiir das FEM- und das
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6.1 Simulation des effektiven Materialverhalten eines GF-PP-Verbundesiditektionaler Versirkung

XFEM-Modell dargestellt. Dabei sind die in den Schubmoden auftretepeendischen Verschie-
bungsanteile erkennbar.

1R
‘AN
R T
\\\\\\\\\\\\\\\

\

TR
f WY

BT

e
2

(c) 82 FEM (d) %2 XFEM

(9) &% FEM (h) &'2 XFEM

(i) e*® FEM () ' XFEM (k) €** FEM (I) &% XFEM

Abbildung 6.3: Vergleich der mit FEM und XFEM berechneten sechs Dedtionsmodeg*! zur Be-
stimmung der effektiven elastischen Steifigkeiten, Darstellung der lokalennBpgs-
felderakl (y)

Es wird weiterhin deutlich, dass die mit beiden Modellierungsvarianten ernzigtgebnisse qualitativ
gut Ubereinstimmen. Dies wird auch durch die Ergebnissalfe effektiven elastischen Steifigkeiten
besttigt, die durch Mittelung der lokalen Spannungsfelder zu berechnen&ineffizienten Bestim-
mung dieser Mittelwerte werden entspreche2d ) die Reaktionskifte an den Masterknoten ausge-
wertet.

Mit den oben genannten Materialparametern folgtdie mit beiden Modellierungsvarianten berech-
neten effektiven elastischen Steifigkeiten des UD-gekseén Verbundes, angegeben in Form der Stei-
figkeitsmatrix in MoiGTscher Notation (vgl. Abschni2.3.2),

[ 40,05/40,12  4,40/4,40 4,40/4,40 0 0 0
4,40/4,40  8,79/8,81 5,01/4,99 0 0 0
=\V,UD 4,40/4,40  5,01/4,99 8,79/8,81 0 0 0
C = T T T GPa (6.2
—FEM/XFEM 0 0 0 1,89/1,90 0 0 (6.2)
0 0 0 0 1,91/1,91 0
i 0 0 0 0 0 1,91/1,91 |
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6 Simulation des effektiven Materialverhaltens des Verbundes undimerdelle Verifikation

Erwartungsgerdl besitzt die effektive Steifigkeitsmatrix aufgrund der unidirektionalesrémung der
Glasfasern eine deutliche Vorzugsrichtung parallel zur Achse detavieungsfaserny -Richtung). In
der dazu senkrechtep-ys-Ebene ist das Materialverhalten dagegen richtungsumadiy. Die trans-
versale Isotropie ist auf die gélte Idealisierung der Faseranordnung in Form eines hexagonalen
Gitters zuiickzufuhren.
Aus der Steifigkeitsmatrixdnnen effektive Elastiziitsmoduln berechnet werderirFdie Faserrich-
tung erfalt manE;; = 37,24GPa und iir die transversale Richtunfjy, = E33 = 5,84GPa. Nach
einer Transformation der Steifigkeitsmatrix in ein um 45 Grad gedrehtesdi@densystem kann au-
Rerdem der E-ModuE{} = 6,60GPa fir eine unter diesem Winkel zur Faserrichtung erfolgende
Zugbeanspruchung bestimmt werden.

Das aus diesen Steifigkeiten resultierende lineare Deformationsverhaitein ikbb. 6.4 mit expe-
rimentell bestimmten Spannungs-Dehnungskurven verglichen. Erfol@@ed@stung in Richtung der
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Abbildung 6.4: Vergleich des berechneten effektiven linear elastisbtegrrialverhaltens mit expe-
rimentell bestimmten Spannungs-Dehungskunign/érschiedene Belastungsrichtun-
gen

Versiarkungsfasern Abks.4(a) wird das effektive Materialverhalten durch die hohe Steifigkeit der
Glasfasern dominiert. Demzufolge ist auch in der experimentell bestimmten®pgsiDehnungskurve
keine Nichtlineariat erkennbar. Die mit Hilfe des RVE-Modells berechnete Steifigkeit liefee sehr
guteUbereinstimmung mit dem gemessenen Materialverhalten.
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6.1 Simulation des effektiven Materialverhalten eines GF-PP-Verbundesiditektionaler Versirkung

Betrachtet man dagegen die Zugversuche in denen die Belastung umter \&limkel von 90 (Abb.
6.4(b) bzw. 45 Grad (Abb6.4(c) zur Faserrichtung aufgebracht wird, ist in den Experimenten ein
deutlich niedrigeres Spannungsniveau und ein nichtlineares Deformatitralten festzustellen, das
im Wesentlichen durch das Matrixmaterial bestimmt ist. In dieséier liefert die linear elastische
Homogenisierung Steifigkeiten, die gut mit dem Anfangsanstieg der expagha® Kurveniberein-
stimmen.

Aufgrund der einfachen Veigtkungsstruktur kann der E-Modul in Faserrichtung des hier alseahkiad
sches Beispiel verwendeten UD-Verbundes durch Anwendung tsehihgsregel

Ell = vpEglas+ (1 — UF) Epp= 37,45GPa (6.3)

bestimmt werden. Das Ergebnis stimmt sehr gut mit dem durch die Homogengslegatimmten Wert
Uberein, da die zur Herleitung der Mischungsregel verwendete An@ainer konstanten Dehnung
dem im RVE vorliegenden Verzerrungszustand entspricht. Dagegehnfividie Querrichtung unter
der Voraussetzung einer konstanten Spannung in den beiden korstitBégtandteilen des Verbundes
die effektive Steifigkeit deutlich untersatzt

- Eglastlpp

By = — 3.70GPa 6.4
* 7 veEpp+ (1 — vF) Eglas (6-4)

Nach der erfolgreichen Berechnung der effektiven elastischendgeien und der damit erfolgten
Verifizierung der XFEM soll im folgenden Abschnitt das Materialverhatllen PP-Matrix mit dem in
Kapitel 4 abgeleiteten viskoplastischen Materialmodell abgebildet werden.

6.1.2 Effektives inelastisches Materialverhalten

Anhand der Berechnung effektiver Spannungs-Dehnungskuiureeine einachsige makroskopisch&uerrichtung
Zugbeanspruchung mit konstanter Belastungsgeschwindigkeit wittdfaigend der Einfluss des in-
elastischen Materialverhaltens von PP auf das effektive Verbunal#enhuntersucht. Da die Eigen-
schaften der Matrix, wie im vorangegangen Abschnitt gezeigt wureiagh Einfluss auf das mecha-
nische Verhalten des Verbundes bei Zugbeanspruchung in Richarmg@ldsfaserfilamente besitzen,
werden nur die Zugversuche quer und unter einem Winkel von 45 @raten Versirkungsfasern
untersucht. Br die Berechnung der Querrichtung wird die im Versuch vorgegeherder Probe als
homogen angenommene, makroskopische Deha(manittels periodischer Verschiebungsrandbedin-
gungen in dem;-y2-Ebene auf das RVEbertragen und der Mittelwett(t) = (o (y,t)) berechnet.
Die daraus resultierenden effektiven Spannungs-Dehnungsksive in Abb.6.5(a)flir verschiedene
Dehnraten im Vergleich mit entsprechenden experimentell bestimmteaudenl dargestellt. Aus der
in Abb. 6.5(b)veranschaulichten lokalen Dehnungsverteilang(y) fur den letzten Lastschritt kann
im Vergleich zu dem vorgegebenen Effektivwert= 0,015 eine lokale Dehnunggerldhung von
M = 2,67 abgelesen werden.

Der Vergleich der experimentell und numerisch bestimmten effektiven SpasrDehnungskurven
macht deutlich, dass die Nichtlineattder Verfufe bis zum Erreichen des Spannungsmaximums gut
wiedergegeben wird. Allerdings ist die Geschwindigkeitgaigigkeit des Verbundverhaltens nicht so
stark ausgef@gt, wie von der Simulation prognostiziert. Au3erdem verursacht dazessike Ver-
sagen der Faser-Matrixinterphase danach eine Nichtlig¢éalds Spannungs-Dehnungsverlaufs, die
durch das RVE-Modell nicht korrekt vorhergesagt werden kaliankein Grenzschicht- oder Sadhi-
gungsmodell enthalten ist. Die Einbindung eines entsprechendeiskKabnenansatzes in die XFEM-
Modellierung zur Abbildung des Grenzschichtversagensirstdikinftige Arbeiten geplant.
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Abbildung 6.5: Zugversuch in Querrichtung des unidirektional eksen Polypropylens - Vergleich
zwischen der Simulation und den experimentighferschiedene Dehnraten ermittelten
Spannungs-Dehnungskurven

Im Gegensatz zur Berechnung des effektiven Materialverhaltens énridltung, kannir die Si-
mulation der Zugversuche unter 45 Grad zur \@atingsrichtung keine verschiebungsbasierte Last-
steuerung angewendet werden, weinlfeide Simulationen ein und dasselbe RVE-Modell genutzt
werden soll, da die auftretenden effektiven Querdehnungen im Gagerur langsdehnung nicht be-
kannt sind (vgl. Abschnit2.3.3. Daher erfolgt die Simulation kraftgesteuert unter Nutzung der in den
Experimenten gemessenen effektiven Spannungayfed (¢). Fur einen Winkek = 45° folgt fir den
in das lokale Koordinatensystem gedrehten effektiven Spannurigedus

110

ol 1 1 0]. (6.5)
0 0 O

6] =

N =

Dieser wirduberaul3ere Kafte an den Masterknoten
F]yi =0 AV (6.6)

auf das RVE aufgebracht. Zur Darstellung der effektiven Sparsilrannungskurven wird der mittlere
Verzerrungszustand des RVE

1

- Uy
w5 (6.7
Y2
- Uy
= 6.8
€22 Ays (6.8)
- 1 u?{z ugl
= = 6.9
€12 5 <Ay2 + Ayl) (6.9)

aus den in der nichtlinearen FE-Rechnung bestimmten Verschiebung&fadesrknoten berechnet.
Fur die resultierende Dehnuiagn Richtung der Probeahgsachse ergibt sich schlie3lich

1 1
£= 5511 + 12+ 5522- (6.10)
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6.2 Simulation des effektiven Materialverhaltens eines GF-PP-Verbumidésewebeversirkung

Auch fur die Beanspruchung unter 45 Grad zur \érstingsrichtung ist ein nichtlineares Deforma-
tionsverhalten festzustellen (Ab®.6(a). Allerdings ist die Geschwindigkeitsadhgigkeit des Mate-
rialverhaltens deutlich geringer ausgégt als in den Zugversuchen unter 90 Grad zur Faserrichtung.
Die Nichtlinearitit der Spannungs-Dehnungskurven wird im Wesentlichen durch digbSteifigkeit

der Matrix bestimmt. Dies ist aus dem in Ab®.6(b) dargestellten Deformationszustand zu erken-
nen. Damit liefert die gut&bereinstimmung zwischen den experimentell und numerisch bestimmten
Spannungs-Dehnungskurven neben der Demonstration der Anar&edlder Berechnungsmethodik
auch eine Verifikationifr die gevahlte mehrachsige Verallgemeinerung des viskoplastischen Material-
modells fir Polypropylen.
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Abbildung 6.6: Zugversuch unter 45 Grad zur Varkungsrichtung des UD-Verbundes - Vergleich
zwischen der Simulation und den experimenti@hferschiedene Dehnraten ermittelten
Spannungs-Dehnungskurven

Die in diesem Abschnitt beschriebenen Simulationsergebnisse wurdanAmtendung periodi- Randbedingungs-
scher Randverschiebungen in dgry.-Ebene sowie der Spannungsrandbedingting 0 in Dicken-  &nfluss
richtungys ermittelt. Dabei ist die Spannungsfreiheit in Dickenrichtung insbesorderte Simulati-
on eines RVE, das den gesamten Schichtaufbau erfasst, sinnvoll.

Da fur den unidirektionalen Verbund davon ausgegangen werden kass adictiber der Probendi-
cke eine periodische, hexagonale Faseranordnung vorliegt, sihcpatmdische Randverschiebungen
in Kombination mit der Forderung nach dem Verschwinden des Zurggn Reaktionskraftvektors
F¥ = 0 in dieser Richtung denkbar. Eine derartige Form der Randbedingusrgarningt entlang
der RanderdY ™ unddY ~ eine konstante Querkontraktion, die die errechneten effektiven 8pgan
Dehnungskurven jedoch nur gerifigig beeinflusst (Abl6.7).

6.2 Simulation des effektiven Materialverhaltens eines
GF-PP-Verbundes mit Gewebeverst arkung

Nachdem die Anwendbarkeit der vorgeschlagenen Modellierungsgigaanhand des unidirektionalginfihrung
verstirkten PP nachgewiesen werden konnte, beschreibt der folgerstdhitt die Vorhersage des
effektiven Materialverhaltens eines GF-PP-Verbundes mit Gewediadarng. Wie unter Punk2.3
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Abbildung 6.7: Einfluss der in Dickenrichtung géhiten Randbedingungen auf das Simulationsergeb-
nis fur Zugversuche senkrecht zur Faserrichtung

erlautert wurde, sind die einzelnen Filamente im Gegensatz zum vorigen Beéisgimem textil-
verstirkten Verbund nicht mehr homogen verteilt, so dass die Betrachtung zig#gelichen Lan-
genskala in Form der Mesoebene zweéRig ist. Die Mesostruktur des Verbundes wird durch die
geometrische Anordnung der konsolidierten Rovings, die einen hotsmedumengehalt aufweisen,
und der dazwischenliegenden Matrixbereiche bestimmt. Sie ist in einemextispden RVE zu erfas-
sen.

Die Ableitung eines Geometriemodeligrfdie Mesoebene erfolgt im vorliegenden Fall ausgehend
von Schliffbildern und CT-Aufnahmen (Abb.8(a) des konsolidierten Verbundes. Im Gegensatz zur

[ Gewdhnliche finite Element
[ X-Elemente

Kettfaden

1
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o
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(a) CT-Aufnahme

(b) Geometrie (Viertelmodell) (c) XFEM-Modell (Viertelmodell)

Abbildung 6.8: Idealisierte Geometrie der Vénstungsstruktur und XFEM-Modell

urspiinglichen Anordnung der Rovings im unkonsolidierten textilen Halbzeg Abb. 1.2(a) ist in

der CT-Aufnahme eine unregeéifdiigere Fadenlage zu verzeichnen, die auf das Aufschmelzen der in
dem Hybridgarn enthaltenen Polypropylenfase&irend des Pressprozessesizkrufihren ist.

Zur numerischen Modellierung wird die in AbB.8(b)dargestellte idealisierte Geometrie der Varst
kungsstruktur angenommen. Trotz der Idealisierungen bildet das Modeaflem ondulierten Kettfa-
denverlauf eine wesentliche Eigenschaft der textilen ¥eksingsstruktur ab. Auf3erdem Beksichtigt

das Geometriemodell den im Vergleich zu den aneinander anliegendeadeettéieutlich gi3eren
Abstand zwischen zwei benachbarten Scragesh. Die parametrisierte mathematische Beschreibung
der Rovingquerschnitte und des Fadenverlaufs erfolgt durch Winkdibnen. Dabei werden kleine
Kriummungsradien vermieden, da diese sowohl hinsichtlich der Vernetzung riri®lsals auch der
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6.2 Simulation des effektiven Materialverhaltens eines GF-PP-Verbumidésewebeversirkung

Anwendung der automatisierten Modellgenerierung auf Basis der XFEptralidematisch anzusehen
sind. Bei der Erstellung des RVE-Modells wird weiterhin davon ausgggandass die Rovings der
textilen Versérkungsstruktur vollgéindig in Matrix eingebettet sind, wodurch ein quaderfiges RVE
entsteht.

6.2.1 Effektives linear elastisches Materialverhalten

Da das Materialverhalten der, auf der Mesoebene als homogen beteachkiensolidierten Rovings Effektive Rovingei-
durch die Eigenschaften von Filament und Matrix bestimmt wird, istag@bschnitR.3der Einsatz 9enschaften
eines zweistufigen Homogenisierungsverfahrens erforderlich.dareHomogenisierungsschritt wer-

den die effektiven Steifigkeiten des Rovings durch Anwendung derleiastischen Homogenisierung

mit periodischen Verschiebungsrandbedingungen berechnet. Wmtgorhussetzung einer hexagona-

len Anordnung der Glasfaserfilamente innerhalb des Rovings analolgtz6 &(a)sowie der Annahme

eines Faservolumengehalts von 80 Prozept=£ 0, 8), die durch die Auswertung von Schliffbildern

motiviert ist, ergibt sich folgende Matrix der effektiven elastischen Stesfign

[ 63,40 8,67 8,67 0 0 0
8,67 22,19 9,35 0 0 0
Q\R/) R 8,67 9,35 22,19 0 0 0 GPa (6.11)
—Roving 0 0 0 6,43 0 0
0 0 0 0 5,39 0
0 0 0 0 0 5,39

die ein transversal isotropes linear elastisches Materialverhalten desggRtveschreibt.

Fur den zweiten Homogenisierungsschritt ist ausgehend von der iddalisiBeometrie der Ver- Effektive Verbund-
starkungsstruktur ein numerisches RVE-Modéll flie Mesoebene zu erstellen. Dazu kommt die autgjgenschaften
matisierte Modellgenerierung zum Einsatz (ABIB(c). Im Vergleich zu einem FE-Modell mit tetra-
ederbrmigen Elementen bietet die Anwendung der XFEM,&mkich zu dem regeléfiigen Berech-
nungsnetz, Vorteile bei der Modellierung von Verbundwerkstoffen migrma hohen Faservolumenge-
halt, da keine Restriktionen hinsichtlich derdBe der Matrixbereiche in der Umgebung eines Rovings
existieren. Vhrend @ir das betrachtete Gewebe zur Modellierung der quadarfien Auf3enkontur
des RVE bei Anwendung der FEM mindestens einaaizliche Elementschicht ober- und unterhalb
der Versarkungsstruktur zu backsichtigen vare, ist dies bei der Modellierung mittels XFEM nicht
erforderlich, so dass eirbherer Faservolumengehalt abgebildet werden kann.

Bedingt durch die Symmetrien der textilen V@rktungsstruktur ist zur Berechnung des effektiven elas-
tischen Materialverhaltens die Betrachtung eines Viertelmodells des eigentide ausreichend.
Die Belastung des RVE erfolgt in diesem Fall durch di&#stner u. a(20083 beschriebenen periodi-
schen Symmetrierandbedingungen. Die resultierenden Deformations@ddies RVE sind in Abb.
6.9 dargestellt. Durch die Auswertung deirfdiese charakteristischen Lagté berechneten lokalen
Spannungsfelder kann, analog zum Skatergang von der Mikro- zur Mesoebene, eine makroskopi-
sche Steifigkeitsmatrixit den gewebeveidtkten GF-PP-Verbund bestimmt werden

[ 13,65 3,83 3,35 0 0 0
3,83 15,27 3,38 0 0 0
QV _ | 335 33 566 0 0 0 GPa (6.12)
—Gewebe 0 0 0 1,08 0 0
0 0 0 0 1,13 0
|0 0 0 0 0 1,85
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(d) ;:12 (e) 513 (f) 523

Abbildung 6.9: Simulation von sechs Deformationsmo@é&hzur Bestimmung der effektiven elasti-
schen Steifigkeiten, Darstellung der lokalen Spannungsfeidéy )

Damit sind alle @ir die Strukturberechnung b@tigten Kennwerte des makroskopischen Ersatzkontinu-
ums mit einem orthotropen linear elastischen Materialverhalten bekannt. peeirmentelle Bestim-
mung der vollshindigen Steifigkeitsmatrix ist mit einem erheblichen Aufwand verbunderfoddert
z. B. die Verwendung von Ultraschallverfahren.
Experimentelle Zum Vergleich der vorhergesagten effektiven Steifigkeiten mit demrerpatell ermittelten Defor-
Verifikation mationsverhalten des Verbundes werden die effektiven Eldgsmibduln dir die Belastung in Rich-
tung der SchusaflenE;; = 11,42GPa sowie in Richtung der KeftflenE,, = 12,96GPa aus der
Steifigkeitsmatrix berechnet. In Analogie zu deim len UD-Verbund angewendeten Vorgehen kann
der effektive E-ModulE? = 5,88GPa fir einen Zugversuch unter einem Winkel von 45 Grad zu
den Orthotropieachsen der Vergtungsstruktur nach der Transformation der Steifigkeitsmatrix in das
gedrehte Koordinatensystem ermittelt werden.
Das durch die berechneten Elastrikonstanten beschriebene lineare Deformationsverhalten wird in
Abb. 6.10 den experimentell ermittelten Spannungs-Dehnungskuriierdié jeweilige Belastungs-
richtung gegeibergestellt. Dabeidllt auf, dass der Verbund trotz des wellémhigen Verlaufs der
Kettfaden in der 90-Grad-Richtung einéhere Steifigkeit aufweist als in Schussfadenrichtung (vgl.
Abb.6.10(a). Dieses Verhalten ist auf den grof3en Schussfadenabstand (Ngb 8(a) zurickzufih-
ren und wird auch durch das RVE-Modell vorhergesagt. Aus dermgl&eh der experimentellen und
numerischen Daten ist weiterhin zu erkennen, dass die Simulationsergeboigohl fir die Schussfa-
denrichtung (Abb6.10(b) als auch @ir die Belastung unter einem Winkel von 45 Grad (A611.0(d)
eine Tangente an die realen Spannungs-DehnungsNeiilden. Dagegen wird die Steifigkeit des Ver-
bundes in Kettfadenrichtung (Ab6.10(c) untersctzt.
Obwonhl die prinzipielle Charakteristik des Verbundverhaltens durch idiell&tion vorhergesagt wer-
den kann, demonstriert dieses Ergebnis ein Defizit des genutzten RMdelsl auf der Basis einer
einzelnen Schicht der textilen Veaskungsstruktur. Stellt man sich den in den Experimenten unter-
suchten mehrschichtigen Verbund zusammengesetzt aus mehreren ReiBzdéschicht vor, so wird
anschaulich klar, dass ahigig von der textilen Veratkungsstruktur Abweichungen zu den experi-
mentellen Ergebnissen vorhanden sein werden, da die in der &ealftretende Durchdringung der
verschiedenen Lagen des textilen Halbzeugs nicht abgebildet weadanReshalb sollten in Zukunft
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6.2 Simulation des effektiven Materialverhaltens eines GF-PP-Verbumidésewebeversirkung
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Abbildung 6.10: Vergleich des berechneten effektiven linear elastiselagerialverhaltens mit experi-
mentell bestimmten Spannungs-Dehungskurigrvérschiedene Belastungsrichtun-
gen

auch RVE fir den gesamten Verbund untersucht werden.

6.2.2 Effektives inelastisches Materialverhalten

Fur die Berechnung des effektiven nichtlinearen Spannungs-Delmarhaltens werden nachfolgendnnahmen
ausschlief3lich Zugversuche unter 45 Grad zu den Orthotropieachsd®ME betrachtet. Analog zum
UD-Verbund kommt zur Abbildung des Materialverhaltens der Matrix im Rahoer physikalisch
nichtlinearen FE-Simulation das in Kapitéffur PP entwickelte viskoplastische Materialmodell zum
Einsatz. Das inelastische Verhalten der \@rstingsaden, das beispielsweise durch &tigungsvor-
gange verursacht wird, bleibt dagegen unioésichtigt. Die Rovings werden nach wie vor als homo-
genes linear elastisches Kontinuum mit der effektiven Steifi@ég\/mg genmal3 6.11) modelliert.
Da in den zu simulierenden Zugversuchen sowohl Normal- als auch Beangpruchungen auftreten,
konnen die zur Berechnung des effektiven elastischen Materialverh@émutzten periodischen Sym-
metrierandbedingungen nicht mehr angewendet werden. Dahér diefnichtlineare Berechnung das
vollstandige RVE-Modell zu verwenden.

Wie in Abschnitt2.3.3beschrieben wurde, erfolgt die Simulation der Versuche kraftgestenr 45 Grad
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6 Simulation des effektiven Materialverhaltens des Verbundes undimerdelle Verifikation

Verwendung der experimenteilif verschiedene Dehnraten vans-107°...1,5- 10—3% ermittelten
Spannungsveilfeas(¢). Abbildung6.11zeigt dazu den Vergleich der experimentell und rechnerisch
ermittelten effektiven Spannungs-Dehnungskurven sowie das lokbleb®erzerrungsfeld;s (y) an

der Oberfache des RVE. Die in den Experimenten beobachtete Dehnratemgibkeit des Material-
verhaltens (Abb6.11(a) wird mit guter Genauigkeit durch das RVE-Modell wiedergegebenzigie
fur die beiden niedrigeren Dehnraten liegt die Steifigkeit des numeriscloeleld jedochiber den
experimentell bestimmten Werten. Dies ist u. a. aufizzigh auftretende Sédigungsphnomene in
der Verbundprobe ziickzufihren, die durch das Modell nicht erfasst werden.

E 80
E KR
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E 4ol B8 O 15e41ss
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(a) Effektive Spannungs-Dehnungskurven (b) Lokale Schubverzerrungsver-

teilungyi2 (y)

Abbildung 6.11: Zugversuch unter 45 Grad zu den Orthotropieachsegelvebeveratkten Verbun-
des - Vergleich zwischen der Simulation und den experimenielivérschiedene
Dehnraten ermittelten Spannungs-Dehnungskurven

Neben den effektiven Spannungs-Dehnungskurven liefert dieskalige Modellierung und Simulati-
on auch Informationen zur den lokalen Beanspruchungen des hetemyVerkstoffs. So ist beispiels-
weise anhand von Able.11(b)zu erkennen, dass sich die lokale Schubdeformation erwartungggem
in den Matrixbereichen des RVE konzentrierghwend die Verformung durch die steifen Var&ungs-
faden, z.B. in der Mitte und an den Ecken des RVE, behindert wird. Aothyder in dery;- und
y2-Richtung auftretenden Belastungen werden sowohl die Schuss-chlsieuKettiiden auf Zug be-
ansprucht (Abb6.12.

(b) 722 (y)

Abbildung 6.12: Darstellung der lokalen Spannungsfelderefnen Zugversuch unter 45 Grad zu den
Orthotropieachsen des gewebevérsten Verbundes
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7 Zusammenfassung und Ausblick

Die Modellierung der lokalen Werkstoffstruktuiitirt im Rahmen der Berechnung eines Bauteils, dagilenubergrei-
aus einem heterogenen Verbundwerkstoff gefertigt ist, bedinghdliecGib3enunterschiede zwischerﬁggzmemng
den Bauteilabmessungen und dem inneren Aufbau des Materials zu einelblichen Berechnungs-
aufwand. In der vorliegenden Arbeit wird daher die Modellierung debihdes durch ein homogenes
Ersatzkontinuum mit effektiven Materialkennwerten vorgeschlagerseDidaterialparameter werden
aus den lokalen Eigenschaften des heterogenen WerkstoffaufbtarsAumwendung von Homogeni-
sierungsverfahren berechnet.

Fur die hier betrachteten GF-PP-Verbundmiken mit der Mikro-, der Meso- und der Makroskala drei
charakteristische Skalenebenen definiert werden, so dadggfBerechnung des effektiven Material-
verhaltens ein zweistufiges Homogenisierungsverfahren erfordatidh einem ersten Homogenisie-
rungsschritt werden effektive Kennwertg tden auf der Mesoebene als homogen betrachteten konsoli-
dierten Roving berechnet, dessen Verhalten durch die Eigenschaiiten mikroskopischen Bestand-
teile — Filament und Matrix — bestimmt wird. Matrix, Roving und Geometrie der textilens&fkung
definieren ein@ir die Materialstruktur der Mesoebene charakteristisches RVE, dawlfage @ir die
zweite Stufe des Homogenisierungsverfahrens — der Berechnakgiedf Verbundkennwerte — ist.

Fur beide Homogenisierungsschritte wird dabei vorausgesetzt, dasiesarakteristischendngen
zweier aufeinanderfolgender Skalenebenen deutlich voneinanterscimeiden, so dass der Einfluss
einzelner Inhomogeriten auf das effektive Verhalten ausgeschlossen werden kandig-kontinu-
umsmechanische Modellierung der lokalen Materialstruktur auf der Mikrd-Mesoskala wird wei-
terhin angenommen, dass die charakteristischimgen der Inhomogeiiten die Anwendung einer
phanomenologischen Feldbeschreibung erlauben.

Nach der Definition eines Kriterium#if dieAquivalenz von lokalem und effektivem Materialverhalten

in Form der HLL -MANDEL-Bedingung und der Diskussion des Randbedingungseinflusseswawie
schiedener RVE-Varianten, wird die Berechnung effektiver elastisgteifigkeiten durch die Auswer-
tung des fir charakteristische Deformationsmoden simulierten lokalen MaterialverbatBntert.
Wahrend @ir den linear elastischen Fall die Parameter eines effektiven Materiaimod&iésm des
HookEschen Gesetzes explizit bestimmt werden, ist ein makroskopisches Matelédlftioden GF-
PP-Verbund im nichtlinearen Fall nicht bekannt. Die Vorhersage dekti®en inelastischen Material-
verhaltens erfolgt stattdessen durch die Simulation von Zugversuchéer. der Voraussetzung eines
homogenen makroskopischen Beanspruchungszustandes wemdmeRiagungentir die Simulati-

on eines einzelnen RVE definiert. Adafigig von der vorliegenden makroskopischen Beanspruchung
erfolgt die Berechnung verschiebungs- oder kraftgesteuert. D&ugwersuch vorliegenden Randbe-
dingungen wird dabei durch die Forderung periodischer Randvietaengen in der Probenebene und
durch die Annahme verschwindender Spannungsvektoren in Dickéummig des Verbundes Rechnung
getragen.

Eine wesentliche Voraussetzunigy fdie Anwendung der vorgeschlagenen mehrskaligen Modell@perimente
rungsstrategie ist die mathematische Beschreibung des Materialverhateveslobundbestandteile. In
der vorliegenden Arbeit wird insbesondere der Einfluss des inelastisnkchanischen Verhaltens von
PP auf das effektive Werkstoffverhalten des Verbundes untersDaher steht die Charakterisierung
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7 Zusammenfassung und Ausblick

des mechanischen Verhaltens von undteem PP im Vordergrund der experimentellen Untersuchun-
gen. Die durchgéfhrten monotonen Zug- und Relaxationsversuche sowie zyklische iEwpee mit
und ohne Haltezeiten belegen ein geschwindigkeitsagiges mechanisches Verhalten mit Gleichge-
wichtshysterese. Geif? der Klassifizierung nachAdpT wird das Materialverhalten als viskoplastisch
bezeichnet. &r die Glasfilamente der textilen Veaskung wird isotropes linear elastisches Material-
verhalten angenommen.

Ausgehend von den experimentellen Ergebnissen und der Analyséradusellen Ursachen des
Werkstoffverhaltens von PP wird ein einachsiges viskoplastisches illatedell vorgeschlagen. Die-
ses besteht aus einem nichtlinear elastischen Teilmodell und einem emeeiastizatsmodell zur
Abbildung der geschwindigkeitsunaiigigen Gleichgewichtsrelation. Ein verallgemeinertesxm
WELL-Modell bildet den Ausgangspunkitif die Modellierung der geschwindigkeitsatstyigenUber-
spannung. Die Materialparameter in Form des diskreten Relaxationaspskirerden unter Nutzung
des an die Eigenschaften des Modells angepassten Fenstervesfabma®a Rl und TSCHOEGLiden-
tifziert. Um den Einfluss der Belastungsgeschwindigkeit in Relaxatioagehen eliminieren zudn-
nen, wird auf der Grundlage dieses Verfahrens ein Algorithmus zutiftkation des diskreten Spek-
trums des verallgemeinertenMwELL -Modells aus Zugversuchen entwickelt.

Das lineardJberspannungsmodell wird zur Modellierung der in den Experimentégdsteliten nicht-

linearen DehnratenaBhgigkeit um eindiberspannungsabhgige Viskos#tsfunktion erweitert und
die Modellparameter ausgehend von dem diskreten Relaxationsspeldtinmest.

Die thermodynamisch konsistente mehrachsige Verallgemeinerung des Mabeledls erfolgt unter

der Annahme einer konstanten Querkontraktionszahl. Aus der zeitliclsimnellsierung der erhalte-
nen konstitutiven Beziehungen werden schlie3lich ein Spannungsafgostbnd ein algorithmisch
konsistenter Tangentenmodul abgeleitet, die zur Einbindung des Materglmiondden Rechenablauf
einer physikalisch nichtlinearen FE-Rechnung erforderlich sind.

Fur die Berechnung des effektiven Materialverhaltensotighman neben den konstitutiven Glei-
chungen zur Beschreibung des Werkstoffverhaltens der Verlestatidteile ein numerisches Modell
des RVE. Dazu wird im Rahmen dieser Arbeit ein Modellierungverfahrgndar Grundlage der
XFEM entwickelt, das die Modellierung von heterogenen Materialien in einetz Kegelraliger,
quaderdrmiger Elemente eriglicht. Das mechanische Verhalten im Bereich der Materialgrenzen wird
durch eine lokale Anreicherung der g&lwnlichen FE-Verschiebungsapproximation abgebildet. Nach
der Auswahl einer geeigneten Anreicherungsfunktion zur Modellgeriner Unstetigkeit des Verzer-
rungsfeldes, werden zwei neuartige Elementtypen formuliert und diBen@chnung der Elementstei-
figkeitsmatrizen erforderlichen Grundlagen zur Lokalisierung der Mdtgenze innerhalb des Ele-
mentbereichs, zur Aufteilung in Integrationsgebiete mit stetigen Integramugzur Zuweisung der
Materialparameter implementiert. Anhand der Analyse des mechanischealt¥agnder definierten
Elemente bei Starikperbewegungen und konstanten Verzerrungandsin erfolgt die Auswahl der
Ordnung der zu verwendenden Quadraturformel.

Um die effiziente Modellierung der lokalen, heterogenen Werkstoffairukon Verbundmateriali-

en gevahrleisten zu &nnen, wird in dieser Arbeit ein Verfahren zur automatisierten Modellgene
rung, ausgehend von einem dreidimensionalen Geometriemodell der texdisirkingsstruktur, zur
Verfugung gestellt. Bedingt durch die Verwendung verschiedener Elementtyji unterschiedlichen
Anzahlen von Knotenfreiheitsgraden ist die Assemblierung der Gesangiistgtisimatrix fir das auto-
matisch generierte XFEM-Modell nicht allein auf der Basis von Topologexddurch Verschmelzen
der lokalen Knoten zu einem globalerdgiich. Abhangig von den aneinander angrenzenden Element-
typen werden kinematische Zwangsbedingungen zur Sicherung komp&gigehiebungsfelder ge-
nutzt.
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Die in der vorliegenden Arbeit beschriebenen Beispielrechnungdrndsm die Grundlagen der simulation
Homogenisierung, dadif PP formulierte Materialmodell und das entwickelte Modellierungsverfah-
ren auf Basis der XFEM zu einer skaigergreifenden Methode zur Simulation des effektiven Ma-
terialverhaltens textilveratkter Verbunde, die auch auf andere Werkstoffbeispiele anweistb®ie
dargestellten Simulationsergebnisgmiken das in den experimentellen Untersuchungen beobachtete
Materialverhalten von zwei GF-PP-Verbunden mit guter Genauigkeltersagen. Charakteristische
Versuchsergebnisse, wie das in bestimmten Belastungsrichtungen nigbtlimehgeschwindigkeits-
abhangige Deformationsverhalterjfnen im Voraus simuliert werden. Aul3er den Materialeigenschaf-
ten der konstitutiven Bestandteile und ihrer geometrischen Anordnungribuig, d. h. physikalisch
interpretierbaren Parametern der Mikro- und Mesoskala, gehen keiter@n Informationefiber das
Verhalten des Verbundes in die Simulation ein.

Die physikalisch nichtlinearen RVE-Modellédknen zukinftig auch im Rahmen einer gekoppelten
Mehrskalensimulation zum Einsatz kommen. Zur Begrenzung des Redhanales sollte dieses Mo-
dellierungsverfahren jedoch nur in aus@hiien Bereichen oder in adaptiver Form abgig von der
aktuellen Beanspruchung genutzt werden.

Obwohl die experimentell bestimmten Spannungs-Dehnungskurven bdueits die Beiicksich- schadigung
tigung des nichtlinearen Materialverhaltens von PP gut approximiert weistedie Erweiterung der
Modellierung zur Vorhersage des Versagens des Verbundedertioh. Da das Versagen entscheidend
durch die Faserve&tkung bestimmt wird, sollte in Zukunft ein Satigungsmodell (vgiMatzenmil-
ler u. a.(1995) zur Abbildung des inelastischen Verhaltens des Rovings in das mépeskéodellie-
rungsverfahren eingebunden werden. Neben kontinuumsmechaemi&akatzen zur Scadigungsmo-
dellierung ergeben sich auch aus der Kombination des erweiterten XFeEdtebungsansatzes mit
einem KolasivzonenmodellRemmers u. a(2003; de Borst u. a(2006) interessante Aréze z. B.
zur Modellierung des sukzessiven Versagens einer Filament-MaterzSchicht oder zur Simulation
der Delamination von Schichtverbunden.

Das nichtlineare Materialverhalten von PP sollte imifkig auch in Torsionsversuchen untersuchrolypropylen
werden, um die deviatorischen Anteile des mehrachsigen Materialmodelisaségentifizieren zu
konnen. Fair die anschliel3ende Verifizierung eines verbesserten Materialmodelisrsiportionale und
nichtproportionale Zug-Torsionsbelastungeinschenswert. Interessant erscheinen auch die Untersu-
chung von Zug-Druck-Unsymmetrien des Materialverhaltens sowie diauimsng der Temperatur-
Zeitverschiebung zur Veikzung der Haltezeiten in Relaxationsexperimenten. Hinsichtlich der Mo-
dellierung von PP sind die Abbildung des aus@egpen Relaxationsverhaltens durch ein Modell der
fraktionellen Viskoelastizét sowie die Modellierung auf der Grundlage einer StrukturvariatSesl{
lan (2000) denkbar.

Zusatzlich zur Erstellung von XFEM-Modellen kann die entwickelte automatisiertdelierungs- Modellierung

prozedur auch zur Generierung von Voxel-Modellen, d. h. regBlgen FE-Netzen ohne Anreiche-
rung des Verschiebungsansatzes eingesetzt werden. Dadimdgbnder aufwendige Assemblierungs-
prozess der Gesamtsteifigkeitsmatrix und die Formulierung von kinematisetemggbedingungen
vermieden. Um vergleichbare Ergebnisse zu erzielémewn diesem Fall allerdings eine deutlich fei-
nere Vernetzung erforderlich. Denkbar ist auch die Unterteilung dzelglemente in Material- und
Integrationsbereiche analog zur XFEM, so dass eine Mittelung dethiedemen Materialsteifigkeiten
innerhalb des Elements erfolgt.
Aus den Ergebnissen der Simulation des effektiven Materialverhaltengetecbeveratkten GF-PP-
Verbundes ist auRerdem zu schlussfolgern, dass neben den RdEH®O fir eine Verbundschicht
auch RVE fir den Gesamtverbund zu modellieren sind, um die Interaktionen der tex@lknzédige
verschiedener Schichten besser abbildengnnlien.

133






Literaturverzeichnis

[Altenbach u.a. 1996] ATENBACH, H. ; ALTENBACH, J. ; RKARDS, R.: Einfuhrung in die Mecha-
nik der Laminat- und Sandwichtragwerkieeutscher Verlagifr Grundstoffindustrie, 1996

[Altenbach und Altenbach 1994] IAENBACH, J. ; ALTENBACH, H.: Einfuhrung in die Kontinu-
umsmechanikTeubner, 1994

[Arruda und Boyce 1993a] RRUDA, Ellen M. ; BoycE, Mary C.: Evolution of plastic ani-
sotropy in amorphous polymers during finite straining. Imternational Journal of Plastici-
ty 9 (1993), Nr. 6, S. 697-720. — URhtt p: // ww. sci encedi rect. com sci ence/
articl e/ BBTWK- 481BMTJ- 5D/ 2/ 5b5f 85a8b930a90055e310e6b29b9063. — ISSN
0749-6419

[Arruda und Boyce 1993b] ARUDA, Ellen M. ; Boycg, Mary C.. A three-dimensional
constitutive model for the large stretch behavior of rubber elastic materialg: Jour-
nal of the Mechanics and Physics of Solids4l (1993), Februar, Nr. 2, S. 389-412. —
URL http://ww. sci encedirect.conf science/articl e/ B6TXB- 46FVDRL- 1F/

2/ 03a04d51aeab934aa430d3da633d6f af . — ISSN 0022-5096

[Arruda u.a. 1995] ARRUDA, Ellen M. ; Boycg, Mary C. ; AYACHANDRAN, R.. Ef-
fects of strain rate, temperature and thermomechanical coupling on the firgite deformati-
on of glassy polymers. InMechanics of Materials 19 (1995), Januar, Nr. 2-3, S. 193-212.
— URLhttp://ww. sci encedi rect. conf science/articl e/ B6TX6- 3YB571C H
2/ b5df 075050af c53f c9¢c37362330db465. — ISSN 0167-6636

[Astr'om 1997] AsTROM, B. T.: Manufacturing of Polymer CompositeGhapman & Hall, 1997

[Barber und Dobkin 1996] BRBER, C. B. ; DoBKIN, D. P.: The quickhull algorithm for convex
hulls. In: ACM Transactions on Mathematical Softw&® (1996), Nr. 4, S. 469-483

[Barnes 1997] BRNES, H. A.: Thixotropy—a review. InJournal of Non-Newtonian Fluid Mechanics
70 (1997), Mai, Nr. 1-2, S. 1-33. — URhtt p: // ww. sci encedi rect. conl sci ence/
articl e/ B6BTGV- 3S9SXVK- 1/ 1/ 75773e3c3f 2cb99021b7c868bec23bf 5

[Bathe 2002] BTHE, K.-J.: Finite-Elemente-Methoder®., vollséindig neu bearbeitete und erwei-
terte Auflage. Springer, 2002

[Belytschko u.a. 2001] BLYTSCHKO, T. ; MOES, N. ; Usul, S. ; RRrimMI, C.: Arbitrary disconti-
nuities in finite elements. Irint. J. Numer. Meth. Engng0 (2001), S. 993-1013

[Benveniste 1987] BNVENISTE, Y.: A new approach to the application of Mori-Tanaka’s theo-
ry in composite materials. InMechanics of Materials 6 (1987), Juni, Nr. 2, S. 147-157.
— URLhttp://ww. sci encedirect. coniscience/articl e/ B6TX6-47YIMSK- S/

2/ e4b7abc5b165bb537564f c5da8760b59. — ISSN 0167-6636

135


http://www.sciencedirect.com/science/article/B6TWX-481BMTJ-5D/2/5b5f85a8b930a90055e310e6b29b9063
http://www.sciencedirect.com/science/article/B6TWX-481BMTJ-5D/2/5b5f85a8b930a90055e310e6b29b9063
http://www.sciencedirect.com/science/article/B6TXB-46FVDR1-1F/2/03a04d51aeab934aa430d3da633d6faf
http://www.sciencedirect.com/science/article/B6TXB-46FVDR1-1F/2/03a04d51aeab934aa430d3da633d6faf
http://www.sciencedirect.com/science/article/B6TX6-3YB571C-H/2/b5df075050afc53fc9c37362330db465
http://www.sciencedirect.com/science/article/B6TX6-3YB571C-H/2/b5df075050afc53fc9c37362330db465
http://www.sciencedirect.com/science/article/B6TGV-3S9SXVK-1/1/75773e3c3f2cb99021b7c868bec23bf5
http://www.sciencedirect.com/science/article/B6TGV-3S9SXVK-1/1/75773e3c3f2cb99021b7c868bec23bf5
http://www.sciencedirect.com/science/article/B6TX6-47Y9MSK-S/2/e4b7abc5b165bb537564fc5da8760b59
http://www.sciencedirect.com/science/article/B6TX6-47Y9MSK-S/2/e4b7abc5b165bb537564fc5da8760b59

Literaturverzeichnis

[de Borstu.a. 2006] BRsST, Rene de ; RMMERS, Joris J. ; NNEDLEMAN, Alan: Mesh-independent
discrete numerical representations of cohesive-zone modeBn@neering Fracture Mechanica3
(2006), S. 160-177

[Castaneda 1991] ASTANEDA, P. P.. The effective mechanical properties of nonlinear isotropic
composites. InJournal of the Mechanics and Physics of Soli@® (1991), Nr. 1, S. 45-71. —
URL http://ww. sci encedirect.com sci ence/ articl e/ B6TXB- 46PYMWY 3Y/

2/ aa7756¢c07677f be3d44899b43dab6c55. — ISSN 0022-5096

[Coleman und Noll 1960] O©LEMAN, B. D. ; NoLL, W.: An approximation theorem for functionals,
with applications in continuum mechanics. larchive for Rational Mechanics and Analysi
(1960), Januar, Nr. 1, S. 355-370. — URLt p: / / dx. doi . or g/ 10. 1007/ BFO0276168

[Cook u.a. 2002] ©o0k, R. D. ; MALKUS, D. S. ; RESHA, M. E. ; WITT, R. J.: Concepts and
Applications of Finite Element AnalysiBourth Edition. John Wiley & Sons, Inc., 2002

[Dauxz u.a. 2000] Buxz, C.; Moes N. ; DoLeow, J. ; SUIKUMAR, N. ; BELYTSCHKO, T.:
Arbitrary branched and intersecting cracks with the extended finite elemethod. Inint. J. Numer.
Meth. Engng48 (2000), S. 1741-1760

[Doghriund Friebel 2005] DGHR], I. ; FRIEBEL, C.: Effective elasto-plastic properties of inclusion-
reinforced composites. Study of shape, orientation and cyclic responddechanics of Materials
37 (2005), Januar, Nr. 1, S. 45-68. — URLt p: // ww. sci encedi r ect. coni sci ence/

articl e/ B6TX6- 4BVP6P4- 2/ 2/ cf 1e0df a6616a26af e3dadde002bldaa. — ISSN
0167-6636
[Drago und Pindera 2007] ®nGo, A. ; PINDERA, M.-J.:  Micro-macromechanical ana-

lysis of heterogeneous materials: Macroscopically homogeneous vs ipemaidrostructu-
res. In: Composites Science and Technology67 (2007), Mai, Nr. 6, S. 1243-1263.
— URLhttp://ww. sci encedi rect. conl sci ence/articl e/ B6TW- 4JRVD83- 3/

2/ cla6f bea3d486ech633e34e3e048f f a6. — ISSN 0266-3538

[Drozdov und Christiansen 2007a] RzDoOV, A. D. ; CHRISTIANSEN, J. de C.: Cyclic viscoplasti-
city of high-density polyethylene: Experiments and modeling Jamputational Materials Science
39 (2007), April, Nr. 2, S. 465-480. — URMt t p: / / www. sci encedi rect . coni sci ence/
articl e/ BETWM 4KV3XPG 3/ 2/ 5426d74850f 246613dbce3c3cf 0ca399

[Drozdov und Christiansen 2007b] R®zDov, A. D. ; CHRISTIANSEN, J. de C.: Cyclic viscopla-
sticity of solid polymers: The effects of strain rate and amplitude of deformationPolymer 48
(2007), Mai, Nr. 10, S. 3003-3012. — URit t p: / / www. sci encedi rect. coni sci ence/
articl e/ B6BTXW 4N9884N- 3/ 2/ a7e86¢c605bb921¢c355097540f 7a46005

[Drozdov 2009] [Drozpov, A.D.: Mullins effect in semicrystalline polymers. Innter-
national Journal of Solids and Structures46 (2009), September, Nr. 18-19, S. 3336-3345.
— URLhttp://ww. sci encedi rect.com sci ence/ articl e/ B6VJS- 4AVWTWP- 1/

2/ 6d67e2836a46d088f 3808e05438008f 9. — ISSN 0020-7683

[Drozdov u.a. 2009] Rozpov, A.D. ; HOG LEJRE A.-L. ; CHRISTIANSEN, J. d.: Vis-
coelasticity, viscoplasticity, and creep failure of polypropylene/clay oamposites. In:

136


http://www.sciencedirect.com/science/article/B6TXB-46PYMMW-3Y/2/aa7756c07677fbe3d44899b43dab6c55
http://www.sciencedirect.com/science/article/B6TXB-46PYMMW-3Y/2/aa7756c07677fbe3d44899b43dab6c55
http://dx.doi.org/10.1007/BF00276168
http://www.sciencedirect.com/science/article/B6TX6-4BVP6P4-2/2/cf1e0dfa6616a26afe3dadde002b1daa
http://www.sciencedirect.com/science/article/B6TX6-4BVP6P4-2/2/cf1e0dfa6616a26afe3dadde002b1daa
http://www.sciencedirect.com/science/article/B6TWT-4JRVD83-3/2/c1a6fbea3d486ecb633e34e3e048ffa6
http://www.sciencedirect.com/science/article/B6TWT-4JRVD83-3/2/c1a6fbea3d486ecb633e34e3e048ffa6
http://www.sciencedirect.com/science/article/B6TWM-4KV3XPG-3/2/5426d74850f246613dbce3c3cf0ca399
http://www.sciencedirect.com/science/article/B6TWM-4KV3XPG-3/2/5426d74850f246613dbce3c3cf0ca399
http://www.sciencedirect.com/science/article/B6TXW-4N9884N-3/2/a7e86c605bb921c355097540f7a46005
http://www.sciencedirect.com/science/article/B6TXW-4N9884N-3/2/a7e86c605bb921c355097540f7a46005
http://www.sciencedirect.com/science/article/B6VJS-4W8TW7P-1/2/6d67e2836a46d088f3808e05438008f9
http://www.sciencedirect.com/science/article/B6VJS-4W8TW7P-1/2/6d67e2836a46d088f3808e05438008f9

Literaturverzeichnis

Composites Science and Technology69 (2009), Dezember, Nr. 15-16, S. 2596-2603.
— URLhttp://ww. sci encedi rect.con sci ence/articl e/ BGTW- 4WKC26B- 2/
2/ e9d66bc91906celb67c68eecdact 7eab. — ISSN 0266-3538

[Drozdov 1998] DrozDov, Aleksey D.: A model for the nonlinear viscoelastic response in po-
lymers at finite strains. Ininternational Journal of Solids and Structures35 (1998), Juni,
Nr. 18, S. 2315-2347. — URhtt p: // ww. sci encedi rect. conf sci ence/ articl e/
B6VJS- 3SYXFY4- 6/ 2/ 4640f d2abc95aae83d84e50dd2f 2adc5. — ISSN 0020-7683

[Drozdov und Christiansen 2003] H®zDoV, Aleksey D. ; GHRISTIANSEN, Jesper D.: The effect of
annealing on the nonlinear viscoelastic response of isotactic polypr@pyteolymer Engineering
& Science43 (2003), Nr. 4, S. 946-959. — URit t p: / / dx. doi . or g/ 10. 1002/ pen. 10078

[Ehrenstein 2006] HRENSTEIN, G. W.: Faserverbund-Kunststoffélanser, 2006

[Emriund Tschoegl 1993] ®&RI, |.; TSCHOEGL N. W.: Generating line spectra from experimental
responses. Part |: Relaxation modulus and creep complianc®héulogica Acta32 (1993), Mai,
Nr. 3, S.311-322. — URht t p: / / dx. doi . or g/ 10. 1007/ BF00434195

[Emriund Tschoegl 1994] &R, |. ; TSCHOEGL N. W.: Generating line spectra from experimental
responses. Part IV: Application to experimental data.Rineologica Acta33 (1994), Januar, Nr. 1,
S.60-70. — URLht t p: // dx. doi . org/ 10. 1007/ BFO0453464

[Emri und Tschoegl 1995] ®&RI, I. ; TSCHOEGL N. W.. Determination of mechanical spec-
tra from experimental responses. International Journal of Solids and Structure32 (1995),
Nr. 6-7, S. 817-826. — URIhtt p://ww. sci encedi rect. conif sci ence/article/
B6VJS- 3YKKXMW 5C/ 2/ 8026393d47df f 616b3574f eQaceccf 1f

[Fagerstom und Larsson 2006] AGERSTROM, M. ; LARSSON R.: Theory and numerics for finite
deformation fracture modelling using strong discontinuities. I J. Numer. Meth. Engng66
(2006), S. 911-948

[Forestu.a. 1999] ®6REST, S; DENDIEVEL, R ; CANOVA, G R.: Estimating the overall properties
of heterogeneous Cosserat materialsModelling Simul. Mater. Sci. Eng. (1999), S. 829-840

[Forestund Sab 1998] dREST, S. ; $AB, K.: Cosserat overall modelling of heterogeneous materials.
In: Mechanics research communicatio?s (1998), Nr. 4, S. 449-454

[Geers u.a. 2007] €ERS M. G. D. ; COENEN, E. W. C. ; KOUZNETSOVA, V. G.: Multi-scale
computational homogenization of structured thin sheetsMidelling and Simulation in Materials
Science and Engineerintb (2007), Nr. 4, S. S393—-S404. — ISSN 0965-0393

[Gerlach und Matzenmiller 2005] &RLACH, S. ; MATZENMILLER, A.: Comparison of numerical
methods for identification of viscoelastic line spectra from static test daténtérnational Journal
for Numerical Methods in Engineering3 (2005), Nr. 3, S. 428-454. — URit t p: / / dx. doi .
org/ 10. 1002/ nne. 1161

[Gerlach 2003] (&RLACH, SebastianModellbildung und Parameteridentifikation viskoelastischer
Faserverbundwerkstoff&niversitt Kassel, Dissertation, 2003

137


http://www.sciencedirect.com/science/article/B6TWT-4WXC26B-2/2/e9d66bc91906ce1b67c68eec4acf7eab
http://www.sciencedirect.com/science/article/B6TWT-4WXC26B-2/2/e9d66bc91906ce1b67c68eec4acf7eab
http://www.sciencedirect.com/science/article/B6VJS-3SYXFY4-6/2/4640fd2abc95aae83d84e50dd2f2adc5
http://www.sciencedirect.com/science/article/B6VJS-3SYXFY4-6/2/4640fd2abc95aae83d84e50dd2f2adc5
http://dx.doi.org/10.1002/pen.10078
http://dx.doi.org/10.1007/BF00434195
http://dx.doi.org/10.1007/BF00453464
http://www.sciencedirect.com/science/article/B6VJS-3YKKXMW-5C/2/8026393d47dff616b3574fe9aceccf1f
http://www.sciencedirect.com/science/article/B6VJS-3YKKXMW-5C/2/8026393d47dff616b3574fe9aceccf1f
http://dx.doi.org/10.1002/nme.1161
http://dx.doi.org/10.1002/nme.1161

Literaturverzeichnis

[Govindjee und Simo 1992] GVINDJEE, Sanjay ; $M0, Juan C.: Mullins effect and the strain
amplitude dependence of the storage modulusinkernational Journal of Solids and Structur@9
(1992), Nr. 14-15, S. 1737-1751. — URitt p: // wwv. sci encedi rect. coni sci ence/
article/ B6VIS- 482G1JD- 92/ 2/ 44f 08def 42406a0cc5bbf 78691ce5f 41. — ISSN
0020-7683

[Gravouil u. a. 2002a] ®AvoUIL, A. ; MOES N. ; BELYTSCHKO, T.: Non-planar 3D crack growth
by the extended finite element and level sets - Part I: Mechanical modelntid. Numer. Meth.
Engng53 (2002), S. 2549-2568

[Gravouil u.a. 2002b] ®AvoulL, A.; MOES N.; BELYTSCHKO, T.: Non-planar 3D crack growth
by the extended finite element and level sets - Part Il: Level set updatdnt. J. Numer. Meth.
Engng53 (2002), S. 2569-2586

[Gusev 1997] @sEvV, A. A.. Representative volume element size for elastic composites: A
numerical study. InJournal of the Mechanics and Physics of Solidts (1997), September,
Nr. 9, S. 1449-1459. — URMbtt p:// www. sci encedi rect. com sci encel/ articl e/
B6TXB- 3SPTCBM 2/ 2/ 6f 3950b2dd5e7af f c19989b940e21bd3. — ISSN 0022-5096

[Haasemann 2008] KASEMANN, G.: Effektive mechanische Eigenschaften von Verbundwerkstoffen
mit Biaxialgestrickverstrkung TU Dresden, Dissertation, 2008

[Haasemann u. a. 2006] AASEMANN, G. ; KASTNER, M. ; ULBRICHT, V.: Multi-Scale Modelling
and Simulation of Textile Reinforced Materials. BMC 3 (2006), S. 131-146

[Hartmann 2006] HRTMANN, S.: A thermomechanically consistent constitutive model for poly-
oxymethylene Experiments, material modelling and computatiorrch. Appl. Mech.76 (2006),
S. 349-366

[Haupt 1993] HhupT, P.: On the mathematical modelling of material behavior in continuum mecha-
nics. In:Acta MechanicalQ0 (1993), September, Nr. 3, S. 129-154. — URI p: / / dx. doi .
org/ 10. 1007/ BF01174786

[Haupt 2002] HhuPT, P.: Continuum Mechanics and Theory of Materia&pringer, 2002

[Heinrich und Kaliske 1997] HINRICH, G. ; KALISKE, M.: Theoretical and nu-
merical formulation of a molecular based constitutive tube-model of rubbasti@ty.
In: Computational and Theoretical Polymer Science 7 (1997), Nr. 3-4, S. 227-241.
— URLhttp://ww. sci encedi rect.conf sci ence/articl e/ B6VJ9- 3aTGP6HR- F/
2/ Oce9bee023adb132c713dlef 6e22f d16. - ISSN 1089-3156

[Hill 1963] HiLL, R.: Elastic Properties of Reinforced Solids: Some Theoretical Principhes].
Mech. Phys. Solid41 (1963), S. 357-372

[Hill 1972] HiLL, R.: On constitutive macro-variables for heterogeneous solids at firdgi@.sin:
Proc. R. Soc. Lond. A1972), S. 131-147

[Hufenbach 2007] HKFENBACH, W. (Hrsg.): Textile Verbundbauweisen und Fertigungstechnologien
fur Leichtbaustrukturen des Maschinen- und Fahrzeughb2087

138


http://www.sciencedirect.com/science/article/B6VJS-482GJJD-92/2/44f08def42406a0cc5bbf78691ce5f41
http://www.sciencedirect.com/science/article/B6VJS-482GJJD-92/2/44f08def42406a0cc5bbf78691ce5f41
http://www.sciencedirect.com/science/article/B6TXB-3SPTCBM-2/2/6f3950b2dd5e7affc19989b940e21bd3
http://www.sciencedirect.com/science/article/B6TXB-3SPTCBM-2/2/6f3950b2dd5e7affc19989b940e21bd3
http://dx.doi.org/10.1007/BF01174786
http://dx.doi.org/10.1007/BF01174786
http://www.sciencedirect.com/science/article/B6VJ9-3TGP6HR-F/2/0ce9bee023adb132c713d1ef6e22fd16
http://www.sciencedirect.com/science/article/B6VJ9-3TGP6HR-F/2/0ce9bee023adb132c713d1ef6e22fd16

Literaturverzeichnis

[Kaliske und Heinrich 1999] HKLISKE, M ; HEINRICH, G: An extended tube-model for rubber ela-
sticity: Statistical-mechanical theory and finite element implementatiorRUBBER CHEMISTRY
AND TECHNOLOGY72 (1999), SEP-OCT, Nr. 4, S. 602-632. — ISSN 0035-9475

[Kaliske und Rothert 1997] KLISKE, M. ; ROTHERT, H.: Formulation and implementation of three-
dimensional viscoelasticity at small and finite strains. @omputational Mechanicsl9 (1997),
Februar, Nr. 3, S. 228-239. — URIlt t p: // dx. doi . or g/ 10. 1007/ s004660050171

[Kanitu.a. 2003] KaNIT, T.; FOREST, S. ; GALLIET, |.; MOUNOURY, V. ; JEULIN, D.: Determina-
tion of the size of the representative volume element for random compaséatstical and numerical
approach. Ininternational Journal of Solids and Structuret) (2003), Nr. 13-14, S. 3647-3679.
— URLhttp://ww. sci encedi rect. coni science/articl e/ B6VJS- 48CGDVIK- 1/

2/ 2dd6cda9c49706ed2c969bdea531bb50. — ISSN 0020-7683

[Kastner u.a. 2008a] ASTNER, M. ; HAASEMANN, G. ; BRUMMUND, J. ; ULBRICHT, V.: Com-
putation of effective stiffness properties for textile-reinforced compositeg XsFEM  Kap. 13,
S. 261-279, Springer, 2008

[Kastner u.a. 2008b] KSTNER, M. ; OBST, M. ; THIELSCH, K. ; BRUMMUND, J. ; ULBRICHT, V..
Computation of the effective nonlinear material behaviour of compositeg XsFEM - Analysis of
the matrix material behaviour. IPAMM 8 (2008), Nr. 1, S. 10429-10430. — URIt t p: / / dx.
doi . org/ 10. 1002/ panmm 200810429

[Kastner und Ulbricht 2006] KSTNER, M. ; ULBRICHT, V.: Homogenization of fibre composites
using X-FEM. In:PAMM 6 (2006), Nr. 1, S. 489-490. — URMAtt p:// dx. doi . org/ 10.
1002/ panm 200610225

[Keck 1998] Keck, JoachimZur Beschreibung finiter Deformationen von Polymeren: Experimente,
Modellbildung, Parameteridentifikation und Finitie-Elemente-Formulierudigiversitaet Stuttgart,
Prof. Miehe, Dissertation, 1998

[Khan und Huang 1995] KAN, A. S. ; HUANG, S.: Continuum Theory of Plasticitydohn Wiley &
Sons, Inc., 1995

[Kletschkowski u.a. 2001] KETSCHKOWSKI, T. ; SCHOMBURG, U. ; BERTRAM, A.: Viskoplasti-
sche Materialmodellierung am Beispiel des Dichtungswerk- stoffs Polfjteirathylen. IN;TECH-
NISCHE MECHANIK Band 21, Heft 3, (2001), 227-221 (2001), S. 227-241

[Kletschkowski u.a. 2002a] KETSCHKOWSKI, T. ; SCHOMBURG, U. ; BERTRAM, A.: Endochro-
nic viscoplastic material models for filled PTFE. IMechanics of Materials34 (2002), Dezem-
ber, Nr. 12, S. 795-808. — URt t p: / / www. sci encedi rect. com sci ence/ articl e/
B6TX6- 470M6V4- 2/ 1/ 9377a891af bab60686¢f 07f bcea5d0c2

[Kletschkowski u.a. 2002b] KeTSCHKOWSKI, T. ; SCHOMBURG, U. ; BERTRAM, A.: An in-
elastic material model for filled polytetrafluorethylen. Irchive of Applied Mechanics (Inge-
nieur Archiv) 72 (2002), Juli, Nr. 4, S. 293-299. — URitt p:// dx. doi . org/ 10. 1007/
s00419- 002- 0207- z

[Kletschkowski u.a. 2004] KETSCHKOWSKI, T. ; SCHOMBURG, U. ; BERTRAM, A.. An Endo-
chronic Viscoplastic Approach for Materials with Different Behavior im3®n and Compression.

139


http://dx.doi.org/10.1007/s004660050171
http://www.sciencedirect.com/science/article/B6VJS-48GDV9K-1/2/2dd6cda9c49706ed2c969bdea531bb50
http://www.sciencedirect.com/science/article/B6VJS-48GDV9K-1/2/2dd6cda9c49706ed2c969bdea531bb50
http://dx.doi.org/10.1002/pamm.200810429
http://dx.doi.org/10.1002/pamm.200810429
http://dx.doi.org/10.1002/pamm.200610225
http://dx.doi.org/10.1002/pamm.200610225
http://www.sciencedirect.com/science/article/B6TX6-470M6V4-2/1/9377a891afbab60686cf07fbcea5d0c2
http://www.sciencedirect.com/science/article/B6TX6-470M6V4-2/1/9377a891afbab60686cf07fbcea5d0c2
http://dx.doi.org/10.1007/s00419-002-0207-z
http://dx.doi.org/10.1007/s00419-002-0207-z

Literaturverzeichnis

In: Mechanics of Time-Dependent Materigds(2004), Juni, Nr. 2, S. 119-135. — URit t p: //
dx. doi . org/ 10. 1023/ B: MTDM 0000027680. 35012. 35

[Kletschkowski u.a. 2005] KETSCHKOWSKI, T. ; SCHOMBURG, U. ; BERTRAM, A.. A
rate-dependent endochronic approach to thermoplastic materials: témmpeaad filler volu-
me fraction dependence. IiMechanics of Materials 37 (2005), Juni, Nr. 6, S. 687-704.
— URLhttp://ww. sci encedi rect. coni science/articl e/ B6TX6- 4DB57M5- 6/

2/ dOb96af 934ef bf 63f 3c2f 13f dee5d779

[Kolarik und Pegoretti 2006] KLARIK, J. ; FEGORETTL A.: Non-linear tensile creep of po-
lypropylene: Time-strain superposition and creep prediction. Polymer 47 (2006), Janu-
ar, Nr. 1, S. 346-356. — URbttp://ww. sci encedi rect. coni sci ence/articl e/
B6TXW 4HVB7FR- G 2/ b3abf 5eea95f 15b04c07echf 680659da. — ISSN 0032-3861

[Kouznetsova 2002] KUzNETSOVA V.G.: Computational homogenization for the multi-scale ana-
lysis of multi-phase materigl3 U Eindhoven, Dissertation, 2002

[Krempl und Khan 2003] IKREMPL, E. ; KHAN, F.: Rate (time)-dependent deformation behavior: an
overview of some properties of metals and solid polymers.International Journal of Plasticity
19 (2003), Juli, Nr. 7, S. 1069-1095. — URLt p: / / w. sci encedi rect. coni sci ence/
articl e/ BBTWK- 47VR82S- 1/ 2/ 39dbdbe79ba957b8d9e53cf 8dd10973b

[Kroner 1958] KRONER, E.: Berechnung der elastischen Konstanten des Vielkristalls aus den Kon
stanten des Einkristalls. 1Zeitschrift fir Physik A Hadrons and Nucldi51 (1958), August, Nr. 4,
S.504-518. — URIht t p: // dx. doi . or g/ 10. 1007/ BF01337948

[Lion 1994] LIoN, A.: Materialeigenschaften der Viskoplastigit Universitit Gesamthochschule
Kassel, Dissertation, 1994

[Lion 1996] LION, A.: A constitutive model for carbon black filled rubber: Experimental gtiga-
tions and mathematical representation. @Quntinuum Mechanics and Thermodynami&$1996),
Juni, Nr. 3, S. 153-169. — URht t p: / / dx. doi . org/ 10. 1007/ BF01181853

[Lion 1997a] LION, A.: A physically based method to represent the thermo-mechanical behavio
of elastomers. InActa Mechanical23 (1997), Marz, Nr. 1, S. 1-25. — URht t p: // dx. doi .
org/ 10. 1007/ BF01178397

[Lion 2000] LIoN, A.. Constitutive modelling in finite thermoviscoplasticity: a physical ap-
proach based on nonlinear rheological models. International Journal of Plasticityl6 (2000),
April, Nr. 5, S. 469-494. — URht t p: / / ww. sci encedi rect. com sci encel/ articl e/
B6TWK- 3YS99F8- 1/ 1/ 34a2ebe07ec848db95¢c1048d8eda4508

[Lion 1997b] LioN, Alexander: On the large deformation behaviour of reinforced ruabeifferent
temperatures. InJournal of the Mechanics and Physics of SolidS (1997), November, Nr. 11-
12, S. 1805-1834. — URIlhttp://www. sci encedi rect. coni science/articlel
B6TXB- 3SPX7PT- 4/ 2/ 4dc5d108f 28a87c8413d90cf 036e6859. — ISSN 0022-5096

[Masson u.a. 2000] MssoN, R. ; BORNERT, M. ; SUQUET, P. ; Zaoul, A.: An affine for-
mulation for the prediction of the effective properties of nonlinear compmosital polycrystals.
In: Journal of the Mechanics and Physics of Solid&8 (2000), Juni, Nr. 6-7, S. 1203-1227.

140


http://dx.doi.org/10.1023/B:MTDM.0000027680.35012.35
http://dx.doi.org/10.1023/B:MTDM.0000027680.35012.35
http://www.sciencedirect.com/science/article/B6TX6-4DB57M6-6/2/d0b96af934efbf63f3c2f13fdee5d779
http://www.sciencedirect.com/science/article/B6TX6-4DB57M6-6/2/d0b96af934efbf63f3c2f13fdee5d779
http://www.sciencedirect.com/science/article/B6TXW-4HM87FR-G/2/b3abf5eea95f15b04c07ecbf680659da
http://www.sciencedirect.com/science/article/B6TXW-4HM87FR-G/2/b3abf5eea95f15b04c07ecbf680659da
http://www.sciencedirect.com/science/article/B6TWX-47VR82S-1/2/39dbdbe79ba957b8d9e53cf8dd10973b
http://www.sciencedirect.com/science/article/B6TWX-47VR82S-1/2/39dbdbe79ba957b8d9e53cf8dd10973b
http://dx.doi.org/10.1007/BF01337948
http://dx.doi.org/10.1007/BF01181853
http://dx.doi.org/10.1007/BF01178397
http://dx.doi.org/10.1007/BF01178397
http://www.sciencedirect.com/science/article/B6TWX-3YS99F8-1/1/34a2ebe07ec848db95c1048d8eda4508
http://www.sciencedirect.com/science/article/B6TWX-3YS99F8-1/1/34a2ebe07ec848db95c1048d8eda4508
http://www.sciencedirect.com/science/article/B6TXB-3SPX7PT-4/2/4dc5d108f28a87c8413d90cf036e6859
http://www.sciencedirect.com/science/article/B6TXB-3SPX7PT-4/2/4dc5d108f28a87c8413d90cf036e6859

Literaturverzeichnis

— URLhttp://ww. sci encedi rect. coni science/articl e/ B6TXB-400214J- H
2/ 9b554557a4d9a80e2bab0ef 3d7e8f 73f . — ISSN 0022-5096

[Matzenmiller u.a. 1995] MTZENMILLER, A. ; LUBLINER, J. ; TAYLOR, R.L.. A constitutive
model for anisotropic damage in fibre-composites. Migchanics of Material20 (1995), S. 125—
152

[Menges u.a. 2002] MNGES G. ; HABERSTROH E. ; MICHAELI, W. ; SCHMACHTENBERG, E.:
Werkstoffkunde Kunststoffe 54lig Uiberarbeitete AuflageHanser, 2002

[Miehe und Koch 2002] NEHE, C. ; KocH, A.: Computational micro-to-macro transitions of dis-
cretized microstructures undergoing small strains. Archive of Applied Mechanics72 (2002),
S. 300-317

[Miehe 2002] MEHE, Christian: Strain-driven homogenization of inelastic microstructures and
composites based on an incremental variational formulatiomntiernational Journal for Numerical
Methods in Engineering5 (2002), Nr. 11, S. 1285-1322. — URIt t p: // dx. doi . or g/ 10.
1002/ nme. 515

[Miehe und Keck 2000] NEHE, Christian ; KeCk, Joachim: Superimposed finite elastic-
viscoelastic-plastoelastic stress response with damage in filled rubberggrslyExperiments, mo-
delling and algorithmic implementation. Idournal of the Mechanics and Physics of Solid8
(2000), Februar, Nr. 2, S. 323—-365. — URLt p: / / ww. sci encedi rect. com sci ence/
articl e/ B6TXB- 3Y4CAY0- 5/ 2/ 6734cbf 25413902f 5b255e8329566d74. — ISSN
0022-5096

[Moes u.a. 2003] MES, N. ; CLOIREC, M. ; CARTRAUD, P. ; REMACLE, J.-F.: A computational
approach to handle complex microstructure geometriesCémput. Methods Appl. Mech. Engrg.
192 (2003), S. 3163-3177

[Moes u.a. 1999] MES, N.; DoLBOwW, J. ; BELYTSCHKO, T.: A finite element method for crack
growth without remeshing. Innt. J. Numer. Meth. Engngl6 (1999), S. 131-150

[Mori und Tanaka 1973] MRI, T ; TANAKA, K: Average stress in matrix and average ela-
stic energy of materials with misfitting inclusions. IActa Metallurgica 21 (1973), Mai,
Nr. 5, S. 571-574. — URLhttp://ww. sci encedirect. conif sci ence/article/
B7598- 48JJRXF- 8K/ 2/ adc8cdb5ef 173bel4a33adadbf 07f 558. — ISSN 0001-6160

[Obst 2009] @sT, M.: Implementierung eines viskoplastischen Materialmod&l$?6lypropylen
in das Programmsystem Mar€echnische Universit Dresden, Diplomarbeit, 2009

[Offermann u.a. 2005] E€FERMANN, P. ; DIESTEL, O. ; CHol, B.D.: Development of multidirectio-
nal reinforced weft-knitted fabrics made from commingling hybrid yarmsc@omplex light weight
constructions. Ini3. Internationales Techtextil Symposiu2005

[Ogden und Roxburgh 1999] @&DEN, R. W. ; ROXBURGH, D. G.. A pseudo-elastic model for
the Mullins effect in filled rubber. InProceedings of the Royal Society of London. Series A:
Mathematical, Physical and Engineering Scienc&s5 (1999), August, Nr. 1988, S. 2861-2877.
— URLhttp://rspa.royal soci et ypubl i shing. org/ cont ent/ 455/ 1988/ 2861.
abstract

141


http://www.sciencedirect.com/science/article/B6TXB-400214J-H/2/9b554557a4d9a80e2bab0ef3d7e8f73f
http://www.sciencedirect.com/science/article/B6TXB-400214J-H/2/9b554557a4d9a80e2bab0ef3d7e8f73f
http://dx.doi.org/10.1002/nme.515
http://dx.doi.org/10.1002/nme.515
http://www.sciencedirect.com/science/article/B6TXB-3Y4C4Y0-5/2/6734cbf25413902f5b255e8329566d74
http://www.sciencedirect.com/science/article/B6TXB-3Y4C4Y0-5/2/6734cbf25413902f5b255e8329566d74
http://www.sciencedirect.com/science/article/B7598-48JJRXF-8K/2/adc8cdb5ef173be14a33adadbf07f558
http://www.sciencedirect.com/science/article/B7598-48JJRXF-8K/2/adc8cdb5ef173be14a33adadbf07f558
http://rspa.royalsocietypublishing.org/content/455/1988/2861.abstract
http://rspa.royalsocietypublishing.org/content/455/1988/2861.abstract

Literaturverzeichnis

[Pierard 2006] HFERARD, O.: Micromechanics of inclusion-reinforced compaosites in elasto-plasticity
and elasto-viscoplasticity: modeling and computatidniversite Catholique de Louvain Faculte des
Sciences Appliquees, Dissertation, 2006

[Pierard und Doghri 2006] IBRRARD, Olivier ; DOGHRI, Issam: An enhanced affine formula-
tion and the corresponding numerical algorithms for the mean-field homagiemizof elasto-
viscoplastic composites. limternational Journal of Plasticity22 (2006), Januar, Nr. 1, S. 131-157.
— URLhttp://ww. sci encedi rect.com sci ence/ arti cl e/ BETWK- 4GDBTB2- 2/

2/ b3d10146f 104df 0c5671529042acc626. — ISSN 0749-6419

[Pruger 2008] RUGER, S.: Entwicklung eines ebenen finiten Elementes mit quadratischen Ansatz-
funktionen auf Basis der X-FEMechnische Universit Dresden, Diplomarbeit, 2008

[Reese und Govindjee 1998] HRSE Stefanie ; ®VINDJEE, Sanjay: A theory of finite viscoela-
sticity and numerical aspects. Imternational Journal of Solids and Structure®b (1998), Sep-
tember, Nr. 26-27, S. 3455-3482. — URItt p: // www. sci encedi rect. com sci ence/
articl e/ B6VIS- 494SRCX- 13/ 2/ a731cabb063ca797f 844065321f 3b326. — ISSN
0020-7683

[Remmersu.a. 2003] B®VMERS, Joris J. C. ; VELLS, Garth N. ; BORST, Rene de: A solid-like shell
element allowing for arbitrary delaminations. Imternational Journal for Numerical Methods in
Engineering58 (2003), Nr. 13, S. 2013-2040. — URIL t p: / / dx. doi . or g/ 10. 1002/ nrre.
907

[Schwarz 2004] 8HWARZ, |.: Syndiotaktisches Polypropylen: Alterung eines teilkristallinen Ther-
moplasten oberhalb der Glabergangstemperatuniversitit Dortmund, Dissertation, 2004

[Sedlan 2000] &DLAN, K.: Viskoelastisches Materialverhalten von Elastomerwerkstoffen: Expe-
rimentelle Untersuchung und Modellbildungniversitit Gesamthochschule Kassel, Dissertation,
2000

[Simo 1987] Smo, J. C.: On a fully three-dimensional finite-strain viscoelastic da-
mage model: Formulation and computational aspects. @omputer Methods in Ap-
plied Mechanics and Engineering 60 (1987), Februar, Nr. 2, S. 153-173. — URL

http://ww. sci encedi rect.com science/articl e/ B6V29- 47XF8SV- 5K/
2/ 9d224f 48c71725731d52f 770162c3df f . — ISSN 0045-7825

[Stazi u.a. 2003] ®Azl, L. ; BUDYN, E. ; CHESSA J. ; BELYTSCHKO, T.: An extended finite
element method with higher-order elements for curved cracksCaomputational Mechanics31
(2003), S. 38-48

[Sukumar u.a. 2001] &UMAR, N.; CHOPR, D.L.; MOES N.; BELYTSCHKO, T.: Modeling holes
and inclusions by level sets in the extended finite element metho@omput. Methods Appl. Mech.
Engrg. 190 (2001), S. 6183-6200

[Sukumar u.a. 2004] @&UMAR, N. ; HUANG, Z. Y. ; PREVOST, J.-H. ; S0, Z.. Partition of unity
enrichment for bimaterial interface cracks. Int. J. Numer. Meth. Engn§9 (2004), S. 1075-1102

[Sukumar u.a. 2000] &UMAR, N. ; MOES N.; MORAN, B. ; BELYTSCHKO, T.: Extended finite
element method for three-dimensional crack modelling.Irih:J. Numer. Meth. Engng8 (2000),
S. 1549-1570

142


http://www.sciencedirect.com/science/article/B6TWX-4GDBTB2-2/2/b3d10146f104df0c5671529042acc626
http://www.sciencedirect.com/science/article/B6TWX-4GDBTB2-2/2/b3d10146f104df0c5671529042acc626
http://www.sciencedirect.com/science/article/B6VJS-494SRCX-13/2/a731cabb063ca797f844065321f3b326
http://www.sciencedirect.com/science/article/B6VJS-494SRCX-13/2/a731cabb063ca797f844065321f3b326
http://dx.doi.org/10.1002/nme.907
http://dx.doi.org/10.1002/nme.907
http://www.sciencedirect.com/science/article/B6V29-47XF8SV-5R/2/9d224f48c71725731d52f770162c3dff
http://www.sciencedirect.com/science/article/B6V29-47XF8SV-5R/2/9d224f48c71725731d52f770162c3dff

Literaturverzeichnis

[Tobolsky 1967] ToBOLSKY, A. V.: Mechanische Eigenschaften und Struktur von PolymeBemn-
liner Union, 1967

[Truesdell und Noll 2004] TRUESDELL, C. ; NoLL, W.: The Non-Linear Field Theories of Mecha-
nics, Third Edition Springer, 2004

[Tschoegl 1989] TBcHOEGL N.W.: The Phenomenological Theory of Linear Viscoelastic Behavior
Springer, 1989

[Tschoegl u.a. 2002] 3cHOEGL N.W. ; KNAUSS, W. G. ; BEMRI, |.: Poisson’s Ratio in Linear
Viscoelasticity - A Critical Review. InMechanics of Time-Dependent Materiafs(2002), Marz,
Nr.1,S.3-51. - URIht t p: // dx. doi . or g/ 10. 1023/ A: 1014411503170

[Ulbricht u.a. 2008] UWBRICHT, V. ; KASTNER, M. ; LICHTNECKERT, T. ; BRUMMUND, J. ; MOD-
LER, K.-H. ; HUFENBACH, W. ; BOHM, R. ; EBERT, C. ; GRUBER, B. ; LANGKAMP, A. ; LEPPER
M.: Modelling of the effective material behavior of textile reinforced conifgss In:Journal of
Plastics Technology (2008), S. 1-30

[Valanis 1971a] MLANIS, K. C.: A Theory of Viscoplasticity without a Yield Surface. Part Il -
Application to Mechanical Behavior of Metals. lArchives of Mechanic23 (1971), S. 535-551

[Valanis 1971b] MLANIS, K.C.: A Theory of Viscoplasticity without a Yield Surface. Part | -
General Theory. InArchives of Mechanics 233 (1971), S. 517-533

[Willis 1989] W.iLLIs, J. R.: The Structure of Overall Constitutive Relations for a Class of Nealin
Composites. IniIMA J Appl Math 43 (1989), Nr. 3, S. 231-242. — URbkt tp://i mamat .
oxfordjournal s.org/cgi/content/abstract/ 43/ 3/231

[Zi und Belytschko 2003] Z G. ; BELYTSCHKO, T.: New crack-tip elements for XFEM and appli-
cations to cohesive cracks. limt. J. Numer. Meth. Engng7 (2003), S. 2221-2240

[Zienkiewicz 1977] ZeNkiewicz, O.C.: Methode der finiten Elementé&achbuchverlag Leipzig,
1977

143


http://dx.doi.org/10.1023/A:1014411503170
http://imamat.oxfordjournals.org/cgi/content/abstract/43/3/231
http://imamat.oxfordjournals.org/cgi/content/abstract/43/3/231




A Fensterverfahren von E MRI und T SCHOEGL

In Anlehnung an die Beschreibung BEmri und Tschoeg(1993 soll die Funktionsweise dieses Idenseispiel
tifikationsverfahrensifr Relaxationsspektren der linearen Viskoelasttzinhand eines bekannten dis-
kreten Relaxationsspektrums mitnff gleichmaRig Uber die logarithmische Skala verteilten Relaxa-
tionszeiten edutert werden (AbbA.1). Dieses Spektrum entspricht ddiberspannungsanteil eines
verallgemeinerten MXwWELL -Modells mitn, = 5 Elementen. In der grafischen Darstellung der zu
den einzelnen MxwELL -Elementen gebrigenUberspannungsanteile der Relaxationsfunktionen

t

RYM(t) = cie 7 (A1)
sowie der Gesamtfunktion
Ny Ny t
R(t)=> RMt)=> ce = (A2)
=1 =1

in Abb. A.1 ist erkennbar, dass der aktive Bereich der einzelnexWELL -Elemente (vgl. Abschnitt
4.1.2 nur einen begrenzten Bereich der Relaxationsfunktion des Gesamtmuetgtdlusst, diese Ei-
genschatft wird durch das Verfahren ausgenutzt.
Betrachtet man den Relaxationsvorgang, so wird klar, dass der WeRealaxationsfunktionifr idee des
t = 0 der Summe der Relaxationasten Algorithmus

v

R(0) =) ¢ (A.3)

=1

der einzelnen Elemente entspricht. Mit fortschreitender Haltezeit weclasadrste MXwELL -Element
vom sogenannten Glas- in deibergangsbereich und die Spannungsrelaxation setzt ein. Betnacintet
den aktiven Bereich delsten MAXWELL -Elements, so sind die Beftge aller MaxwWELL -Elemente
bis k — 1 nahezu abgeklungen,alrend sich alle Elemente &b+ 1 unvei&ndert im Glasbereich be-
finden. Damit erhlt man eine Mherungsformelifr denUberspannungsanteil der Relaxationsfunktion

t il
RY(t) = 0+ cre ™ + Z ¢ Vi <t<t]. (A.4)
i=k-+1
Zur Sicherung der Genauigkeit des Algorithmus sind die Annahmen hinslchtée als aktiv zu
beriicksichtigenden MXWELL -Elemente anhand der Analyse des Verlaufs der Kernfunktiordes

t
i-ten MAXWELL -Elements zu pazisieren. Da die Kernfunktion = nach zwei Dekaden abgeklungen
ist, wird im Gegensatz zuA(4) in der implementierten Version des Algorithmus lediglich der Einfluss
der mehr als zwei Dekaden fiuokliegenden Spektrallinien vernaakkigt

k—1 Ny
_t _t _t
R%(t) = § cie Ti +cpe Tk + § ce T Vi <t<it (A.5)
1=%min i=k+1
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Abbildung A.1: Diskretes Relaxationsspektrum und Relaxationsfunktionen

146



mit

(A.6)

Lo k-3 fur k-3>1
min 1 fur k—3<1

Zur vollstandigen Definition des Identifikationsalgorithmus sind schlieBlich die Gret{zemdt?, die

das Zeitintervall, in denR®¥(¢) durch @.5) approximiert werden kann, und damit das Fenster der zur
Identifikation genutzten Daten bestimmen, festzulegen. Sie entsprech@nAleschnitt4.1.3f0r die
Identifikation aus dem Zugversuch berechneten Werten.

Die Relaxationssirkenc;, der durch A.5) gegebenen Modellantwort sind nun an die experimementifikation
tell bestimmten diskreten Messwenfié’"(tj) anzupassen. Diese berechnet man aus dem gemessenen
Spannungsverlauf(¢;) durch Abziehen des Endwerts der Spannung bei Erreichen der eialigz
der eine Ntherung @ir den Gleichgewichtsweet®® (¢) darstellt, und Normierung mit deratrend des
Relaxationsexperiments konstant gehaltenen Dehaging

1

RV(t;) = - [6(t5) —a(tn)] - (A7)

Die Berechnung dek-ten Relaxationsatke erfolgt durch Minimierung des Quadrats
R )
Fe= Y |[R(t) - B() (A8)
J=3i
der zwischen der ModellantwoRt®(¢,) und dem Messwerk®'(¢,) im Intervall [t!, t°] auftretenden
Abweichung, wobej; und;? die den Bereichsgrenzen zugeordneten Indizes der diskreten Blessw

sind. Rir die Relaxationsatkec;, ertélt man aus der Minimierung voh, und Einsetzen vorn(.5) die
Bestimmungsgleichung

;0
J .
k t;

k—1 t. ny .
~ov 2 _ 2 —
E R%(t;) — g cie i — E cie Tile Tk

J=Jj 1=Umin i=k+1
cp = — . (A.9)
I 2t ;
-7
e Tk
J=iy

Die Berechnung beginnt mit derdfdten Relaxationszeit und endet mit der Identifikation #grd. h.
der zur kleinsten Relaxationszeit ggbnden Relaxationsske. Da im ersten Durchlauf die noch nicht
identifizierten Relaxationsstken mit Null angenommen werden, ist der zohst ermittelte Satz von
Relaxationsstrken durch eine rekursive Anwendung des Verfahrens zu seebe. Die Identifikation
ist abgeschlossen, wenn die relativederung aller zu identifizierenden Parameter zwischen zwei auf-
einanderfolgenden Schritten, kleiner als ein vorher festgelegter Gesnizt.

Abhangig von dem zugrundeliegenden Messsignal ist@glich, dass der Algorithmus negative Rela-
xationssérken liefert. Obwohl das berechnete Spektrum in diesem Fall dedemntifikation genutzten
Relaxationsversuch gut wiedergibt, sind die negativen Spektralliniesialisch nicht interpretierbar
und kbnnen bei der Berechnung anderer Versuchsantworten zu falgehebnissernithren. Werden in
einem Durchlauf negative Relaxatioréa$ten berechnet, so sind diese vor deinhsten Berechnungs-
schritt Null zu setzen.
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B Analyse des Informationsgehalts realer
Relaxationsversuche

Nachfolgend soll der Einfluss des zur \Magting stehenden Messsignals auf die Ergebnisse der R#orderungen an
rameteridentifikation bei Anwendung des Fensterverfahrens woRi Eind TSCHOEGL anhand der 9as Messsignal
Rekonstruktion des bekannten diskreten Spektrumsageftbb.A.1 diskutiert werden. Den dazu er-

forderlichen Spannungs-Zeitverlauf liefert die Spannungsantweeteerallgemeinerten NKWELL -

Modells mit den Parametern

c=1[100 400 300 200 100"MPa r=1[0,01 0,1 1 10 100]"s  (B.1)

Durch den Vergleich des bekannten Spektrums des verallgemeinestew A L -Modells mit dem Er-
gebnis der Identifikationdnnen zuachst die Anforderungen an das Messsignal veranschaulicht wer-
den. Als wesentliche Voraussetzungen sind die richtige Wahl von Haltembi#teitlicher Aufbsung des
Messsignals zu nennen. Die Haltezeit sol#eder sein, als die gRte Relaxationszeit des zu bestim-
menden Spektrumsy > Tmax), Um geriigend Informationen zur Berechnung der zuiygden Relaxa-
tionsstrke zur Verfigung zu haben. i die Zeitschrittweite der Abtastung ist in dem zur Identifikation
der Relaxationsatkec; verwendeten Ausschnitt des Messsignals eine Abtastung\tyit< mmin ZU
fordern. Rir die Aufzeichnung des Messsignals empfiehlt sich wegen des stgokan@gsabfalls am
Beginn der Relaxation bei langen Haltezeiten eine variable Abtastung mit éiominierten Kraft-
Zeitkriterium.

In Abb. B.1 sind die Auswirkungen einer im Vergleich zu dem zu indentifizierendeki8pa zu kur-

zen Messzeit sowie einer nicht ausreichendendsufhg des Messsignals dargestellt. Das mithilfe des

600 400
Orig. Orig.
Ident. 300 Ident. |
< 400 =
o o
=3 S 200
" 200 o
100 ]
10° 10 10® 100 10 10° 10 100 100 10
T [s] T[s]
(@) th < Tmax (b) Atm > Tmin

Abbildung B.1: Auswirkung einer zu kurzen Messzeit bzw. einer niclsreichenden Aufisung des
Messsignals

EMRI-TSCHOEGL-Verfahrens bestimmte Spektrum weicht insbesondere bei der zunkiteeszeit
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Kontinuierliche
Spektren

B Analyse des Informationsgehalts realer Relaxationsversuche

(th = 100s, Abb. B.1(a) deutlich von dem vorgegebenen ab. Als Folge der uiigenden Aufbsung
(Atm = 0,1s, Abb.B.1(b)) kann die zur Relaxationszeit,, = 0,01s geldrende Relaxationsatke
nicht bestimmt werden, &hrend der Rest des Spektrums korrekt identifiziert wird.

Im Unterschied zu dem bisher untersuchten idealen Relaxationsvedau@ntsprechend AbB.15
eine sprungirmige Dehnunginderung aufweist, kann die Belastung in einem realen Experiment nur
mit einer endlichen Geschwindigkeit erfolgen (vgl. Aldb4). Da wahrend deriir das Erreichen der
Dehnungey berdtigten Zeit Aty bereits Relaxationsvoégmge im Material ablaufen, hat die Belas-
tungsgeschwindigkeit einen entscheidenden Einfluss auf das ErgkdoriRarameteridentifikation, der
an dem bereits verwendeten Beispielsystem mit bekanntem Spektrum tsivetiéen soll. In Anleh-
nung an die in Abschnit8.1 beschriebenen Experimente l&gjt die Dehnung, = 0,045. Bei einer
Geschwindigkeit vonrray, = 100% berbtigt manAty, = 3s zum Aufbringen der Belastung. Wie in
Abb. B.2 zu erkennen ist,uhrt dies zu einer fehlerhaften Bestimmung des diskreten Spektrums bis
7 < 10s. Obwohl das Modell mit den identifizierten Parametern den Relaxatiarorerslativ gut wie-
dergibt, ergeben sich bei der Modellierung eines Zugversuchs &alsgebnisse, da sich dort speziell
die niedrigen Zeitkonstanten auf die Modellantwort auswirken.

400 "
— Orig. — 40} X Orig.
300 Ident. E Ident.
S 2 30t ]
% 200 ° %
o 2 207
100 £
“ g 10f
wn
0 : 0 . . . .
107 10° 10 10 10 0 20 40 60 80 100
T [s] Zeit t [s]
(a) Aty = 3s, Spektrum (b) Aty = 3s, Spannungs-Zeitverlauf

Abbildung B.2: Ergebnis der Parameteridentifikation bei einer Belastesghwindigkeitvray =
10052

min

Eine Erfohung der Versuchsgeschwindigkeit aoﬁ%} fuhrt zu einer Verbesserung des Ergebnisses,

allerdings kann eine veiiftige Approximation des vorgegebenen Spektrums @rsi,, = 106%‘} =
16.677 erreicht werden (AbiB.3). Da die Versuchsgeschwindigkeit hier durch die zur Wguing ste-
hende Piifmaschine auf 508" begrenzt ist, besteht keineddlichkeit, ein Relaxationsspektrum mit
Zeitkonstantermin < 10s aus dem Relaxationsversuch zu identifizieren. Das Fensterverfabme
EMRI und TscHOEGLdeshalb in Abschnité.1.3so modifiziert, dass auch Daten aus Zugversuchen
zur Bestimmung des Spektrums genutzt werd@mien.

Im Unterschied zu den bisher untersuchten, mithilfe eines verallgemeindremwELL -Elements
generierten Daten liegt den im Relaxationsexperiment ermittelten Spandeitgsridufen kein dis-
kretes Spektrum zugrunde. Vielmehr unterliegen die geschwindigkeitsglyen Eigenschaften des
Materials einer kontinuierlichen Verteilung. Das anhand der ErgebnisseRelaxationsversuchen
identifizierte diskrete Spektrum stellt lediglich einedilichkeit der Approximation im Rahmen der
linearen Viskoelastizétstheorie dar.

Mit dem formalenUbergang von einer Summe der Béije der einzelnen MxwELL -Elemente in
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Abbildung B.3: Ergebnis der Parameteridentifikation kihéren Belastungsgeschwindigkeiten

(4.18 zu einem Integral

oo

RY(t) = / é(r) e rdr (B.2)
0

ist derUbergang von einem diskreten Spektrum zu einer kontinuierlichen Ventgilr) verbunden.
Da¢(r) die Dimension Modul je Zeit besitzt, wird die durch

RY(t) = / H (1) e rdinT (B.3)

definierte Verteilungd (7), die in Analogie zu den diskreten Relaxatio@sken die Dimension eines
Moduls aufweist, als kontinuierliches Relaxationspektrum bezeichrsehpegl(1989). Die Vertei-
lung H (7) kannuber Naherungsformeln direkt aus den in Relaxationsversuchen geme &garamungs-
Zeitverlaufen berechnet werden und bietet so eiriighthkeit zur Ermittlung und Analyse des Infor-
mationsgehalts des aufgezeichneten Signals.

Im Folgenden soll mithilfe einer zweiter Ordnung genauéné&lung Anwendung auf

Relaxationsversu-

H(r/B) = hR(t;) — (h+ 1)R(ht;) + R(h2t;) ehe
AT (h—1)Inh ’

t,L':T

(B.4)

die auf dem logarithmischen Differenzenquotienten basiert, der Infornsaféhalt realer Relaxations-
versuche untersucht werden. Dabei wiadden Parametér, der ein MaR fir die Schrittweite darstellt,
der Wert zwei ge@hlt. Damit ergibt sichidr den sogenannten Verschiebungsfakior= 1,005, so
dass praktisch keine Verschiebung dékerungsweise berechneten Spektrdfag(/32) gegetiiber

H (1) zu beficksichtigen ist. Br die Details der Herleitung derdfierunggisung und der numerischen
Berechnung des Verschiebungsfaktors wird Bsghoegl(1989 verwiesen.

Die Analyse realer Messdaten erfolgt am Beispiel von drei Relaxatogagghen mit einer Haltezeit
vont, = 3h, in denen die Belastung mit unterschiedlichen Versuchsgeschwindigkeitel 0, 100 und
500 ™M qufgebracht wird (AblB.4). AbbildungB.4(a)zeigt die vahrend der Relaxation aufgezeichne-

min
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30

' . 40 A
T 500mm/min e
a | | = 100mm/min T 30 L
2250 | 10 mm/min S
o =
s
= = 500mm/min
< T 10 S 100mm/min
n o=~ o 10 mm/min
% 1000 2000 3000 4000 10° 10 100 100 100 10°
Zeitt[s] T [8]
(a) Spannungs-Zeitvexlife (b) Kontinuierliches Spektrumlzy, (1)

Abbildung B.4: Analyse des Einflusses der Versuchsgeschwindigkktden Informationsgehalt von
realen Relaxationsversuchen mittels kontinuierlicher Spektren

ten Spannungs-Zeitvéife und AbbB.4(b) die nach B.4) ermittelten zugebrigen kontinuierlichen
Spektren. Es ist festzustellen, dass die berechneten kontinuierliclestr&pim Bereichr < 10's
ablangig von der Belastungsgeschwindigkeit deutlich sichtbare Untergchigfiveisen, tir hohere
Zeitkonstanten aber giitbereinstimmen. Diese Ergebnisse hggen die an dem verallgemeinerten
MaxwELL-Modell hinsichtlich des Einflusses der Belastungsgeschwindigkeit mgesveen Erkennt-
nisse. In den gemessenen Spannungs-Zeinh sind diese Abweichungen kaum erkennbar, da sich
der Einfluss der Zeitkonstanten< 10's auf den starken Spannungsabfall am Beginn der Relaxation
beschankt.
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