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1 Einleitung

Das Interesse an Systemen stark korrelierter Elektronen ist nach wie vor ungebrochen.
Diese Systeme zeichnen sich dadurch aus, dal die Coulomb-Wechselwirkung der Elektro-
nen grofler oder vergleichbar mit der kinetischen Energie der Leitungselektronen ist. Mit
elektronischen Korrelationen verbinden sich u.a. Effekte wie Magnetismus oder Metall-
Isolator-Ubergénge. Prominente Beispiele fiir stark korrelierte Elektronensysteme sind
die Hochtemperatur-Supraleiter und Schwer-Fermion-Systeme. Letztere zeichnen sich
durch hohe effektive Massen der Ladungstriger aus, die Folge der Korrelationseffekte
der Elektronen sind. Einen Uberblick iiber stark korrelierte Elektronensysteme gibt Ful-
de [1].

Fiir die theoretische Beschreibung dieser Systeme steht eine Vielzahl von Methoden
zur Verfiigung. Eine grobe Einteilung der Verfahren erfolgt durch die Klassifizierung in
numerische und analytische Methoden.

Die erste Kategorie umfafit u.a. die exakte Diagonalisierung (ED), Quanten-Monte-
Carlo-Verfahren (QMC) oder die Dichte-Matrix-Renormierungs-Gruppe (DMRG). Nu-
merische Methoden beschrinken sich jedoch oftmals aufgrund des exponentiell anwach-
senden Zustandsraums auf kleine Systemgrofien. QMC-Rechnungen sind zudem auf end-
liche Temperaturen eingeschrinkt, und es tritt bei Anwesenheit fermionischer Freiheits-
grade das so genannte Minus-Zeichen-Problem auf. DMRG-Rechnungen hingegen eignen
sich besonders gut fiir eindimensionale Systeme, da mit ihrer Hilfe gréflere Systeme be-
rechnet werden konnen.

Zur zweiten Kategorie der analytischen Verfahren sind die Renormierungsgruppen-Theo-
rie (RG), die Dynamische Molekularfeld-Theorie (DMFT) oder Slave-Boson-Methoden
(SB) zu zéhlen. Im Spezialfall eindimensionaler Systeme sind desweiteren Bosonisie-
rungsmethoden oder, bei linearer Elektronendispersion, der Bethe-Ansatz zu erwéhnen.
Analytische Methoden unterliegen nicht prinzipiell den Einschrénkungen, die numerische
Verfahren machen miissen. Allerdings erfordern sie haufig Ndherungen, die u.U. schlecht
zu kontrollieren sind.

Ein weiteres analytisches Werkzeug, das erfolgreich bei der Behandlung von stark kor-
relierten Elektronensystemen angewandt wurde, ist die Flussgleichungsmethode nach
Wegner [2].

Die vorliegende Arbeit untersucht, inwieweit sich die analytische Methode der Fluss-
gleichungen auf ein Modell zur Beschreibung von Schwer-Fermion-Sytemen, dem Kondo-



1 Einleitung

Gitter-Modell, anwenden ldsst. Zundchst werden im folgenden einleitenden Kapitel 2 die
fiir die Beschreibung von Schwer-Fermion-Systemen relevanten Modelle skizziert und
insbesondere das Kondo-Gitter-Modell und seine physikalischen Eigenschaften beschrie-
ben. Im Mittelpunkt der Modellbetrachtungen steht das in dieser Arbeit untersuchte
eindimensionale Kondo-Gitter-Modell. Dessen Verhalten bei Variation der Systempa-
rameter unterscheidet sich wesentlich vom Verhalten des zwei- bzw. dreidimensionalen
Modells.

Das sich an diese Betrachtungen anschlieflende Kapitel 3 ist der Einfiihrung in die Me-
thode der Flussgleichungen gewidmet. Die Problematik der Generatorwahl, die im Zu-
sammenhang mit der Integration der Flussgleichungen von Bedeutung ist, wird kurz
diskutiert.

Die Renormierung des Hamilton-Operators im Rahmen der Flussgleichungsmethode
wird im darauf folgenden Kapitel 4 behandelt. Die wesentlichen Ndherungen zur Losung
des Renormierungsverfahrens werden bei der Formulierung der Flussgleichungen erortert.
In Kapitel 5 wird dabei auf die analytische Behandlung des effektiven Hamilton-Opera-
tors eingangen. In Kapitel 6 werden die Ergebnisse fiir die Renormierung der Parameter
des Hamilton-Operators diskutiert.

In den letzten beiden Kapiteln 7 und 8 werden die Grundzustandseigenschaften des
Kondo-Gitter-Modells anhand der Berechnung statischer und dynamischer Korrelati-
onsfunktionen beschrieben. Dies umfafit u.a. Spin- und Ladungskorrelationsfunktionen,
sowie Anregungen des Spin- und Leitungselektronensystems. Dabei wird der Frage nach-
gegangen, inwieweit sich das fiir eindimensionale Elektronensysteme zu erwartende Lut-
tinger-Fliissigkeitsverhalten im Rahmen der hier verwendeten Methode der Flussglei-
chungen manifestiert. Die Behandlung dynamischer Gréflen ist gegeniiber bisherigen
Arbeiten, die lediglich statische Korrelationsfunktionen betrachteten, ein neuer Aspekt
bei der Beschreibung des eindimensionalen Modells und stellt insofern eine wichtige Er-
weiterung der Untersuchungen des Kondo-Gitters dar.
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Das folgende Kapitel widmet sich der Beschreibung des Kondo-Gitter-Modells. Zunéchst
wird das Modell in einen grofleren Kontext eingeordnet und mit der Betrachtung der
bereits erwahnten Schwer-Fermion-Systeme auf Fragestellungen eingegangen, die mit
Hilfe dieses Modells untersucht werden. Dabei soll die grofle Relevanz, die das Kondo-
Gitter-Modell fiir das Verstindnis der Physik der Schwer-Fermion-Systeme hat, verdeut-
licht werden. Im Anschluss an diese Betrachtungen werden allgemeine Aspekte des Mo-
dells beleuchtet. Die Grundzustandseigenschaften des eindimensionalen Kondo-Gitter-
Modells, das Gegenstand der Untersuchungen dieser Arbeit ist, werden anhand des Pha-
sendiagramms betrachtet.

2.1 Modelle fiir Schwer-Fermion-Systeme

Eines der vielfiltigsten und faszinierendsten Felder der Physik stark korrelierter Elekt-
ronensysteme sind die unter der Bezeichnung Schwer-Fermion-Systeme bekannten Sub-
stanzen, die vorwiegend Verbindungen aus Lanthaniden und Aktiniden darstellen. Am
héufigsten untersucht sind Cer-, Uran- oder Ytterbiumverbindungen. Typische Vertreter
dieser Klasse von Materialien sind u.a. CeCug, CeAls, CeCuySia, CeRusSia, Y CuySio,
UPt;5 oder U Bey3. Die physikalischen Eigenschaften dieser Verbindungen werden durch
die Atome aus der Reihe der Lanthanide bzw. Aktinide bestimmt, die teilweise besetz-
te 4f- bzw. 5 f-Niveaus besitzen. Diese Niveaus bilden nur schmale Bénder aus, da sie
aufgrund ihrer engen Bindung an den Atomkern infolge der Gegenwart abgeschlossener
duflerer Elektronenschalen in Verbindungen kaum iiberlappen. Fiir hohe Temperaturen
folgt die Spinsuszeptibilitit x einem Curie-Weiss-Gesetz, das Folge des Vorhandenseins
lokaler magnetischer Momente ist. Bei tiefen Temperaturen hingegen, d.h. unterhalb
einer Kohédrenztemperatur 7., sind die thermodynamischen Eigenschaften dieser Sub-
stanzen charakterisiert durch eine temperaturunabhéngige Pauli-Suszeptibilitdt ypaui,
eine lineare Temperaturabhingigkeit der Warmekapazitit C(T) = 7 und ein quad-
ratisches Verhalten des Widerstandes p — py = AT?, py Restwiderstand [1, 3]. Dieses
Verhalten wird im Rahmen der Landauschen Fermi-Fliissigkeitstheorie (FL) [4,5] mit der
Ausbildung kohérenter Quasiteilchenanregungen erklért. Namensgebend fiir die Schwer-
Fermion-Verbindungen ist die experimentelle Beobachtung von sehr grofien Werten fiir
die Konstanten  und y im Vergleich zu Werten, die von gewdhnlichen Metallen bekannt
sind. So erreicht der Koeffizient v GroSenordnungen von 1Jmol 'K™2, der fiir Metalle
gewGhnlich im Bereich von einigen mJmol 'K 2 liegt. Das Verhiltnis von v und Y, das
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so genannte Wilson-Verhiltnis, liegt jedoch fiir eine Vielzahl der konventionellen Schwer-
Fermion-Verbindungen in der Gr6fenordnung von 1. Im Bild der FL-Theorie lassen diese
Eigenschaften auf grofie effektive Massen m* der Quasiteilchen und damit einhergehend
auf eine grofle Quasiteilchenzustandsdichte an der Fermi-Kante schliessen. Die Massen
dieser QQuasiteilchen konnen bis zu mehreren 1000 Elektronenmassen betragen. Einen
systematischen Uberblick iiber eine Anzahl experimenteller Befunde bietet ein Artikel
von Stewart [6].

In vielen der als Schwer-Fermion-Systeme identifizierten Verbindungen, beobachtet
man weitere ungewohnliche Eigenschaften. Substanzen wie NpBe;3 oder Uy Zn ;7 weisen
beispielsweise magnetische Ordnung auf [6]. Diese zumeist antiferromagnetische Ordnung
ist hdufig mit einem reduzierten magnetischen Moment, verglichen mit dem Curie-Weiss-
Verhalten im Hochtemperaturbereich, verkniipft. Andere Materialien wie C'e Ru9 Sy zei-
gen eine auBlergewohnliche Abhéingigkeit der Magnetisierung vom angelegten Feld, die als
Metamagnetismus bezeichnet wird [7]. Mit diesem Phéinomen verbindet sich ein sprung-
hafter Anstieg der Magnetisierung bei Anliegen eines kritischen Feldes B,. Eine der wohl
iiberraschendsten Entdeckungen an Schwer-Fermion-Systemen war die Beobachtung von
Supraleitung an der Substanz CeCuySiy durch Steglich et al. [8]. Bemerkenswert ist
an dieser Tatsache, dass gewdhnliche BCS-Supraleitung durch magnetische Momente
unterdriickt wird. Messungen des Sprunges der Wirmekapazitit AC zeigten, dass die
schweren Quasiteilchen an der Formierung der Cooper-Paare beteiligt sein miissen. Die
Anisotropie des supraleitenden Ordnungsparameters liel desweiteren darauf schlieflen,
dass es sich nicht um herkémmliche s-Wellen-Supraleitung handelt, sondern vielmehr p-
oder gar d-Wellen-Paarung eine Rolle spielt.

Einige Schwer-Fermion-Verbindungen befinden sich unter Normalbedingungen in der
Néhe eines quantenkritischen Punktes, d.h. in der N&he eines Phaseniiberganges, der
nicht durch thermische, sondern allein durch Quantenfluktuationen verursacht wird.
Substanzen wie z.B. CeNiyGey, CeCug oder Uy PdyIn lassen sich durch Anlegen von hy-
drostatischem oder chemischem Druck (Dotierung) in ihren Eigenschaften beeinflussen.
Dies gilt insbesondere fiir die Unterdriickung bzw. Ausbildung langreichweitiger magne-
tischer Ordnung. Folglich lésst sich fiir diese Systeme ein Phasendiagramm ermitteln. In
einigen Verbindungen, wie z.B. Celng, geht die magnetische Instabilitit mit einer su-
praleitenden Phase einher [9]. Abbildung 2.1 zeigt das Phasendiagramm von CeNisGe,
bei Dotierung mit Pd und Ge nach Knebel et al. [10]. Hier tritt mit dem Verschwinden
einer antiferromagnetisch geordneten Phase (AFM) eine paramagnetische Phase (PM)
auf, die bei tiefen Temperaturen (7" < T*) FL-Verhalten zeigt. Der mit NFL bezeich-
nete Bereich in der Nihe des Punktes, bei dem die Néel-Temperatur T verschwindet,
kennzeichnet ein Verhalten, das als Nicht-Fermi-Fliissigkeitsverhalten (NFL) bezeichnet
wird (siehe unten).

Die ungewohnlichen Eigenschaften der Schwer-Fermion-Systeme haben ihre Ursa-
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Abbildung 2.1: Phasendiagramm von CeNisGey bei Dotierung mit Pd und Si, nach [10]

che in den starken Korrelationen der f-Elektronen. Die Lokalisierung der 4f- bzw. 5f-
Elektronen sorgt dafiir, dass die Coulombabstoflung die gréfite Energieskale im System
ist. Dagegen ist die Hybridisierung mit den Leitungselektronen eine nur schwache Wech-
selwirkung. Ein Modell zur Beschreibung der Eigenschaften von Schwer-Fermion-Syste-
men ist das Periodische Anderson-Modell (PAM).

Hoam = ) exllyuo + Y 1l fio + Z nfnl_ \/— > (Viel, fioe ™R + hec)
ko o iko
(2.1)

Es beschreibt ein System delokalisierter Leitungselektronen mit einer Dispersion €y und
eine periodische Anordnung lokalisierter f-Elektronen mit der Energie ;. Die starken
Korrelationen sind in der Coulombabstofung U; zwischen den f-Elektronen enthalten.
Beide Teilchensysteme treten iiber eine Hybridisierung Vi miteinander in Wechselwir-
kung. Dieses Modell gibt im Wesentlichen die realen Wechselwirkungsprozesse in Schwer-
Fermion-Systemen wieder und ist somit ein physikalisches Modell zu ihrer Beschreibung.
Die lokalen f-Elektronen erhalten aufgrund der Hybridisierung itineranten Charakter,
die im Fall Uy = 0 einer effektiven Bandbreite e = mp(0)V2, p(0) Zustandsdichte der
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Leitungselektronen an der Fermi-Kante, entspricht. Fiir das Schwer-Fermion-Verhalten
ist der Grenzfall starker Korrelationen Uy >> T'eg relevant. Der Parameterbereich des
Anderson-Gitter-Modells e + Uy < p, 5 < ppmit ey — pl, ey + Uy — p| > Tegr, der so
genannte Kondo-Limes, fiihrt zur Ausbildung eines lokalen magnetischen Moments [3].
Dieser Grenzfall ist von besonderer Bedeutung, wie im Folgenden ausgefiihrt wird.

Ein weiteres Modell zur Beschreibung der physikalischen Eigenschaften von Schwer-
Fermion-Systemen ist das Kondo-Gitter-Modell, das Gegenstand dieser Arbeit ist und
im folgenden Abschnitt detaillierter dargestellt wird. Es beschreibt die Kopplung delo-
kalisierter Leitungselektronen an lokale magnetische Momente. Der Hamilton-Operator
dieses Modells hat die Form

J
H= Zak ol o + ) Z Sicl oascig (2.2)

ko taf

Mit Hilfe dieses Modells, dessen Zusammenhang mit dem oben diskutierten PAM im
nichsten Abschnitt ausfiihrlicher dargestellt wird, lassen sich die magnetischen Eigen-
schaften der Schwer-Fermion-Systeme verstehen, und somit die Entstehung magnetischer
Ordnung erkldren. Dies wird im néchsten Abschnitt deutlich gemacht.

Die Relevanz des Kondo-Gitter-Modells fiir die Beschreibung der Schwer-Fermion-
Systeme wird deutlich bei der Interpretation neuerer Untersuchungen an Substanzen wie
U,Y1 .Pds oder Ce; ,CugAu, [11,12]. Diese lieBen einen weiteren Aspekt der Schwer-
Fermion-Verbindungen zu Tage treten. Widerstand und Warmekapazitit zeigen bei tie-
fen Temperaturen ein vom Bild der Fermi-Fliissigkeit abweichendes Verhalten. Diese als
NFL-Verhalten bezeichnete Eigenschaft duflert sich typischerweise in einer logarithmi-
schen Temperaturabhéingigkeit der Wérmekapazitit C(7") ~ In7T und einem Verhalten
des Widerstands der Form p(T) — po = AT™, m < 2. Einen Uberblick iiber neuere
experimentelle Ergebnisse und theoretische Ansétze zu ihrer Erkldrung geben Stewart
und Degiorgi [13,14].

Haufig findet sich NFL-Verhalten in der Ndhe zu quantenkritischen Punkten, insbe-
sondere magnetischen Instabilititen. Hertz und Millis untersuchten mit Hilfe der RG-
Theorie magnetische Phaseniibergéinge [15,16]. Abbildung 2.2 zeigt ein schematisches
Phasendiagramm in der Néhe derartiger quantenkritischer Punkte nach Millis [14, 16].
Der quantenkritische Punkt ist mit dem Verschwinden der Néel-Temperatur 7 verbun-
den, unterhalb der sich antiferromagnetische Ordnung ausbildet. Der Parameter ¢ kann
wahlweise als Druck, Magnetfeld oder Dotierung verstanden werden. Der mit I bezeich-
nete Bereich des Phasendiagramms kennzeichnet die FL-Phase. Die Bereiche II und III
sind die Bereiche des Phasendiagramms, in denen NFL-Verhalten beobachtet wird. Co-
leman et al. [17] diskutierten zwei unterschiedliche Ansitze zur theoretischen Erklarung
des NFL-Verhaltens. Zum einen eine Theorie schwacher Kopplung, die NFL-Verhalten
mit der Streuung der schweren Quasiteilchen der FL-Phase an kritischen Spinfluktuatio-

10
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Abbildung 2.2: Qualitatives Phasendiagramm am quantenkritischen Punkt, nach [14,16]

nen erklirt. Einen anderen Ausgangspunkt nimmt eine Theorie starker Kopplung, die
die Ursache fiir das NFL-Verhalten im Aufbrechen der als zusammengesetzte Partikel
angesehenen (Quasiteilchen in lokale Momente und Leitungselektronen sieht. Si et al.
erkldren die experimentellen Resultate im Rahmen so genannten lokal kritischen Ver-
haltens [18]. Ein weiterer Ansatz geht von Unordnungseffekten aus, die eine rdumlich
fluktuierende Verteilung der Kondo-Temperatur verursachen [19].

Eine verallgemeinerte Form des Kondo-Gitter-Modells erlaubt ebenfalls die Beschrei-
bung von NFL-Verhalten. Dieses so genannte Mehrfach-Kanal-Kondo-Gitter-Modell geht
von einer Kopplung mehrerer Leitungselektronen-Orbitale an die lokalen magnetischen
Momente aus

J
H = Z €k c};mgckma + 5 Z Z S; szaa'aﬂ Ch'mp (2.3)

kmoao ikk! map

Im Unterschied zu Gleichung (2.2) werden hier n Orbitale fiir die Elektronen betrach-
tet. Fiir den Spezialfall n = 25, S bezeichnet hier die Spinquantenzahl, findet man FL-
Verhalten, wohingegen fiir n > 2S5, dem Fall iiberkompensierten Spins, NFL-Verhalten
vorliegt. Erste Studien des Einplatz-Modells, das die Kopplung an ein einzelnes magneti-
sches Moment beschreibt, stammen von Noziere und Blandin [20]. D.L. Cox [21] betrach-
tete eine weitergehende Verallgemeinerung dieses Modells, das quadrupolare Mehrfach-
Kanal-Kondo-Modell, Jarrell et al. [22,23] untersuchten den Gitter-Grenzfall dieses Mo-

11
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dells. Dies macht deutlich, welch grofie Bedeutung das Kondo-Gitter-Modell fiir die
theoretische Erklarung der Eigenschaften von Schwer-Fermion-Systemen besitzt.

2.2 Kondo-Gitter-Modell

In diesem Abschnitt werden das Kondo-Gitter-Modell und dessen Grundzustandseigen-
schaften eingehender beschrieben. Die besondere Aufmerksamkeit gilt hierbei den Be-
sonderheiten des Grundzustands des eindimensionalen Kondo-Gitters. Zunéchst wird
der enge Zusammenhang zwischen den oben diskutierten Modellen zur Beschreibung
der Schwer-Fermion-Systeme, dem PAM und dem Kondo-Gitter-Modell, hergestellt. Im
Anschluss daran wird das Auftreten magnetischer Ordnung im Rahmen dieses Model-
les erklédrt. Bei der Diskussion der Grundzustandseigenschaften des eindimensionalen
Kondo-Gitter-Modells werden die Eigenschaften der so genannten Luttinger-Fliissigkei-
ten (LL) eingehender diskutiert, die fiir die Interpretation der Ergebnisse dieser Arbeit
von Bedeutung sind.

2.2.1 Allgemeine Betrachtungen

Zusammenhang zwischen Kondo-Gitter-Modell und PAM Im vorangegange-
nen Abschnitt ist das PAM bereits als ein Modell zur Beschreibung der Schwer-Fermio-
nen-Systeme eingefiihrt worden, das die physikalischen Wechselwirkungsprozesse in die-
sen Verbindungen beschreibt. Das Kondo-Gitter-Modell hingegen muss in diesem Zusam-
menhang als effektives Modell betrachtet werden, das die niederenergetische Physik des
PAM im bereits erlduterten Kondo-Limes beschreibt, der sich durch Einfachbesetzung
der f-Plitze (ny = 1) und die Ausbildung lokaler Momente auszeichnet. Das Kondo-
Gitter-Modell beschreibt gerade den Austausch der Leitungselektronen mit dem lokalen
magnetischen Moment der f-Plitze in Form einer effektiven Spinwechselwirkung.

Eine systematische Abbildung des PAM auf das Kondo-Gitter-Modell ist von Schrief-
fer und Wolff mittels einer geeigneten Transformation dargestellt worden [24]. Diese
so genannte Schrieffer-Wolff-Transformation fiihrt durch Ausintegration der Ladungs-
fluktuationen der f-Plitze auf ein effektives Modell, dessen Wechselwirkung eine Kopp-
lung zwischen lokalen und itineranten Spinfreiheitsgraden ist. Im allgemeinen Fall ist
dieser Austausch von den Energien der Leitungselektronen abhingig.

sy (S, e ) o)

- Ex — Ef ef+Us —ex

Bei der Betrachtung niederenergetischer Prozesse werden jedoch nur die Wechselwir-
kungsanteile, die Teilchen-Loch-Paare in der unmittelbaren Umgebung der Fermi-Ener-
gie erzeugen, beriicksichtigt, so dass die Energieabhéngigkeit vernachléssigt werden kann.

12



2.2 Kondo-Gitter-Modell

Auflerdem kann im Kondo-Grenzfall die Coulombabstoung als gréfite Energieskale im
System Uy — 0o gesetzt werden. Fiir die Kopplung ergibt sich somit, falls das chemische
Potenzial (Fermi-Energie) u = 0 gesetzt wird,

V2
ey

J = mit er < 0 (25)

Diese antiferromagnetische Wechselwirkung favorisiert die Bildung lokaler Singuletts
zwischen Elektronenspin und lokalem f-Moment.

Das Regime kleiner Austauschkopplungen J < D (D Breite des Elektronenban-
des) stellt den physikalisch relevanten Grenzfall dieses Modells dar, da dieser mit dem
PAM fiir stark korrelierte f-Elektronen (U; — oo) korrespondiert. Der enge Zusammen-
hang dieser beiden Modelle hat weitreichende Konsequenzen fiir die Eigenschaften des
Kondo-Gitter-Modells. Das Kondo-Gitter-Modell kann dennoch als theoretisches Mo-
dell unabhéngig vom PAM aus einer allgemeineren Sichtweise betrachtet werden. In
diesem Zusammenhang beschreibt es nicht allein die physikalischen Eigenschaften von
Schwer-Fermion-Systemen. Bereits Frohlich und Nabarro [25] untersuchten ferromagne-
tische Ordnung nuklearer Spins in einem Metall mit Hilfe dieses Modells. Die Kopplung
zwischen Leitungselektronen und nuklearen Spins ist dabei als die Hyperfein-Wechselwir-
kung zu verstehen. Desweiteren spielt das ferromagnetische Kondo-Gitter-Modell, J < 0,
eine entscheidende Rolle bei der Beschreibung des Doppelaustausches in Manganiden.

Symmetrien Der isotrope Spinaustausch zwischen den lokalen f-Elektronen und den
Leitungselektronen bewirkt, dass das Kondo-Gitter-Modell eine SU(2)-Rotationssymme-
trie im Spinraum des Gesamtsystems besitzt. Diese Symmetrie hat das Kondo-Gitter-
Modell mit dem PAM gemeinsam, das seinerseits rotationssymmetrisch im Spinraum
ist. Die Generatoren dieser Symmetrieoperation sind durch die Operatoren

M; =S/ + ¢ (2.6)

gegeben, wobei SZf und s{ die lokalen Spinoperatoren der f- bzw. Leitungselektronen be-
zeichnen. Der Gesamtspin, bestehend aus dem Spin der f- und der c-Elektronen, bildet
somit eine Erhaltungsgrofie.

Die fehlenden Ladungsfluktuationen auf den f-Plétzen bedingen eine zusétzliche lo-
kale Eichsymmetrie der f-Elektronen, die eine Besonderheit des Kondo-Gitters darstellt
und im PAM nicht vorhanden ist.

fja — ewjfja (27)

13



2 Mikroskopisches Modell

Weiterhin besitzt das symmetrische PAM, e; = U;/2, eine SU(2)-Rotationssymmetrie
im Ladungsraum, die es auch an das effektive Kondo-Gitter-Modell vererbt. Die Gene-
ratoren dieser Symmetrie werden durch die Operatoren

1
z— t e f o —
I =3 E (CmCzT"‘CuCu 1) (2.8)

2

It = Z(—l)Z C}TCL, I~ = Z(—l)Z CirCi| (29)

1 i

reprasentiert. Die z-Komponente dieser Pseudospin-Operatoren ist der Elektronenzahl-
operator. Im Unterschied zum PAM bleiben im Kondo-Gitter-Modell die f-Elektronen-
operatoren aufgrund der lokalen Eichsymmetrie unter der Rotation im Ladungsraum
invariant.

2.2.2 RKKY-Wechselwirkung und Doniach Phasendiagramm

Der itinerante Charakter der Leitungselektronen ist die Ursache fiir die Entstehung ei-
nes effektiven Spinaustausches zwischen den lokalen Momenten im Kondo-Gitter. Die
Kondo-Wechselwirkung verursacht in der Umgebung eines lokalen Momentes eine Spin-
polarisierung der Leitungselektronen in Form von so genannten Friedel-Oszillationen.
Diese Ostzillationen der elektronischen Spindichte vermitteln einen effektiven Spinaus-
tausch zwischen den lokalen Momenten

1
Hrucky = 5 ) T Si S5 (2.10)
i#j
Diese Wechselwirkung ist von Rudermann und Kittel [26], spiter auch von Kasuya [27]

und Yosida [28] beschriebenen worden, und lésst sich aus dem Kondo-Gitter-Modell,
Gleichung (2.2), mittels der bereits erwidhnten Schrieffer-Wolff-Transformation herleiten.

Rudermann und Kittel ermittelten in 2. Ordnung Stérungstheorie bzgl. der Kon-
do-Kopplung J die Abhéngigkeit der Spinkopplung der lokalen Momente vom Abstand
R;; = |R; — R;| [26].

Or 9 J2 sin ZkFRZ] — QkFRZ] COS 2kFR,]
Lij = 5 M m o
tJ

(2.11)

Charakteristisch fiir die RKKY-Wechselwirkung ist einerseits ihre grofle Reichweite, die
sich in einem algebraischen Abfall der Wechselwirkungsstirke mit dem Abstand der f-
Momente duflert. Andererseits oszilliert das Vorzeichen der Wechselwirkung mit dem
Abstand, so dass sich sowohl ferro- als auch antiferromagnetische Kopplungen zwischen

14



2.2 Kondo-Gitter-Modell

den Spins ausbilden kénnen. Dieses Verhalten ist die Folge der scharfen Fermi-Kante bei
tiefen Temperaturen. Die durch die Anwesenheit der lokalen Momente hervorgerufenen
Friedel-Oszillationen in der Ladungsdichte der Leitungselektronen ist somit durch den
Fermi-Impuls kr bestimmt.

Die RKKY-Wechselwirkung tritt in Konkurrenz zur Kondo-Kopplung. Letztere fa-
vorisiert die Bildung lokaler Singuletts, wihrend die RKKY-Wechselwirkung magneti-
sche Ordnung priferiert. Die magnetische Struktur, die diese Wechselwirkung hervorru-
fen kann, ist mafigeblich durch die Bandstruktur der Leitungselektronen bestimmt. Der
Wellenvektor Q, bei dem die Fouriertransformierte der RKKY-Kopplung ein Minimum
besitzt, bestimmt im Allgemeinen die magnetische Ordnungsstruktur. Ferro- bzw. an-
tiferromagnetische Ordnung bildet sich bei Q = 0 bzw. Q = 7 aus. Bei allgemeinem
Wellenvektor Q kann eine spirale Spinordnung stabilisiert werden [29]. Fiir das mag-
netische Verhalten ist wegen der starken Ortsabhingigkeit der RKKY-Wechselwirkung
auflerdem die Konzentration der magnetischen Momente wichtig. Systeme mit gerin-
ger Konzentration tendieren zu Frustration und Spinglas-Verhalten, wihrend Systeme
hoher Konzentration im Allgemeinen zu langreichweitiger magnetischer Ordnung nei-
gen. Dieses Verhalten hiingt jedoch stark von der Dimensionalitéit des Systems ab. Fiir
Dimensionen d > 2 kann bei endlicher Temperatur die RKKY-Wechselwirkung magneti-
sche Ordnung stabilisieren (Mermin-Wagner-Theorem [30]). In zwei Dimensionen ist die
langreichweitige magnetische Ordnung auf den Grundzustand beschrinkt, da thermische
Fluktuationen die magnetische Ordnung zerstoren. In eindimensionalen Systemen kann
selbst im Grundzustand, 7' = 0, langreichweitige magnetische Ordnung aufgrund der
starken Quantenfluktuationen, bis auf wenige Ausnahmen (Ferromagnet), nicht reali-
siert werden.

Die Konkurrenz zwischen der Tendenz zur Ausbildung magnetischer Ordnung und
der Bildung lokaler Singulett-Zustinde hat zur Folge, dass in Abhéngigkeit von der
Stirke der Kondo-Kopplung J entweder eine magnetisch ungeordnete oder eine magne-
tisch geordnete Phase stabilisiert wird. Doniach leitete durch Vergleich derEnergieskalen
der Wechselwirkungen ein Kriterium fiir die Stabilitét beider Phasen ab [31]. Der mit der
lokalen Singluett-Bildung verbundene Energiegewinn ist durch die Kondo-Temperatur
Ty gegeben (kg =1).

Tie = Dexp <—%(O)> (2.12)

p(0) ist die Zustandsdichte der Leitungselektronen an der Fermi-Kante. Eine entspre-
chende Energieskala fiir die RKKY-Wechselwirkung ergibt sich in 2. Ordnung Stérungs-
theorie in der Kondo-Kopplung J zu
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Im Bereich kleiner Werte von J ist die
Kondo-Temperatur exponentiell klein, da-
her ist Trxxy > Tk. Dies stabilisiert, ins-
besondere in hoheren Dimensionen, mag-
netische Ordnung. Im umgekehrten Fall
ist bei grofleren Werten von J der Ener-
giegewinn durch die lokale Singulett-Bil-
dung grofler, da Tx > Trxky gilt. Das Sy-
stem tendiert daher zur Bildung einer un-
magnetischen Kondo-Singulett-Phase. Die
mit der magnetischen Ordnung verbun-
dene kritische Temperatur 7Ty verschwin-
det an diesem Punkt, so dass dieser Pha-
seniibergang bei T' = 0 einem quantenkri-
| tischen Punkt entspricht. Abbildung 2.3

TS Trkky T Trkky gibt scherpatisch dgs Doniach—Ph.asendia}—

gramm wieder. Bei 7' = ( existieren ei-

Abbildung 2.3: Doniach-Phasendiagramm 1€ antiferromagnetisch geordnete und eine

(schematisch) nach [32] paramagnetische Schwer-Fermion-Phase.

Die Argumentation von Doniach beruht

auf einem einfachen Vergleich der Energie-

skalen von magnetischer Ordnung und Kondo-Singulett-Bildung. Dies resultiert aus der

Vorstellung, dass sich die Unterdriickung der magnetischen Ordnung aufgrund der Ab-

schirmung der lokalen Momente durch die Leitungselektronen unabhéngig voneinander

vollzieht. Einwénde gegen dieses einfache Bild beziehen sich u.a. auf die Stabilitédtsgrenze

beider Phasen, die bei unphysikalisch grofien Werten von Jp(0) ~ 1 liegt. Eine weitere

Kritik ist von Noziéres [33] mit dem Exhaustion-Problem formuliert worden. Die Zahl

der Elektronen, die zur Abschirmung der magnetischen Momente beitragen kénnen, ist

von der GréBenordnung Tk /D < 1. Dies geniigt nicht, um in einem System, das eine
hohe Dichte lokaler Momente besitzt, diese vollstindig abzuschirmen.

Ty ~ Dexp[—1/Jp]

Das einfache Doniach-Phasendiagramm ist in der Folge modifiziert worden. So wurde
es u.a. von Iglesias et al. [34] unter Beriicksichtigung nichtlokaler antiferromagnetischer
Korrelationen in Form der RKKY-Wechselwirkung korrigiert. Die Kondo-Temperatur
Ty des Kondo-Gitters, die sich aus der Molekularfeld-Entkopplung (MF) beider Wech-
selwirkungen im Bereich der paramagnetischen Phase ergab, zeigte sich gegeniiber der
Kondo-Temperatur des Single-Impurity-Modells reduziert. Kiselev et al. [35] erhielten
unter Verwendung des Ginzburg-Landau-Funktionals eine Unterdriickung der antifer-
romagnetischen Ordnung durch die Abschirmung der lokalen Momente aufgrund der
Kondo-Wechselwirkung. Coqblin et al. [36] untersuchten in einer kiirzlich erschienenen
Arbeit mit Hilfe einer erweiterten MF-N#&herung Effekte bei verschiedenen Elektronen-
dichten. Der Kondo-Effekt verschwand bei kleinen Bandfiillungen. Dies wurde mit der
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Kompensierung der lokalen Momente durch Singulett-Bildung der f-Momente erklért.

Eine allgemeinere Form des Pha-
sendiagramms unter FEinbeziehung der
Bandfiillung wurde von Lacroix und Cyrot
[37] berechnet, Abbildung 2.4. Fiir klei-
ne Kopplungsstirken bildet sich magne-
tische Ordnung aus. Dies entspricht dem
Resultat von Doniach. In der N&dhe von
Halbfiillung, n, = 1, findet man antiferro-
magnetische, bei kleinen Elektronendich-
ten ferromagnetische Ordnung. Bei grofie-
ren Werten von J stabilisiert die Kondo- 0.0 :
Wechselwirkung eine ungeordnete Kondo- 0.0 0.5 e
Singulett-Phase. c
Fazekas und Miiller-Hartmann [38] ver-
wendeten ein Variationsverfahren zur Un- Abbildung 2.4: Phasendiagramm fiir das 3D
tersuchung des Phasendiagramms. Fiir be- Kondo-Gitter-Modell, nach
liebige Bandfiillungen n. ermittelten die [37]

Autoren einen Phaseniibergang 1. Ord-

nung bei einer kritischen Kopplung J in der Gréflenordnung J ~ 0.1 D, der physika-
lisch sinnvollen Werten entspricht. Andere Arbeiten, z.B. von Shi et al. [39] fanden bei
Halbfiillung Hinweise auf einen kontinuierlichen Phaseniibergang. Ubereinstimmend mit
den Arbeiten von Shi et al. [39] zeigten Untersuchungen des zweidimensionalen Kondo-
Gitter-Modells mittels Quanten-Monte-Carlo-Simulationen von Assaad ebenfalls einen
kontinuierlichen Phaseniibergang bei J./D = 0.35 [40].

2.0

Kondo singlet

1.0

J/6t

———

ferromagnetic ShfE,

2.3 Phasendiagramm des eindimensionalen Kondo-
Gitter-Modells

Die Grundzustandseigenschaften des eindimensionalen Kondo-Gitters unterscheiden sich
wesentlich von denen der hherdimensionalen Modelle. Bereits eine einfache Behandlung
der Kondo-Kopplung im Rahmen einer MF-Néherung durch Fazekas [38] zeigt signifi-
kante Unterschiede. Die Entkopplung von Leitungselektronen und lokalen Momenten
wird durch die Annahme einer langreichweitigen spiralen Spinordnung mit Wellenvektor
@ erreicht, wobei () durch Minimierung der freien Energie bestimmt wird. Im gesamten
Parameterbereich ist das Phasendiagramm von langreichweitiger magnetischer Ordnung
bestimmt, Abbildung 2.5. Bei sehr kleinen Werten von J erreicht () den Wert 2k (k%
Fermi-Impuls der Leitungselektronen) und geht schliefilich gegen @@ = 0 bei Annéherung
an die ferromagnetische Phase. Geringere Bandfiillungen haben eine Stabilisierung der
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Abbildung 2.5: Schematisches Phasendiagramm fiir das eindimensionale Kondo-Gitter-
Modell in MF-N&herung (links) nach [38] und aus ED (rechts) nach [58]

ferromagnetischen Phase zur Folge, so dass ferromagnetische Ordnung im Bereich grofler
J und kleiner Elektronendichten, spirale Ordnung hingegen bei mittleren Bandfiillungen
und kleinen Werten von J zu finden ist. Die Phasengrenze zwischen ferromagnetisch und
spiral geordneter Phase ist durch die Gleichung

J, = 4t ( e _ cos 7TTLC> (2.14)

sin 7,

gegeben, n, Elektronendichte. Die Stabilitdt der magnetisch geordneten Phasen wird al-
lerdings durch diese einfache MF-Behandlung iiberschitzt, da sie die Kondo-Singulett-
Bildung vernachlissigt. Dennoch zeigen bereits diese einfachen Resultate ein qualita-
tiv unterschiedliches Verhalten des Grundzustands des eindimensionalen Kondo-Gitter-
Modells. Der Bereich starker Kopplung wird hier durch langreichweitige Ordnung (fer-
romagnetische Phase) ausgezeichnet, im Gegensatz zu der paramagnetischen Phase in
héherdimensionalen Modellen.

Das Ergebnis von Fazekas [38] wurde durch die Untersuchungen von Troyer und
Wiirtz mit Hilfe von QMC-Rechnungen modifiziert [41]. In Ubereinstimmung mit [38]
wurde ferromagnetische Ordnung im Bereich kleiner Elektronendichten und grofier Kopp-
lungen J gefunden. Allerdings war der Parameterbereich, der nach [38] durch spirale
Spinordnung charakterisiert ist, nicht durch langreichweitige magnetische Ordnung ge-
kennzeichnet. Es ergab sich hier eine paramagnetische Phase, in der die Korrelations-
funktionen der lokalen Spinmomente dominierende Beitriage bei Wellenvektoren um 2k
zeigten. Dieses Verhalten ist von Troyer und Wiirtz als RKKY-Fliissigkeit bezeichnet
worden.
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Einen wesentlichen Beitrag zum Verstdndnis des eindimensionalen Kondo-Gitters leiste-
ten Tsunetsugu, Sigrist und Ueda [42]. In mehreren Arbeiten fiihrten sie eine detail-
lierte Analyse des Phasendiagramms mit Hilfe von ED-Rechnungen durch. Abbildung
2.5 rechts zeigt schematisch das Resultat nach Tsunetsugu et al. [42]. Neben der ferro-
und paramagnetischen Phase, die bereits von Troyer und Wiirtz ermittelt wurde, tritt
bei Halbfiillung des Elektronenbandes n, = 1 eine so genannte Spinfliissigkeitsphase
in Erscheinung. Die Charakteristika der einzelnen Phasen werden im Folgenden kurz
skizziert.

Ferromagnetische Phase Diese Phase enthiilt zwei exakte Grenzfille, die von Sigrist
et al. [43-45] diskutiert wurden. Zum einen der Fall eines einzelnen Elektrons im Gitter
der lokalen Momente, zum anderen der Grenzfall starker Kopplung J — oo. Im ersten
Fall zeigten die Autoren, dass der Grundzustand fiir jede endliche Kopplung J ferro-
magnetische Ordnung mit einer Spinquantenzahl Syo; = 1/2 (N — 1) des Gesamtspins
besitzt, wobei N die Zahl der Gitterpldtze bezeichnet. Dieses Resultat ist unabhéngig
von der Dimension des Gitters. Die Anregungen in diesem Regime sind so genannte
Spinpolaronen. Der Grundzustand im Grenzfall starker Kopplung J ist ebenfalls fiir
alle Bandfiillungen n, < 1 ferromagnetisch geordnet, allerdings mit einer Spinquanten-
zahl Sy = 1/2 (N — N,.) des Gesamtspins, N, ist die Zahl der Leitungselektronen. Die
Anregungen in diesem Regime der ferromagnetischen Phase sind gewdhnliche ferromag-
netische Spinwellen.

Spinfliissigkeitsphase Bei Halbfiillung des Elektronenbandes, n, = 1, erweist sich
das eindimensionale Kondo-Gitter fiir alle Werte der Kopplung J als Isolator. Berech-
nungen mit Hilfe von ED durch Tsunetsugu et al. [42] und DMRG-Rechnungen von Yu
und White [46] zeigten endliche Anregungsliicken in den Spin- und Ladungsanregungen
Ay bzw. A, fiir jede endliche Kopplung J. Anders als in gew6hnlichen Bandisolatoren,
sind diese Anregungsliicken voneinander verschieden, mit A; < A, [46,47]. Diese Ei-
genschaft wird als Spin-Ladungsseparation bezeichnet. Die endliche Anregungsliicke der
Spinanregungen ist charakteristisch fiir eine inkompressible Spinfliissigkeit. Im Grenz-
fall grofler Kopplungen J = oo gilt A; = J und A, = 3/2J. Der physikalisch rele-
vante Grenzfall kleiner J hingegen weist eine exponentiell kleine Anregungsliicke auf,
As ~ exp(—1/ap(0)J), a < 1 [42,47]. Exakte Resultate zeigen auBerdem, dass der
Grundzustand ein Singulett ist [48].

Im Gegensatz zum Kondo-Gitter-Modell in héheren Dimensionen existiert kein Pha-
seniibergang zu einer magnetisch geordneten Phase.

Paramagnetische Phase Die Bedeutung des Parameterbereichs kleiner Austausch-
kopplungen J ist aufgrund der unmittelbaren Korrespondenz zum PAM bereits mehrfach
betont worden. Dieser Bereich ist durch eine paramagnetisch metallische Phase charak-
terisiert, welche sich aufgrund starker Quantenfluktuationen in einer Dimension durch
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fehlende langreichweitige Ordnung und liickenlose Spin- und Ladungsanregungen aus-
zeichnet.

Neben den bereits erwidhnten Resultaten von Troyer und Wiirtz [41] sowie von Tsunet-
sugu et al. [42] sind zahlreiche weitere Rechnungen insbesondere unter Verwendung der
DMRG u.a. von Moukouri und Caron [49], Caprara und Rosengren [50] sowie Shibata
et al. [51] durchgefiihrt worden, die die Existenz der paramagnetisch metallischen Pha-
se unterstiitzten. Honner und Gulacsi [52, 53] untersuchten das eindimensionale Kondo-
Gitter-Modell mit Hilfe der Bosonierungsmethode.

Im Zusammenhang mit dieser Phase ergibt sich die Fragestellung, ob das eindimensio-
nale Kondo-Gitter-Modell wie viele eindimensionale wechselwirkende Elektronensysteme
zur Universalitdtsklasse der Luttinger-Fliissigkeiten gehdren. Einen Uberblick iiber die
Physik der Luttinger-Fliissigkeiten bieten ein Artikel von J. Voit [54] oder Emery [55].
Beispiele sind etwa das Hubbard- oder auch das ¢-J-Modell. LL-Verhalten zeichnet sich
durch liickenlose Spin- und Ladungsanregungen aus. Mit dieser Eigenschaft verbinden
sich algebraisch abfallende Dichte- und Spin-Korrelationen, deren asymptotisches Ver-
halten durch

(0n (x) én (0)) = ( K, 5 + Aj cos (2kpz) x5 + Ay cos (4kpz) 2 (2.15)
T

(S (z)- S (0)) = ﬁ + By cos (2kpz) 2~ =K (2.16)

beschrieben werden kann [54, 55]. Der Parameter K, bestimmt das niederenergetische
Verhalten des Modells im Rahmen der LL-Theorie und ist daher von zentraler Bedeu-
tung. Er hingt von den Parametern des Modells, hier die Kondo-Kopplung J und die
Elektronendichte n., ab.

Eine weitere wichtige Grofle zur Charakterisierung des LL-Verhaltens ist die Impulsver-
teilung der Elektronen n(k) = (cicx). Die algebraisch abfallenden Korrelationen fiihren

in der Impulsverteilung zu Singularitdten in der Ndhe der Fermi-Kante, von der Form

n(k) =n(kr) — Csgn (k| —kp)||k| — kp|® (2.17)

wobei 0 < o < 1 gilt.

Im Zusammenhang mit der Impulsverteilung ergibt sich ein weiterer wichtiger Aspekt,
die Grofle der Fermi-Fléche. Dabei stellt sich grundsétzlich die Frage, ob die lokalen
f-Elektronen zur Bildung der Fermi-Fliche beitragen oder nicht. Der Fermi-Impuls ist
entsprechend durch kg, = (1 + n.)7/2 fiir groBe bzw. kps; = n.m/2 fiir kleine Fermi-
Flache gegeben. Bislang ist nicht endgiiltig geklart, ob die Fermi-Flache nur von den
Leitungselektronen allein oder auch von den lokalen Momenten gebildet wird. Diese Fra-
ge ergibt sich aus dem bereits erlduterten Zusammenhang zwischen dem Kondo-Gitter-
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Modell im Grenzfall kleiner J und dem PAM. Im Rahmen des PAM nehmen die f-Elek-
tronen an der Bildung der Fermi-Fliche teil, da die Hybridisierung fiir eine Mischung
mit den Leitungselektronen sorgt und nach Theorem von Luttinger [56] die Fermi-Fliche
des nichtwechselwirkenden Systems, Uy = 0, dem des wechselwirkenden, Uy — oo, ent-
spricht. Oshikawa zeigte, dass im Falle von FL-Verhalten die Fermi-Fléche stets von den
Leitungselektronen und den lokalen f-Elektronen gebildet wird [57].

Tsunetsugu et al. untersuchten die Impulsverteilung der Elektronen, um anhand der
Singularitéten dieser Funktion die Grofle der Fermi-Fliche zu bestimmen [58]. Die Er-
gebnisse im Bereich grofler Kopplungen J lieflen auf eine grofle, bei kleinen Kopplun-
gen hingegen auf eine kleine Fermi-Fliche schlieBen. DMRG-Rechnungen von [51] un-
terstiitzen diese Resultate fiir den Bereich grofler Kopplungen, fanden allerdings auch
im Bereich kleiner Kopplungen eine grofle Fermi-Fliche. Jiingere Arbeiten von Xavier et
al. [59] unter Verwendung der DMRG stiitzen wiederum das Vorhandensein einer kleinen
Fermi-Fliche fiir kleine Kopplungen.

In einer kiirzlich erschienenen Arbeit er-
weiterten McCulloch et al. [60] unter Ver-
wendung einer nicht-abelschen DMRG-
Theorie das Phasendiagramm um eine
zweite ferromagnetische Phase innerhalb
des paramagnetischen Bereichs, Abbil-
dung 2.6. Dieser Bereich trennt die para- EM
magnetische Phase in Bereiche mit grofier
(mittlere Werte von J) und kleiner Fermi- 2 X e
Fldche (kleine Werte von J). Im Gegen- /' K
satz zu den Resultaten von [58] ist die /T/ 9/&/
ferromagnetische Phase in der Nihe von )42
Halbfiillung bereits bei endlichen Werten A /A

der Kondo-Kopplung stabil. Es zeigt sich 1 h A

ein Phaseniibergang zwischen der geord- ! //

neten ferromagnetischen und der unge- e .
ordneten paramagnetischen Phase, deren il / e
Grenze durch Fitten an die numerischen e R

Resultate von [41,61] und [49] bestimmt o : 2

wurde und durch den folgenden analyti- '

schen Ausdruck gegeben ist n

Polaronic =

-~

v
liquid “ FM |

Abbildung 2.6: Phasendiagramm fiir das 1D
Kondo-Gitter-Modell, nach
[60]

J(n) = 2.5tsin (gn) (2.18)

Das Problem der Grofle der Fermi-Fléche
stellt sich auch bei hoherdimensionalen Modellen im Zusammenhang mit dem bereits
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2 Mikroskopisches Modell

erwiahnten ungewdhnlichen Verhalten der Schwer-Fermion-Systeme in der Umgebung
quantenkritischer Punkte. Das hier beobachtete NFL-Verhalten liefle sich im Rahmen ei-
nes kontinuierlichen Quantenphaseniibergangs zwischen Phasen unterschiedlicher Fermi-
Fldche verstehen. Pivovarov und Si [62] untersuchten ein spezielles eindimensionales
Kondo-Gitter-Modell, das eine effektive Kopplung der lokalen Momente in Form von
Wechselwirkungen nichster und iibernéchster Nachbarn enthielt. Zusétzlich wurden Ani-
sotropieeffekte dieser Spinwechselwirkung betrachtet. Das Phasendiagramm, das mit Hil-
fe der Bosonisierungsmethode und der RG-Theorie berechnet wurde, zeigte einen kon-
tinuierlichen Phaseniibergang zwischen einer Kondo-Dimer-Phase, die sich durch eine
grofle Fermi-Fliche auszeichnet, und einer Spin-Peierls-Phase mit kleiner Fermi-Fléche.
Eine weitere Phase, die durch eine Luttinger-Fliissigkeit mit kleiner Fermi-Fliche gebil-
det wird, erwies sich nur bei anisotroper Spinwechselwirkung als stabil.
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3 Kontinuierliche unitidre Transformationen
- Flussgleichungen

Die Methode der kontinuierlichen unitiren Transformationen wurde nahezu zeitgleich
von Wegner [2] sowie von Glazek und Wilson [63] 1994 entwickelt. Seither ist dieses
Verfahren auf eine Vielzahl physikalischer Problemstellungen angewendet worden und
zu einem vielseitigen Werkzeug der Vielteilchentheorie geworden.

Das breite Spektrum physikalischer Modelle, die bereits mit Hilfe dieser Methode
untersucht wurden umfaflt im Bereich der Festkorperphysik das Elektron-Phonon-Pro-
blem [64-67], das Boson-Fermion-Modell [68], eindimensionale wechselwirkende Fermi-
Systeme [69-71], das Hubbard-Modell [72,73] und effektive Modelle wie das ¢-J-Mo-
dell [74] und das Heisenberg-Modell [75]. Weitere Untersuchungen richteten sich auf
Storstellen-Modelle wie das Anderson- und das damit verwandte Kondo-Modell [76,77].
Im Zusammenhang mit Letzterem wurde auch der Gittergrenzfall in Form des Kondo-
Gitter-Modells [78] sowie das Double-Exchange-Modell [79] betrachtet. Zahlreiche An-
wendungen ergaben sich im Zusammenhang mit eindimensionalen Spinketten [80, 81].
Mehrere Arbeiten beschiftigten sich mit dem Spin-Boson-Problem [82-85]. Abseits von
festkorperphysikalischen Fragestellungen ist insbesondere das Renormierungsverfahren
nach Glazek und Wilson bei der Behandlung so genannter light-front Hamilton-Opera-
toren in der QED verwendet worden [87].

Dieses Kapitel gibt eine kurze allgemeine Einfiihrung in die Methode der Flussglei-
chungen. Im Zusammenhang mit der Problematik der Generatorwahl werden verschie-
dene Ansitze diskutiert und deren Vor- und Nachteile erortert.

3.1 Flussgleichungsmethode

Die Anwendung unitdrer Transformationen auf den Hamilton-Operator H eines quan-
tenmechanischen Problems stellt ein Mittel zur Diagonalisierung oder Abbildung auf ein
einfacheres, effektives Modell dar. Die Methode der Flussgleichungen nach Wegner [2]
und Glazek/Wilson [63] ist eine Verallgemeinerung der herkémmlichen unitdren Trans-
formationen. Sie basiert auf der Anwendung einer kontinuierlichen Folge infinitesimaler
unitdrer Transformationen auf den Hamilton-Operator. Infolgedessen werden die Pa-
rameter des Hamilton-Operators (Einteilchenenergien, Wechselwirkungen) Funktionen
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3 Kontinuierliche unitire Transformationen - Flussgleichungen

eines kontinuierlichen Flussparameters /. Formal lésst sich dies durch die Beziehung

H) =U() HU () (3.1)

ausdriicken. Diese Relation kann in eine Differentialgleichung fiir den transformierten
Hamilton-Operator H (1) tiberfiihrt werden.

%H(Z) — <%u(z)> HUT () +U () %%w () (32)

Fiir den antihermiteschen Generator der unitiren Transformation ergibt sich

d :
0= (GUO)u @ wie 1 0 =-n0) (53
Die Differentialgleichung fiir den Operator U (1) kann formal aufintegriert werden

iy =tiow ([ n)ar) (3.4)

wobei 7} der [-Ordnungsoperator ist, vergleichbar mit dem Zeitordnungsoperator 7; der
Quantenmechanik.

Aus der Integration bis [ = oo lésst sich eine Beziehung zwischen der kontinuierlichen
Transformation und einer gewohnlichen unitidren Transformation herstellen, wenn man
fir U einen Exponentialansatz U (oc) = e° macht. Zwischen dem Generator S und
dem Generator der kontinuierlichen unitdren Transformation 7n(l) folgt unmittelbar die

Relation

S=Sl—|—52+...:—/Oon(l)dl—%/Ooo/ol[n(l),n(l’)]dl’dl—i—... (3.5)

0

Nach Zusammenfassen der obigen Gleichungen kann der allgemeingiiltige Zusammen-
hang zwischen den Flussgleichung des Hamilton-Operators und dem Generator der kon-
tinuierlichen unitéren Transformation 7 (1) als Kommutatorrelation dargestellt werden

S M) = 1), 1) (36

Diese Gleichung dient als Ausgangspunkt verschiedener Ansiitze fiir das Renormierungs-
verfahren. Sie gilt bei beliebiger Wahl des Generators und ermdéglicht somit eine Anpas-
sung von 7) (1) an das jeweilige Problem. Im Folgenden sollen die verschiedenen Zuginge,
sowie ihre Vor- und Nachteile kurz skizziert werden.
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3.2 Ansétze fiir den Generator

3.2 Ansatze fiir den Generator

Generator nach Wegner

Einen ersten Ansatz zur niherungsweisen Losung des Eigenwertproblems des Hamilton-
Operators stellt die Generatorwahl nach Wegner dar [2]. Der Generator 7 (1) ist durch
die Gleichung

n(l) = [Ho(1), H(D)] (3.7)

definiert. Der Operator Ho(l) ist der diagonale Anteil von H (I) in einer geeigneten
Basis, dessen Eigenwertspektrum bekannt ist. Diese Wahl von 7 (1) garantiert, dass die
Nichtdiagonalanteile H;(!) des Hamilton-Operators verschwinden, falls keine Entartung
vorliegt. Die aus diesem Ansatz resultierenden Flussgleichungen fiir die Matrixelemente
von H(l) ergeben

dHMi;(1)
dl

wobei mit E;(l) die Eigenenergien von H, (/) bezeichnet sind.

Diese Flussgleichungen besitzen die Eigenschaft, Matrixelemente umso schneller aus-
zuintegrieren, je grofler die Energiedifferenz zwischen den Zusténden ist, die diese mit-
einander verkniipfen. Dies ist im Sinne eines Renormierungsverfahrens zu verstehen. Al-
lerdings bedeutet dies auch, dass Matrixelemente zwischen entarteten Zustdnden nicht
renormiert werden. Der effektive Hamilton-Operator H (Il = oco) besitzt daher im Allge-
meinen Blockdiagonalgestalt.

Das Wegnersche Renormierungsverfahren besitzt jedoch den Nachteil, dass einfa-
che Strukturen des Hamilton-Operators, wie Banddiagonalitit, nicht notwendigerweise
erhalten bleiben. Obwohl im Rahmen dieses Verfahrens die M6glichkeit besteht, die Ge-
nerierung bestimmter effektiver Wechselwirkungen zu vermeiden, kann dieses prinzipielle
Problem nicht gelst werden. Daher wurde fiir derartige Spezialfiille von Mielke [66] ein
geeigneterer Ansatz vorgeschlagen.

Generator nach Mielke

Fiir den Fall eines banddiagonalen Hamilton-Operators H, mit H;; = 0 fiir |i — j| > M,
wurde von Mielke [86] eine Generator der Form

i (1) = —nyi(l) = sign(i — j) Hi; (1), nii = 0 (3.9)
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3 Kontinuierliche unitire Transformationen - Flussgleichungen

verwendet. Der Generator ist hierbei wieder in der Basis des diagonalen Anteils von
H(l) definiert. Konkret bedeutet dies fiir die Matrixelemente von #(l), dass H;; = 0 fiir
|i — j| > M und V1 gilt. Die Flussgleichungen erhalten somit die Form

D) — 57 (1) His 1) — Han 1) iy 1) (3.10)
Pall) — —ign(s — ) (B.) ~ B,0) s
+ Y (sign(i — k) + sign(j — k)) Hix (1) Hz(1) (3.11)
k#1,5

Der zweite Anteil der Flussgleichung (3.11) garantiert die Erhaltung der Banddiagona-
litdt. Fiir die Renormierung der Diagonalelemente folgt
dE;(l
D 0 3 Onll) H) — Hasl0) ) 3.12)

ki

Weitere Eigenschaften dieses Generators sind zum einen das wohldefinierte asymptoti-
sche Verhalten der Nichtdiagonalmatrixelemente, da fiir grofie / gilt

Hij(l) ~ exp (= [Ei (00) — Ej(00)| 1) (3.13)

Zum anderen ordnet die Transformation die Diagonalelemente E;, d.h. E; > FEj fiiri > j.
Letztere Eigenschaft stellt jedoch nur bedingt einen Vorteil dar, da dies die analytische
Losung der Differentialgleichungen erschweren kann.

Die Anwendbarkeit dieses Ansatzes ist jedoch an Bedingungen gekniipft. Das Eigen-
wertspektrum von Ho muss diskret sein, so dass Hamilton-Operatoren, die kontinuier-
liche Spektren besitzen, auf diese Weise nicht behandelt werden konnen. Im Gegensatz
zum Wegnerschen Ansatz fiir den Generator ist auflerdem nicht automatisch garantiert,
dass bereits zu Beginn der Transformation, d.h. fiir kleine Werte von [, Matrixelemente,
die Zustinde mit groflen Energiedifferenzen verkniipfen, schnell ausintegriert werden.
Deshalb ist dieser Ansatz nicht im Sinne eines Renormierungsschemas zu verwenden.

Generator nach Uhrig

Eine Verallgemeinerung des Mielkeschen Ansatzes wurde von Knetter und Uhrig [81]
eingefiihrt. Ausgangspunkt ist ein Hamilton-Operator, der blockdiagonal beziiglich ei-
nes Operators @ ist, der die Zahl der als Quasiteilchen beschriebenen Anregungen angibt.
Der Hamilton-Operator teilt sich in Anteile auf, die die Zahl der Quasiteilchen erhalten
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3.2 Ansétze fiir den Generator

bzw. nicht erhalten. Letztere Anteile werden im Laufe des Verfahrens ausintegriert. Das
effektive Modell beeinhaltet dann nur noch Wechselwirkungen zwischen den Quasiteil-
chen selbst, ihre Zahl bleibt erhalten. Ahnlich zum Generator nach Mielke erhilt 7 (1)
die Form

n(l) = sign(gi(l) — g;(1)) H; (1) (3.14)

Die Groen ¢;(1) bezeichnen hier die Anzahl der Anregungen. Daraus folgen die Fluss-
gleichungen fiir H,;; ()

D)~ sign (01) — a5(0) (Pal0)P0) ey 550)
+ 37 (sign () — () +sign () — (D) Hae ) His) (315

k#ij

Das Spektrum des ungestérten Anteils Ho () muss in diesem Fall nach unten beschrinkt
sein. Desweiteren ist der Grundzustand des effektiven Modells als das Vakuum der ent-
sprechenden Elementaranregungen anzusehen.

Generator nach Glazek und Wilson

wie bereits erwdhnt, wurde unabhingig von der Entwicklung des Renormierungsver-
fahrens nach Wegner die Methode kontinuierlicher unitérer Transformationen auch von
Glazek und Wilson [63] entwickelt. Das Renormierungsschema beruht auf der Ausinte-
gration der Matrixelemente des Hamilton-Operators ‘H mit der gréfiten Energiedifferenz
beziiglich der Eigenenergien von Hy. Der Hamilton-Operator wird dadurch auf Banddia-
gonalgestalt beziiglich des Flussparameters A gebracht. Im Fall A = 0 ist ‘H im obigen
Sinne diagonal.

Aus der Forderung der Banddiagonalitit von 7, lédsst sich die konkrete Gestalt
des Generators 7, in Form einer Iterationsgleichung ableiten. Ausgangspunkt ist ein
Hamilton-Operator der Gestalt

Hijx = Uijr Qija (3.16)

wobei Q;; ein zunéchst beliebiger Operator ist. Die Funktionen w;;, sind Abschneide-
funktionen, die nur Ubergiinge zwischen Zustdnden mit |E;y — Ej5| < A erlauben. Um
Differenzierbarkeit zu gewéhrleisten, miissen geeignete stetig differenzierbare Funktio-
nen gewéhlt werden. Fiir den Generator n;;, leiteten Glazek und Wilson die folgende
Iterationsgleichung ab:
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3 Kontinuierliche unitire Transformationen - Flussgleichungen

TijA
Mijx = ﬁ ([T]}\aHIA]Z’j - (3.17)

duijy Hija
ix — Ej

d\ Uijn
Hierbei ist 7, = 1 — u;jx. Mit Hpy ist der Wechselwirkungsanteil von H, bezeichnet.
Die Flussgleichung fiir die Matrixelemente von ) ergibt
dHijn
dA

dugin Hiix
= uijn [, Hin ] +Tijx—d;f uwA
%]

(3.18)

Im Allgemeinen ist es nicht moglich, die Iterationsgleichung (3.17) fiir 7;;, vollstandig
zu l6sen. Vorteilhaft ist allerdings die Eigenschaft, dass kleine Energienenner vermie-
den werden, da durch die Abschneidefunktion r;;, die Energiedifferenz der renormierten
Eigenenergien von Hy) nach unten beschréankt bleibt. Dies lésst eine systematische Ent-
wicklung bzgl. einer Wechselwirkungskonstanten zu.

Generator nach White

White benutzte das Verfahren der kontinuierlichen unitidren Transformationen fiir die
Berechnung der Grundzustandsenergie des HoO-Molekiils [88]. Der Generator 7 (1), den
White vorschlug, ist durch den folgenden Ausdruck

1
w0 = 5= g0 (319)
gegeben. Bei der numerischen Behandlung des H,O-Molekiils diente White dieser Ge-
nerator zur Abbildung des urspriinglichen Problems auf ein effektives, nicht diagonales
Modell. Das renormierte Modell ist dann mittels anderer Diagonalisierungsalgorithmen
behandelt worden. Dies zeigt, dass das Flussgleichungsverfahren weit mehr als eine Me-
thode zur Diagonalisierung eines gegebenen Problems ist.

Zusammenfassend betrachtet ist festzustellen, dass die Methode der kontinuierlichen
unitdren Transformationen ein schlagkriftiges Werkzeug zur Renormierung von Hamil-
ton-Operatoren darstellt. In ihrer allgemeinen Formulierung lisst sie durch die Wahl-
freiheit des Generators die Moglichkeit offen, diesen optimal an das jeweilige Problem
anzupassen. Zudem konnen mit Hilfe dieses Verfahrens Aussagen nicht nur {iber das
diagonale System, sondern auch iiber effektive Modelle gewonnen werden.
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4 Flussgleichungen fiir das Kondo-Gitter-
Modell

In Kapitel 2 wurde gezeigt, wie das Kondo-Gitter-Modell als effektives Modell mit-
tels der von Schrieffer und Wolff [24] entwickelten unitéiren Transformation aus dem
PAM hervorgeht. Das Konzept der Anwendung einer unitdren Transformation im Sin-
ne der Schrieffer-Wolff-Transformation ist u.a. auch von Prats und Loépez-Aguilar et
al. in mehreren Arbeiten in einer erweiterten Form auf das halbgefiillte Kondo-Gitter-
Modell angewandt worden [89-92]. Untersuchungen mit Hilfe des in Kapitel 3 erlduter-
ten Verfahrens der kontinuierlichen unitéren Transformation sind von Hofstetter und
Kehrein fiir das anisotrope (Single-Impurity-) Kondo-Modell durchgefiihrt worden [77].
In Bezug auf das Kondo-Gitter-Modell benutzte Stein die Flussgleichungsmethode, um
iiber Storungstheorie in der Kondo-Wechselwirkung die Kopplungskonstante der RKKY-
Wechselwirkung analytisch zu berechnen [78]. Dabei wurde die Renormierung der Elek-
tronenenergien sowie der Einfluss hoherer Kopplungen auf die Kondo-Wechselwirkung
vernachléssigt.

In diesem Kapitel wird die Flussgleichungsmethode auf das Kondo-Gitter-Modell
(2.2) angewandt, wobei der physikalisch relevante Grenzfall kleiner Kopplungen J un-
tersucht werden soll. Die physikalischen Eigenschaften und das Grundzustandsphasen-
diagramm wurden bereits in Abschnitt 2.3 diskutiert, wobei das Hauptaugenmerk dem
eindimensionalen System galt, dessen Grundzustand in dem hier betrachteten Grenzfall
von einer paramagnetisch metallischen Phase gebildet wird,und die Eigenschaften einer
Luttinger-Fliissigkeit zeigt.

Die Beschreibung des Kondo-Gitter-Modells iiber die storungstheoretische Ebene nach
[78] hinaus bildet den Inhalt der Arbeit. Ziel soll es sein, durch eine Erweiterung der
Renormierungsgleichungen fiir die Kondo-Kopplung, sowie die Einbeziehung der Renor-
mierung der Einteilchenenergien der Leitungselektronen weitergehende Aussagen iiber
die physikalischen Eigenschaften des Modells zu gewinnen. Der hierbei untersuchte Pa-
rameterbereich beschrinkt sich auf kleine Wechselwirkungsstirken J. Im Rahmen die-
ser Arbeit soll auch die Frage untersucht werden, inwieweit sich das LL-Verhalten des
eindimensionalen Kondo-Gitter-Modells in speziellen Erwartungswerten und Korrelati-
onsfunktionen widerspiegelt. Hierfiir ist ein eigenes Kapitel vorgesehen.

Zunidchst wird die Renormierung der Parameter des Hamilton-Operators betrachtet,
das sind die Einteilchenenergien der Leitungselektronen, die Kondo-Kopplung, sowie die
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4 Flussgleichungen fiir das Kondo-Gitter-Modell

effektiven Wechselwirkungen. Beginnend mit der ndheren Betrachtung der Wahl des Ge-
nerators der unitdren Transformation, schlie3t sich die Diskussion der Flussgleichungen
des Hamilton-Operators und der verwendeten Niherungen an.

4.1 Wahl des Generators

Die allgemeine Formulierung der kontinuierlichen unitéren Transformationen fiir Hamil-
ton-Operatoren lidsst zunichst den Generator unbestimmt. Diese Freiheit erlaubt die
Anpassung des Generators an das speziell zu untersuchende System. In Abschnitt 3.2
wurden bereits konkrete Ansétze formuliert und deren Vor- und Nachteile erértert. Im
Allgemeinen ist eine Vereinfachung oder im Idealfall Diagonalisierung des Hamilton-
Operators das Ziel der Transformation. Unter diesem Aspekt ist die Wahl des Genera-
tors zu treffen.

Das Renormierungsverfahren soll auf das eindimensionale Kondo-Gitter-Modell an-
gewandt werden. Daher wird im Weiteren auf eine vektorielle Schreibweise von Orten
und Impulsen verzichtet. Das Ausgangsmodell wird durch den Hamilton-Operator (2.2)
beschrieben, d.h.

J ; ,
H=D) e Choho+ N Y SiapChales T = H, +H, (4.1)

ko ikqaf

Die Leitungselektronen sind durch die Kondo-Wechselwirkung an die lokalen Spinmo-

1

mente gekoppelt, wobei die Spinquantenzahl der lokalen Momente S = 5 sei. Der Dia-

gonalanteil H, des Ausgangsmodells wird durch die Leitungselektronen #, gebildet.

Die physikalischen Eigenschaften dieses Modells werden wesentlich durch die Kon-
kurrenz zwischen der durch die Leitungselektronen vermittelten effektiven Spin-Wechsel-
wirkung (RKKY-Wechselwirkung) und der lokalen Kondo-Kopplung bestimmt. Dabei
stellt die RKKY-Wechselwirkung eine von den itineranten Freiheitsgraden entkoppel-
te Wechselwirkung dar. Die Anwendung einer unitdren Transformation im Sinne einer
Schrieffer-Wolff-Transformation bildet das Kondo-Gitter-Modell auf ein effektives Mo-
dell ab, in dem Spins und Elektronen vollstindig entkoppelt sind. In diesem Sinne ist
die kontinuierliche unitidre Transformation der Flussgleichungsmethode als Mittel zur
Vereinfachung des Hamilton-Operators zu verstehen. Somit besteht die Zielstellung in
der Entkopplung von Spins und Elektronen, nach der sich die Wahl des Generators der
kontinuierlichen unitdren Transformation richten wird.

Der Ansatz fiir den Generator der unitdren Transformation kann zunichst allge-

meingiiltig formuliert werden, ohne die spezielle Wahl zu konkretisieren. Dieser muss
lediglich gewissen Anforderungen geniigen. So ist es fiir die Ausintegration der lokalen
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Kondo-Kopplung notwendig, diesen Wechselwirkungsterm in den Generator aufzuneh-
men. Der einfachste Ansatz ist daher durch

1 -
1) = 35 D Meall) Si - Gag choegs F0% = (1) (42)
ikq af

gegeben, wobei die Funktionen 7,(l) von den Elektronenenergien und vom Flusspara-
meter [ abhingen. Diese werden durch eine spezielle Wahl spiiter festgelegt. Zu beachten
ist, dass - aufgrund der Abh#ngigkeit des Vorfaktors ny,(l) von den Energien der Lei-
tungselektronen - der lokale Charakter des Wechselwirkungsterms verloren geht. Die Ro-
tationsinvarianz des Hamilton-Operators bleibt jedoch erhalten. Ein verallgemeinerter
Generator schliefit die Aufnahme hoherer Wechselwirkungen ein, die durch den Kommu-
tator von 7(l) mit dem Hamilton-Operator entstehen und nichtdiagonal beziiglich H,
sind. Fiir diese Terme ergeben sich mehrere Moglichkeiten, im Rahmen der Flussglei-
chungsmethode behandelt zu werden. Zum einen kann man sie im Sinne des Renormie-
rungsschemas nach Wegner bzw. Glazek/Wilson in den Generator aufnehmen. Dieses
Vorgehen stellt die Austintegration dieser Terme sicher. Andererseits kann ein verallge-
meinerter Ansatz fiir (/) verwendet werden, bei dem die Vorfaktoren der entsprechenden
Wechselwirkungen so gewihlt sind, dass diese Terme nicht renormiert werden. Da es sich
bei diesen um generierte Wechselwirkungen handelt, die im urspriinglichen Hamilton-
Operator H (I = 0) nicht vorhanden sind, wird die Erzeugung dieser Terme verhindert.

Im Folgenden soll fiir die Herleitung der Flussgleichungen der Parameter des Ha-
milton-Operators stets eine Verallgemeinerung von Gleichung (4.2) fiir (/) verwendet
werden, der die Vorfaktoren, die mit den Wechselwirkungstermen verkniipft sind, offen
lasst. Die Flussgleichungen des Hamilton-Operators werden in diesem Fall unabhéngig
von der konkreten Wahl der Funktionen 7, (1) dargestellt. Im Rahmen der Aufintegra-
tion der Flussgleichungen wird dann die Form der Vorfaktoren als Spezifizierung des
Generators festgelegt.

4.2 Forminvarianter Hamilton-Operator

Die allgemeinen Betrachtungen des letzten Abschnitts zur Wahl des Generators werden
nun durch die Anwendung auf das eindimensionale Kondo-Gitter konkretisiert. Aus-
gangspunkt fiir die Herleitung der Flussgleichungen ist der formale Ausdruck (3.6) fiir
die Differentialgleichungen (DGL) des Hamilton-Operators

LU R T0) (43)

Der Kommutator auf der rechten Seite zwischen dem Generator 7(!) und dem Hamilton-
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4 Flussgleichungen fiir das Kondo-Gitter-Modell

Operator H (1) fiihrt zu immer neuen Termen, wie bereits durch Einsetzen der Gleichun-
gen (4.1) und (4.2) deutlich wird. Um die Generierung weiterer Terme als der gewiinsch-
ten zu vermeiden, ist ein geeignetes Approximationsschema einzufiihren. Der Hamilton-
Operator ist dann invariant bzgl. des Flusses [ und das System der dazugehérigen DGLen
geschlossen.

Die relevanten Anteile der generierten Terme fiir die forminvariante Gestalt des Ha-
milton-Operators ergeben sich aus dem Kommutator von 7(l) in der Form (4.2) und
dem Hamilton-Operator des Ausgangsmodells (4.1). Diese Terme sind im Rahmen einer
Storungstheorie in der Kondo-Wechselwirkung von der Ordnung O(J?). Die bzgl. des
Elektronenanteils von (4.1) nichtdiagonalen Anteile werden durch die folgenden Opera-
torstrukturen beschrieben

1
Hu(l) = Nz Z Mipq(1) = Sk—p - Spg :: €l Coo : (4.4)
kpqo
1 :
Hp(l) = AN? Z 1Dipq(l) (Sk—p X Sp—q) - Tap : Cchacq/H : (4.5)
kpqaf

Mit S, = >, €'?fS; werden im Weiteren die Fouriertransformierten der Spinoperatoren
bezeichnet. Die mit Doppelpunkten versehenen Operatoren sind normalgeordnet und
resultieren aus einem Entkopplungsschema, das in Abschnitt 4.4 erldutert wird.

Die effektiven Wechselwirkungen #,,(/) und #Hp(l) enthalten nichtlokale Kopplun-

gen der Spinmomente. Im Ortsraum betrachtet, ist H (/) symmetrisch bei Vertauschung
der Ortsindizes R; und R;, Hp(l) hingegen antisymmetrisch. Die Parameter Mj,,(!) und
Dypy(1), die mit diesen Wechselwirkungen verkniipft sind, hangen von den Energien der
elektronischen Anfangs- und Endzusténde e;(l) und ¢4(l), sowie von den Energien der
Zwischenzustinde e, (1) ab.
Anhand der Operatorstrukturen wird erkennbar, dass die Zwei-Spinterme an unter-
schiedliche Elektronenoperatoren koppeln; die symmetrische Wechselwirkung an die La-
dungsdichte der Elektronen, die antisymmetrische Wechselwirkung, die vom Dzyaloshin-
Bki-Moriya-Typ ist, an den Spinoperator der Leitungselektronen. Die physikalische Be-
deutung der antisymmetrischen Wechselwirkung ist von Suhl fiir ein Zwei-Spinproblem
diskutiert worden [93].

Neben den soeben diskutierten effektiven Wechselwirkungen resultieren aus dem
Kommutator von n(l) aus Gleichung (4.2) und dem Hamilton-Operator des Ausgangsmo-
dells (4.1) Terme, die diagonal bzgl. des Elektronenanteils von (4.1) sind. Insbesondere
ergibt sich aus dem noch zu erérternden Entkopplungsschema der Term der RKKY-
Wechselwirkung

32



4.2 Forminvarianter Hamilton-Operator

Hs(l) = % D " Xngll) + Sk—g - Sqop : (4.6)

Dieser Term ist aufgrund der Entkopplung vom Leitungselektronenanteil dem diagonalen
Teil Ho(l) zuzurechnen. Schliefllich kann unter Beriicksichtigung aller relevanten Terme
die forminvariante Gestalt des Hamilton-Operators angegeben werden.

1
ZE}C c,wc;w . ﬁ Zqu(l) . Sk—q . Sq_k . +Ec(l)
kq

+ 2— Z Tig(D) Sk—q - Tap ckacqﬂ +4N2 Z Mypq(l) = Sg—p - Sp—q :: CLacqa :

kqap kpgo

1 .
+ 5 2 Dinall) (Skop X Sp-g) - Tyt s
kpqap

=H()+Hs(l) + E(l) +Hs(1) +Hun(l) + Hp(l) (4.7)

Die erste Zeile von Gleichung (4.7) stellt nun den Diagonalanteil des Hamilton-Operators

7‘[0 (l) dar.

1
Zek Ll o+ o > Xeq(l) : Sk—q - Sqr : +E(1) (4.8)
kq

Sie ist bei geeigneter Wahl des Generators 7(l) der Fixpunkt der kontinuierlichen unité-
ren Transformation. Die Konstante im Hamilton-Operator ergibt sich erst aus der voll-
stdndigen Entkopplungsndherung der effektiven Wechselwirkungen, die weiter unten
erortert wird. Die Operatoren H (1) und #Hp(l) reprisentieren die symmetrische bzw.
antisymmetrische Spin-Kopplung und gehen gemeinsam mit der Kondo-Wechselwirkung
H (1) in den Wechselwirkungsanteil 7, (/) ein. Dieser wird bei geeigneter Wahl des Ge-
nerators fiir [ — oo ausintegriert. Im Ausgangsmodell (2.2) gilt fiir die Anfangswerte
der Parameter

8k(l = 0) =&k, qu(l = O) = J, qu(l = 0) =

Mgl =0)=0,  Dip(l=0)=0, E(=0)=) exm (4.9)
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4 Flussgleichungen fiir das Kondo-Gitter-Modell

Der transformierte Hamilton-Operator enthélt nun mit den effektiven Wechselwirkungen
(4.4) und (4.5) Kopplungen, die in den Untersuchungen von Stein [75] nicht beriicksich-
tigt wurden. Diese Terme wurden fiir die analytische Berechnung der Kopplungskonstan-
ten der RKKY-Wechselwirkung in der Ordnung O(J?) vernachlissigt. Die Erweiterung
gegeniiber den dort gefiihrten Betrachtungen betreffen zunéichst zwei Punkte. Zum einen
sollen in dieser Arbeit die effektiven Wechselwirkungen explizit in Bezug auf ihren Ein-
fluss auf die Renormierung der Kondo- sowie der RKKY-Wechselwirkung beriicksichtigt
werden. Zum anderen soll die Renormierung der elektronischen Einteilchenenergien ein-
bezogen werden.

Ein wesentlicher Punkt, der aulerdem Beachtung finden sollte, ist die Tatsache, dass
sich durch die Anwendung einer unitiren Transformation auf den Hamilton-Operator
des urspriinglichen Kondo-Gitter-Modells die RKKY-Wechselwirkung unmittelbar aus
den Parametern des Ausgangsmodells bestimmt. Im Gegensatz zu anderen Formalismen
ist es nicht notwendig, eine effektive RKKY-Wechselwirkung von auflen einzubringen,
da diese in der hier verwendeten Methode auf natiirliche Weise generiert wird.

Aus der Form (4.8) folgt, dass die Ausintegration der Anteile des Hamilton-Opera-
tors, die die Kopplung von Spinmomenten und Leitungselektronen beschreiben, bei ge-
eigneter Wahl von 7([) schliefilich fiir [ — oo auf ein effektives Modell fiihrt, das ein nicht-
wechselwirkendes eindimensionales Fermi-Gas und eine eindimensionale Heisenberg-Ket-
te beschreibt.

~ B 1 B ~ ~
7'L(l:OO) :/H:;sk:c;rwckff : +ﬁ ;qu :Squ'sqfk : +Ec:%e+HS+Ec
o q

(4.10)

Die Parameter, die mit einer Tilde versehen werden, sind hier und im Weiteren als die
ausrenormierten Groflen zu verstehen, d.h. es gilt £ = g4(I = 00), Xk = Xiq(l = 00)
und E, = E,(l = 00). Die Referenz auf den effektiven Hamilton-Operator bezieht sich
im Folgenden stets auf den Ausdruck von Gleichung (4.10).

4.3 Modifizierter Generator

Die Wahl des Generators 7(l) muss nach der Préimisse erfolgen, Spin- und Elektronenope-
ratoren zu entkoppeln. Neben der Kondo-Kopplung miissen daher auch die generierten
effektiven Wechselwirkungen # (1) und Hp(l) im Fixpunkt der Transformation, d.h. fiir
I — 00, verschwinden. Der allgemeinste Ansatz fiir den Generator sollte die Terme des
Hamilton-Operators aufnehmen, die Kopplungen von Spin- und Elektronenoperatoren
enthalten. Der Generator (/) ist somit in einer verallgemeinerten Form durch
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4.3 Modifizierter Generator

n(l) = n’(1) + 0" (D) + 0" (1)

1 1
~oN Z Mieg(1) Skg " Tap  Chales TINZ Z Mt (1) = Sk_p = Spegq :: ChyCao -

kqop kpqo
1 .
+ AN2 Z nlg)q(l) Z(Sk*p X Spfq) O C;tacq/j : (4.11)
kpgaf

gegeben. Die Formulierung der Flussgleichungen erfordert die Auswertung des Kommu-

tators von 7(l) in der Form (4.11) mit dem forminvarianten Hamilton-Operator (4.7).

Um die durch diese Vertauschung entstehenden héheren Wechselwirkungen auf die im

Hamilton-Operator (4.7) vorhandenen Terme zu reduzieren, sind die bereits erwihn-

ten Entkopplungsnéherungen notwendig, die im néchsten Abschnitt erldutert werden.
1

Desweiteren wird die Algebra der S = ;-Spinoperatoren zur Kontraktion von Operator-

produkten der Spinkomponenten ausgenutzt. Es gelten die Relationen, (5 = 1),

SESF = % +S7  und  SESF=-SiSE= q:% SE (4.12)

Formal ist der Ausdruck (3.6) auszuwerten

d%p =), HW)] mit H{) = He(l) + Hs () + Ha () + Har (D) + Hp(l)

und (1) =n’(1) + 07 1) + 0" (1) (4.13)

Prinzipiell miissten simtliche Kommutatoren ausgewertet werden. Aus Sicht der Ord-
nungen bzgl. der Kopplungskonstante J sollen an dieser Stelle jedoch nur Kommuta-
toren von der maximalen Ordnung O(J?) beriicksichtigt werden. Somit entfallen z.B.
Beitréige von Termen wie [n™ (1), Hs(l)], da diese bereits von der Ordnung O(J*) sind.
Allgemeingiiltig formuliert ergibt sich die Flussgleichung von #(l) im Rahmen dieser
Néherung zu
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4 Flussgleichungen fiir das Kondo-Gitter-Modell

Die Vertauschung mit dem Leitungselektronenanteil H, () von Gleichung (4.8) ist trivi-
al. Sie liefert lediglich die Energiedifferenz bzgl. des elektronischen Anteils der Wechsel-
wirkungen. Der Kommutator [n7(I), H(l)] liefert Renormierungsbeitriige zur Kondo-
Kopplung, den Einteilchenenergien der Leitungselektronen und den effektiven Wechsel-
wirkungen, sowie eine Konstante aus der Entkopplung der Spin- und Elektronenopera-
toren. Dies wird im néchsten Abschnitt bei der Diskussion der Entkopplungsschemata
deutlich. Aus den iibrigen Vertauschungen wie [n™ (1), H(!)] und [n”(l), H,(1)] ergeben
sich weiterhin Beitridge zur Renormierung der Kondo- und der RKKY-Wechselwirkung.
Diese letzten beiden Kommutatoren erzeugen ihrerseits wieder héhere Wechselwirkungen
in den Spinoperatoren. Diese werden, in der Annahme, dass sie fiir den hier betrachteten
Grenzfall kleiner Kopplungen J irrelevant sind, vernachléssigt.

4.4 Entkopplungsniherungen

Bei der Formulierung des forminvarianten Hamilton-Operators (4.7) ist bereits die Not-
wendigkeit, geeignete Entkopplungsniherungen zu verwenden, ausgefiihrt worden. Diese
haben einen wesentlichen Einfluss auf die Ergebnisse der Renormierung und sollen in
diesem Abschnitt diskutiert werden. Anhand des Kommutators zwischen dem Wechsel-
wirkungsanteil des urspriinglichen Hamilton-Operators (4.1) und dem Generator (4.2)
werden die wesentlichen Ndherungen erldutert. Bei der Auswertung des Kommutators
kann ausgenutzt werden, dass die Spin- und Elektronenoperatoren miteinander vertau-
schen. Man zeigt leicht, dass fiir beliebige Operatorprodukte AB und A’'B’ mit [4, B'| =
[A", B] = 0 der Kommutator durch [AB, A'B] = ;[A, A'){B,B'} + 3[B, B'{A, A’}
dargestellt werden kann. Im Weiteren wird aus Griinden der Ubersichtlichkeit die I-
Abhéingigkeit der Parameter des Hamilton-Operators und des Generators weggelassen.
Die Vertauschung von 7’ (1) mit H;(I) liefert zunéichst den folgenden Ausdruck

1 v v
[nJ(l)’ %J(l)] = W Z Z anJka’q’ {Sltctfq’ Slc’—q’} O-Z,B Ua’/)” [: C};vag e Cl]::’a’cqlﬂ’ :]

kpk'q’ aBa’ B’ uv

1
tonz O D D ey [Stg Syl obs 0l {: hates o Cloren 3}
kpk'q’ afa’p’ uv

(4.15)

Die Reduktion der Operatorstrukturen erfordert die Anwendung geeigneter Entkopp-
lungsschemata, die sowohl den Elektronen- wie auch den Spinanteil betreffen. Die Er-
wartungswerte, die aufgrund der Entkopplung auftreten, sind bzgl. eines konkreten
Hamilton-Operators zu bilden. Hierbei lidsst sich zunichst sowohl der volle Hamilton-
Operator #H, aber auch ein bestimmter Anteil, wie etwa Ho(l) wihlen. Damit wird die
Art der Nidherung festgelegt. Erfolgt die Erwartungswertbildung bzgl. eines bilinearen
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4.4 Entkopplungsnidherungen

Hamilton-Operators kann man eine systematische Normalordnung héherer Operatorpro-
dukte im Sinne eines verallgemeinerten Wickschen Theorems vornehmen. Fiir den Fall,
dass kein bilinearer Hamilton-Operator gegeben ist, kann die Entkopplung in Form einer
Hartree-Fock-Niherung (HF) durchgefiihrt werden.

Die Entkopplung des Spin- und Elektronenanteils in # (/) hat in zweifacher Hinsicht
Bedeutung. Zum einen liefert sie die Renormierungsbeitrige fiir die Parameter des Ha-
milton-Operators, wie die Elektronenenergien oder die Kondo-Wechselwirkung. Zum an-
deren sind die verbleibenden effektiven Wechselwirkungen mit Operatoren verkniipft, die
Fluktuationen um einen thermodynamischen Erwartungswert darstellen. Bei geeigneter
Wahl des Hamilton-Operators fiir die Erwartungswertbildung erfolgt, kénnen diese Fluk-
tuationen als klein betrachtet werden. Unter diesem Gesichtspunkt lassen sich hohere
Wechselwirkungen vernachlissigen, so dass nur die fiir den Renormierungsprozess wich-
tigen Kopplungen beriicksichtigt werden. Aufgrund dessen ist der Hamilton-Operator
wihrend des gesamten Flusses forminvariant. Vom mathematischen Standpunkt aus
gesehen, erhélt man durch das Abschneiden der Wechselwirkungen ein geschlossenes
Gleichungsystem nichtlinearer DGLen.

4.4.1 Normalordnung des Elektronenanteils

Der Elektronenanteil kann mit Hilfe einer Normalordnung behandelt werden. Die Er-
wartungswertbildung wird bzgl. des effektiven Hamilton-Operators A, Gleichung (4.10),
erfolgen, der bilinear in den Elektronenoperatoren ist. Eine systematische Beschreibung
der Normalordnung findet sich in Anhang A. Das normalgeordnete Produkt aus Fermion-
Erzeuger und Fermion-Vernichter ist definiert durch

: czacqﬂ i= czacqg — N Okglap (4.16)

Das Schema der Normalordnung lésst sich, wie bereits erwidhnt, systematisch auf hohere
Operatorprodukte anwenden. Die Entkopplung des Antikommutators der Elektronen-
operatoren aus Gleichung (4.15) liefert dann
{: latas 37 ChaCop 3 =1 cloap = (1= 2n9) Spgbarst : ChugrCes = (1= 2nk) SrgGapr
+ (nk(l — nq) —+ nq(l — nk)) 5k/q6a/35kq/6aﬂ/
— 2 CLQCL'a’cqﬂcq’ﬂ’ : (417)

Der Kommutator des Elektronenanteils von Gleichung (4.15) wird durch die Normalord-
nung auf das folgende Resultat
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4 Flussgleichungen fiir das Kondo-Gitter-Modell

. Af N | J—. A f . . Af .
[. ckacqg o Ck,a,cqlﬂl ] =: CkaC(I'/J" : 5k’q5a’,3 — Ck,a,cqg s 5kq’5aﬂ’

+ (nk — nq) 6k’q5a’ﬂ5kq’5aﬂ’ (4.18)

reduziert. Der Erwartungswert n, ist bzgl. #H zu bilden, so dass mit ny die Fermi-Ver-
teilung

1

[ TER

(4.19)

bezeichnet ist. Das chemische Potenzial (Fermi-Energie) p wird als konstant voraus-
gesetzt, um spiter die Fiillung des Elektronenbandes festzulegen. Man beachte, dass
aufgrund der Faktorisierungsndherung die Flussgleichungen formal eine Temperaturab-
héngigkeit erhalten. Beschrinkt man sich auf Temperaturbereiche 7' < p, kann der Er-
wartungswert ny naherungsweise durch 6(u — &) ersetzt werden. Die Erwartungswerte
bzgl. des elektronischen Anteils des effektiven Hamilton-Operators sind spinunabhéingig.

Nach Durchfiihrung der Entkopplung der Vier-Fermionanteile des Kommutators bzw.

Antikommutators und der Verwendung der Relation 27 by g = Oy + zeu,,,\aaﬂ, wobei
mit €,,, der Levi-Civita-Tensor bezeichnet ist, folgt

1
[0 @, Ha (0] = 5= D7 S5+ 1)ty Ty = chycio

kpo

2]\72 Z Mg gk (N — ng) Sk—q - Sq—k

4N2 ZZ 77kp pq+7lqupk) Sk—p*Sp—gq C,Twcqa:

kpq o

4N2 ZZ 771cp pg T 77qp Tok) 1(Sk—p X Sp-q) " Tap : Cltacqﬂ :

kpq ap

4N2 Zznkp g (20 — 1) S_q - Oap Czacqﬁ :

kpq of
1
+ o Do D Mk 1Skeqri—g  (Tap X Twp) © ClaCasCloo Cap :
kpk'q" aBa’ B’

(4.20)
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Die erste Zeile ergibt sich aus einem lokalen Term S; - S; = S(S + 1) und liefert so-
mit einen Renormierungsbeitrag zu den Elektronenenergien. Der zweite Anteil ist eine
von den Elektronenoperatoren entkoppelte Wechselwirkung lokaler Spinmomente an un-
terschiedlichen Pldtzen. Dies ist die RKKY-Wechselwirkung, die mit H.(l) vertauscht
und daher dem Diagonalteil (1) des Hamilton-Operators zugeordnet werden kann. Die
dritte und vierte Zeile stehen im Zusammenhang mit den Wechselwirkungen H (1) und
Hp(l). Die fiinfte Zeile ergibt einen Renormierungsbeitrag zur Kondo-Wechselwirkung
H (1) der Ordnung O(J?). Die letzte Zeile beschreibt eine antisymmetrische Kopplung
zweier Elektronenspinoperatoren an ein einzelnes lokales Spinmoment. Dieser Term wird
im Weiteren vernachléssigt.

Die symmetrische Wechselwirkung H,,(l) enthélt Beitrige, die diagonal bzgl. des Ha-
milton-Operators #H,(l) der Leitungselektronen sind. Eine Entkopplung des Spinanteils
iiberfiihrt solche Terme in Renormierungsbeitrige zu den Elektronenenergien.

4.4.2 Hartree-Fock-Niherung des Spinanteils

Die Entkopplung der Spinoperatoren der Wechselwirkungen sieht eine Hartree-Fock-
Néherung (HF) fiir die Spinanteile vor, da diese nicht bzgl. eines bilinearen Hamilton-
Operators erfolgen kann. Die RKKY-Wechselwirkung des effektiven Modells . aus Glei-
chung (4.10) verbietet die Anwendung eines verallgemeinerten Wickschen Theorems. Die
in Gleichung (4.20) zu entkoppelnden Spinanteile sind die symmetrischen bzw. antisym-
metrischen Spinoperatorprodukte Sy, - S, , bzw. Sy_, x S,_, (zweite und dritte Zeile
in (4.20)), sowie der Spinoperator Sy_, (dritte Zeile).

Fiir die symmetrischen Spinoperatorprodukte wird eine Ndherung in der Form

tSk—pSpq:= Sk—p Spq— (Sk—p* Sp—#)0kq (4.21)

vorgenommen. Ein dhnliches Vorgehen ist z.B. bei Raas et al. zu finden [83]. Dort wurde
eine Normalordnung des Operators der Spin-Phonon-Kopplung eingefiihrt. Die Wech-
selwirkung, die in diesem Fall mit der Kopplung an Spinfluktuationen verbunden ist,
konnnte als klein betrachtet werden.

Die thermodynamische Erwartungswertbildung (Sy_,-S,_x) aus der Faktorisierung (4.21)
erfolgt, wie im Falle der Entkopplung des Elektronenoperatoranteils, bzgl. des effekti-
ven Modells #, also bzgl. #g, dem Hamilton-Operator der RKKY-Wechselwirkung. Die
Operatoren : S;_, - S,_, : stellen nun in diesem Zusammenhang Fluktuationen um den
Erwartungswert (Si_, - S,_x) dar.

In Vorgriff auf die Berechnung von Korrelationsfunktionen sei bereits hier bemerkt, dass
sich dieser Erwartungswert an entsprechender Stelle wiederfindet. In diesem Zusammen-
hang erhilt die hier vorgenommene Entkopplung der Spinoperatoren eine nachtrégliche
Rechtfertigung. Es zeigt sich, dass die oben definierte HF-N&herung mit der Erhaltung
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4 Flussgleichungen fiir das Kondo-Gitter-Modell

spezieller Summenregeln konsistent ist.

Analog zu obigem Schema ergéibe eine HF-Niherung des antisymmetrischen Spin-
operatorproduktes

: Sk—p X Sp_q = Sk—p X Sp_q - <Sk—p X Sp—k>6kq (422)

und hitte Erwartungswerte der Gestalt (S; x S;) zur Folge. Korrelationen dieser Form
treten u.a. bei langreichweitig spiraler Ordnung des Spinsystems auf. In der paramagne-
tischen Phase, die im Grenzfall kleiner J der Grundzustand des Kondo-Gitter-Modells
ist, tritt keine langreichweitige magnetische Ordnung auf, so dass fiir diese Erwartungs-
werte (S; X S;) = 0 angenommen werden kann.

Die gleiche Argumentation wird auf die Entkopplung des Spinoperators S; angewen-
det. Eine HF-Niherung der Form von Gleichung (4.21) fiir S; , letzte Zeile von Gleichung
(4.20), hétte die folgende Gestalt

Ein endlicher Erwartungswert (S;) wiirde jedoch aufgrund der Rotationsinvarianz des
Hamilton-Operators eine spontane Symmetriebrechung und somit langreichweitige ma-
gnetische Ordnung implizieren. Der hier betrachtete Parameterbereich kleiner Kopplun-
gen J, der von einer paramagnetischen Phase eingenommen wird, schliefit eine spontane
Brechung der Rotationssymmetrie aus. Daher wird im Weiteren (S;) = 0 angenommen.

4.4.3 Ergebnisse der Entkopplung

Die Betrachtungen der letzte beiden Abschnitte lassen sich nun zusammenfassen. Die
HF-N#herung fiir die von den Elektronenoperatoren entkoppelte RKKY-Wechselwir-
kung, zweiter Term in (4.20), liefert den folgenden Ausdruck

1
INZ Z n;quqk (nk —1g) Sk—p - Sp—g =
kq

1 1
IN2 angq*]qk (mk —ng) :Sk—q- Sk : +W anquqk (Sk—q - Sq-k) (ks — ng) (4.24)
kq kq

Mit dieser Ndherung ist der normalgeordnete Operator der RKKY-Wechselwirkung ver-
kniipft. Da diese eine Wechselwirkung der lokalen Momente untereinander darstellt und
mit dem elektronischen Anteil H.(!) kommutiert, wird sie als Teil des Diagonalanteils
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4.4 Entkopplungsnidherungen

Ho (1) behandelt. Dies trifft ebenfalls auf die Konstante zu, die sich aus der HF-Niherung
des symmetrischen Spinoperatorproduktes ergibt. Daraus folgt die bereits zu Beginn des
Kapitels angebene Form von Hy((), Gleichung (4.7).

Die Entkopplung des Spinanteils der symmetrischen Spin-Wechselwirkung, dritter
Term in (4.20), ergibt

1
el > (M Tng + My Tpk) Sk—p - Spq © ChoCoo © =

kpgo

1
N2 anJpJPk (Sk-p - Spk) : ChoCro :

kpq

1
+W Z (n,ngpq + nquka) 2 Sk_p - Spg it czacqg : o (4.25)
kpqo

Diese resultiert in einem Beitrag zur Renormierung der Einteilchenenergien der Lei-
tungselektronen zusitzlich zum Renormierungsbeitrag ~ S(S + 1) eines lokalen Anteils
S; - S;. Fiir die Renormierung der Einteilchenenergien der Leitungselektronen sind dem-
zufolge die Korrelationen der lokalen Momente aufgrund der effektiven Spin-Wechsel-
wirkung wichtig. Die Berechnung der Korrelationsfunktion S(k — p) = (Sg—p - Sp—k) ist
nicht trivial, da es unméglich ist, das Eigenwertproblem des Spinanteils Hg des effekti-
ven Modells (4.10) exakt zu 16sen. An dieser Stelle werden weitere Ndherungen fiir die
Berechnung der Korrelationsfunktion S(¢) notwendig sein. Eine detailliertere Beschrei-
bung des weiteren Vorgehens wird im néchsten Kapitel gegeben. Der zweite Term, der
die Fluktuationsoperatoren der Elektronendichte und Spinfluktuationen koppelt, geht
als effektive Wechselwirkung H /(1) in den Hamilton-Operator ein.

Die Gestalt der Operatorstruktur des Terms mit dem antisymmetrischen Spinopera-
torprodukt, Zeile vier von (4.20), dndert sich bei einer Entkopplung von Elektronen- und
Spinanteil nicht. Die Normalordnung des Elektronenanteils ergibt keinen neuen Beitrag,
da die Besetzungszahlen ny, die bzgl. des effektiven Hamilton-Operators #, Gleichung
(4.10), gebildet werden, spinunabhiingig sind. Aufgrund dessen verschwindet das Vek-
torprodukt der Spinoperatoren S;_, x S,_,. Die HF-N&herung des Spinanteils ergibt
wegen (S; x S;) = 0 ebenfalls keine neuen Beitriige, so dass dieser Term insgesamt in
der Gestalt aus Gleichung (4.20) als effektive Wechselwirkung Hp (/) in den Hamilton-
Operator eingeht.

Fiir die Entkopplung der Kondo-Wechselwirkung gelten die gleichen Schlussfolgerungen,
wenn man hier (S;) = 0 beriicksichtigt.
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4.5 Flussgleichungen fiir die Parameter des
Hamilton-Operators

Die vorangegangenen Betrachtungen erlauben nun die Bestimmung der Flussgleichungen
der Parameter des Hamilton-Operators. Die [-Abhéngigkeit wird hier aus Griinden der
Ubersichtlichkeit weggelassen. Alle in den Flussgleichungen auftretenden Griéfen sind
mit Ausnahme der Erwartungswerte ny und S(g) Funktionen des Flussparameters /.

Nach Durchfiihrung der entsprechenden Naherungen fiir die anderen Kommutatoren
von Gleichung (4.14) ergibt sich fiir die Flussgleichung der elektronischen Einteilchen-

energien (1)

d&k 1
= aN ; S(k = D) kp Jpk (4.26)

Mit S(k — p) ist der Erwartungswert S(k —p) = (Sx_, - Sp—x) aus der HF-Niherung
bezeichnet.

Die Renormierung der Kondo-Kopplung ergibt sich durch die Gleichung

aJ 1 1
d?q = _(610 — 8!1)77]@](1 + N Z <np - 5) (nkaJPq + /rfq]pka)
p

1 1
+ Z(nkaDpkq + anprqk) + = Z(nl?qupk + ngcp‘]pk)
AN . AN .
L (ni- D +n) D )—LZ(D Tk + 12 Jok)
AN Nkppp+a—k,a T Ngppp+k—q.k AN Nk,p+q—k,p?pk T Tlg,p+k—q,p’pk
P P
1 1
TN Z(nkaMpkq + 1 Mypgr) + SN Z(U%pka Sy
P P
1 1
+ N Z(nlgpMp,prk,q + ngpMp,p+qu,k) + SN Z(nlzc\jjp+q7k,pjpk + n%+qu,pjpk)
P P

(4.27)

Die RKKY-Wechselwirkung renormiert sich geméf der folgenden Flussgleichung
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kaq
dl

= (k= 1) Ty o (4.28)

Die Flussgleichung fiir die Konstante E,. hat die folgende Gestalt

dE, 1
kq

Die symmetrische Spin-Kopplung resultiert aus der Flussgleichung

AdMppq

1
7 = 5 My Tpa + oy ko) — (k= €0) Tipg (4.30)

Die antisymmetrische Spin-Kopplung erhélt im Rahmen der gemachten Ndherungen die
gleiche Renormierung wie die symmetrische Spin-Wechselwirkung

dDpye 1
7” = §(n;‘§pJpq + 0 Jkp) — (Ek — €q) Mg (4.31)

Die Renormierungsgleichungen der Spin-Kopplungen enthalten zusitzlich noch weitere
Terme aus den Kommutatoren [n™ (1), #;(1)], [n”(1),Hs(!)] usw., die nicht beriick-
sichtigt werden, da die Anteile n™ (1) und n”(l) des Generators bereits von der Ord-
nung O(J?) sind. Daher sind beide Wechselwirkungen gleich und Mj,,(1) = Dipg(l).
Fiir beide Wechselwirkungen kann daher ein einziger Parameter gewihlt werden. Erst
die Beriicksichtigung der hier vernachlissigten Beitrige fiihrt zu einer unterschiedlichen
Renormierung dieser Kopplungen. Desweiteren vereinfacht diese Ndherung die Renor-
mierungsgleichung der Kondo-Wechselwirkung

dJ 1 1
d_lq = —(ck — €q)Mq + N > (n,, - 5) (MpTpa + Mgy Tok)
p

3 3
+ SN - (nlngpkq + anpD;uqk) + SN zp:(nllc)qp‘];ﬂk + 77qupJplc)
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1 1
3N (Ulipr,pﬂLq—k,q + n;;]pr,Hk—q,k) T8N Z(n£p+q—k,p‘]Pk + n£p+k—q,p‘]1’k)
P P

(4.32)

An dieser Stelle seien noch einige formale Bemerkungen in Bezug auf den Flussglei-
chungsformalismus ergidnzt. Grundsitzlich gilt, dass die Renormierung der Parameter
des Hamilton-Operators fiir beliebige Dimensionen formuliert werden kann. Hier wurde
jedoch fiir die HF-Ndherung der Spinoperatoren ausgenutzt, dass ein eindimensionales
System betrachtet wird. Der Grundzustand dieses Systems wird in dem hier interessie-
renden Bereich kleiner Kopplung J von einer paramagnetisch metallischen Phase gebil-
det, die keine spontan gebrochene Symmetrie und somit keine langreichweitige Ordnung
besitzt. In hheren Dimensionen erscheint die Annahme langreichweitiger magnetischer
Ordnung sinnvoll. Die effektive RKKY-Wechselwirkung stabilisiert im Bereich kleiner
Kopplungen J magnetische Ordnung, wie in Abschnitt 2.2.2 erldutert wurde. Man kann
sowohl ferro- als auch antiferromagnetische Ordnung in Betracht ziehen. Die Flussglei-
chungen erhalten dann eine andere, u. U. komplexere Gestalt.

Ein weiterer wichtiger Punkt ist der nichtstorungstheoretische Charakter der DGLen.
Obwohl die Renormierungen der Parameter des Hamilton-Operators nur bis zur Ordnung
O(J?) beriicksichtigt wurden, ist dies keine stérungstheoretische Entwicklung nach der
Kondo-Kopplung J. Vielmehr muss davon gesprochen werden, dass gewisse Prozesse, die
mit den entsprechenden Wechselwirkungen verkniipft sind, durch die Aufintegration der
Flussgleichungen bis in unendlicher Ordnung aufsummiert werden. Die Renormierung
der Elektronenenergien verdeutlicht diese Aussage. Eine Storungstheorie bis in Ordnun-
gen O(J?) wiirde fiir Energien an den Bandkanten logarithmische Divergenzen aufweisen.
Diese werden im Rahmen der Aufintegration der Flussgleichung fiir die Elektronenener-
gien vermieden und liefern endliche Beitrige fiir Zustdnde an den Bandkanten.

Eine letzte Bemerkung betrifft die Konvergenz der Flussgleichungen bei Verwendung des
Wegnerschen Ansatzes fiir den Generator 7n(l). Wie bereits erwiihnt sichert die Definition
n(l) = [Ho(l), H1(1)] das Verschwinden der nichtentarteten Anteile von H; () im Limes
| — oo. Dies hat zur Folge, dass der Generator 7(l) fiir | — oo verschwindet. Da alle
Flussgleichungen formal durch die Gleichung (3.6) gegeben sind, verschwinden auch die
Renormierungsbeitrige im Laufe des Renormierungsverfahrens. Dies kann als ein steti-
ges Flielen in einen stabilen Fixpunkt interpretiert werden, da die Lésungen des DGL-
Systems stetige Funktionen des Flussparameters [ sind, und die Zuwichse bei | — oo
beliebig klein werden.

44



5 Analytische Beschreibung fiir das
Spinsystem des effektiven Modells

Die Losung der Flussgleichungen fiir die Parameter des Hamilton-Operators erfordert
die Berechnung der Spinkorrelationsfunktion (S,-S_,). Der Erwartungswert wird hierbei
mit dem effektiven, d.h. ausrenormierten Hamilton-Operator (4.10) gebildet. Da Spin-
und Elektronenoperatoren in diesem effektiven Modell entkoppelt sind, erfolgt die Erwar-
tungswertbildung demnach bzgl. des Hamilton-Operators der Spinwechselwirkung Hs,
der durch die RKKY-Wechselwirkung beschrieben wird. Da im Gegensatz zum effektiven
Hamilton-Operator der Elektronen %, keine exakte Losung des Eigenwertproblems des
Austauschoperators existiert, sind zur Berechnung der Korrelationsfunktion (S, - S_,)
weitere Ndaherungen notwendig.

5.1 Schwinger-Boson-Darstellung

In dem hier behandelten Fall des eindimensionalen Kondo-Gitters ist das System einer
Spinkette zu betrachten. Wie bereits bei der Ausfiihrung der Faktorisierungsnidherung
der Spinoperatorprodukte erldutert, sind fiir den hier betrachteten Grenzfall kleiner
Kopplungen J nur Anregungen in der paramagnetischen, rotationssymmetrischen Pha-
se, die keine langreichweitige Ordnung besitzt, interessant. Das Fehlen einer gebrochenen
Symmetrie legt eine rotationsinvariante Beschreibung des Eigenwertproblems nahe. Die
Darstellung der Spinoperatoren mit Hilfe von Schwinger-Bosonen tragen der Rotations-
invarianz des Hamilton-Operators Rechnung [95,96]. Fiir S = %-Spinoperatoren gilt

1
S = 5 Za;ra o) g (5.1)

oo’

Mit ¢, sind die Pauli-Spinmatrizen bezeichnet. Die Darstellung mittels zweier Sor-
ten von Schwinger-Bosonen entspricht der SU(2)-Symmetrie des Heisenberg-Hamilton-
Operators Hg aus Gleichung (4.10). Die Verallgemeinerung auf N Schwinger-Bosonen

A

entspricht demzufolge einer SU(/V)-Symmetrie.

Die Beschreibung des Spinsystems durch Bosonen a;,, a;-'a erfordert die Einfithrung
einer lokalen Nebenbedingung, um den Hilbertraum der Bosonen auf den physikalisch

relevanten Teilraum einzuschrinken.
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> alai, =28 (5.2)

Die weitere Behandlung des Spinsystems folgt im Wesentlichen dem Vorgehen von Trum-
per et al. [97] bzw. Ceccatto et al. [98]. Dabei werden die Felder

1
AZJ = 5 Zaawaﬁ = _Aji (53)
a
fiir antiferromagnetische und
1 i i
=9 ZaiaajU = Bji (5.4)
fiir ferromagnetische Korrelationen eingefiihrt, wobei & = —o und ¢ # j gilt. Hierbei sei

angemerkt, dass der Operator A;; antisymmetrisch bzgl. der Vertauschung von 4 und j
ist. Die Definition dieser Felder fiihrt schliefflich auf die rotationsinvariante Darstellung
der Spinwechselwirkung

Hs =Y Jy N(B}By) — Al A;; (5.5)
ij

Der Ausdruck N (O) bezeichnet das normalgeordnete Operatorprodukt von O, in dem
Sinne, dass die Bosonerzeugeroperatoren links der -vernichteroperatoren stehen.

5.2 Molekularfeld-Naherung

Der in den Bosonen biquadratische Hamilton-Operator wird im Weiteren im Rahmen
einer Molekularfeld-Theorie (Schwinger-Boson-Molekularfeld-Theorie, SBMFT) behan-
delt, wobei die Erwartungswerte der Felder B;; und A;; die Parameter der MF-Theorie
sind. Die lokale Nebenbedingung wird im Rahmen dieser Ndherung durch eine globale
ersetzt.

725 = Z (’YB(k) a']wa'ka - Z o 714 a’ka —ka alwa*kﬁ)

ko

+ZJ,] (Bij)? — (Ay)*) +2S AN (5.6)
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5.2 Molekularfeld-Nidherung

Diese Art der Ndherung, die auch als Sattelpunktsnéherung bezeichnet wird, ist exakt im
Grenzfall groBer N. Die hier vorliegende Symmetrie von Hg ist eine SU(2)-Symmetrie,
so dass N = 2 nicht als grofier Parameter bezeichnet werden kann. Die MF-Niiherung
kann daher u.U. wesentlich durch die vernachlissigten Fluktuationen beeinflusst sein.
Dennoch bietet diese Nidherung die Moglichkeit, die Korrelationsfunktion S(g) aus der
Faktorisierung der symmetrischen Spinanteile der effektiven Wechselwirkung (4.20) ana-
lytisch zu berechnen.

Die Groflen v4(¢) und v5(g) des entkoppelten Hamilton-Operators (5.6) sind durch
die folgenden Gleichungen gegeben.

va(q) = 3 Z Jij(Aij) €'t (5.7)
R;;
1 .
v8(q) = ) Z Jij(Byj) T (5.8)
R;;

Die Variable R;; bezeichnet hier den Abstand |R; — R;|.

Die Entkopplung der biquadratischen Terme ermdéglicht die Diagonalisierung des Ha-
milton-Operators vermittels einer Bogoljubov-Transformation. Eine detailliertere Aus-
fiihrung der Diagonalisierung findet sich in Anhang B. Alle daraus resultierenden Gréfien
wie Korrelationsfunktionen und Erwartungswerte kénnen im Rahmen dieser Ndherung
analytisch berechnet werden. Die Parameter (A;;) und (B;;) sowie der Lagrange-Pa-
rameter A ergeben sich aus den entsprechenden Sattelpunktsgleichungen, d.h. aus der
Minimierung der freien Energie. Diese sind durch

(Aij) = % Z ,Zj((qq)) sin g R;; (5.9)
(Bij) = % > % cos ¢ R;; (5.10)
S+ % = % Zq: 77353()@_ A (5.11)

gegeben, wobei w(g) = v/(78(¢) — A)%2 — 74(¢)? die Anregungsenergien des bosonischen
Systems sind. Das obige Gleichungssystem (5.9) - (5.11) erfordert eine selbskonsistente
Losung zur Bestimmung der MF-Parameter (4;;), (B;;) und des Lagrange-Parameters .
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Mit der Diagonalisierung des Spin-Hamilton-Operators Hg ist die Transformation

der Basis verbunden, die die urspriinglichen Schwinger-Boson-Operatoren az(.l) auf neue

Operatoren oy, und aLU abbildet. Die neuen Bosonen werden durch die alten wie folgt

dargestellt

Qe = Uk Qo + 10 Vg aT_ka_
R S
O, = Up Gy, — 10 Vg G_p5 (5.12)

Die Erhaltung der bosonischen Vertauschungsrelation ist durch die Wahl u; = cosh 6
und v = sinh 6, garantiert, wobei gilt

va(k)

tanh 20, = ————~—
(k) — X

(5.13)

Fiir die Parameter u; und v, der Bogoljubov-Transformation folgt dann

ug = \/M + % und vy = sgn(q/A(k))\/M — % (5.14)

2w(k) 2w(k)

Der statische Erwartungswert S(q) = (S, - S_,;) kann analytisch berechnet werden, und
ergibt zunéchst allgemein fiir alle Temperaturen

S(g) = %Xk: [cosh 2006 — Oesy) (Nk + %) <Nk+q + %) - ﬂ (5.15)

wobei mit den Groflen Ny die Besetzungszahlen der ai-Bosonen bezeichnet sind

Ny = (ofos) = (5.16)

eﬁw(k) —1

Im Rahmen dieser Arbeit werden die Grundzustandseigenschaften des Kondo-Gitter-
Modells untersucht, so dass man sich im Weiteren auf 7" = 0 beschrinken kann. Der
Grundzustand der SBMFT ist das Vakuum der ai-Bosonen solange kein Bose-Einstein-
Kondensat existiert. Ein solches Kondensat tritt bei dieser Néherung (MF-Theorie) bei
verschwindender Anregungsliicke in Erscheinung. Die makroskopische Besetzung eines
bestimmten Zustands mit Wellenvektor () ist mit einer langreichweitigen Ordnung und
demzufolge mit einer spontanen Symmetriebrechung verbunden. Der Bereich kleiner
Kopplungen J ist von einer paramagnetisch metallischen Phase bestimmt und weist
daher keine gebrochene Symmetrie auf. Der Grundzustand der SBMFT muss rotations-
symmetrisch im Spinraum sein, woraus in diesem Zusammenhang gefolgert werden kann,
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dass die Elementaranregungen w(q) eine endliche Anregungsliicke besitzen miissen und
daher fiir die bosonischen Besetzungszahlen der ai-Bosonen N, = 0 gilt. Die Korrelati-
onsfunktion S(¢) hat im Grundzustand die folgende Gestalt

S(q)7s = ﬁ 3 (cosh [2(0 — Orq)] — 1) (5.17)

k

Dieser Ausdruck fiir S(g) erlaubt eine Berechnung im Rahmen des Formalismus’ der
Flussgleichungen, da alle notwendigen Gréfien aus der Integration der DGLen gewonnen
werden koénnen. Die Korrelationsfunktion S(¢) kann jedoch erst nach der Integration der
DGLen berechnet werden. Die Renormierung des Hamilton-Operators ist daher einem
Selbstkonsistenzzyklus zu unterwerfen. Im Anschluss daran lassen sich alle interessieren-
den Groflen, wie statische und dynamische Korrelationsfunktionen, berechnen.
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6 Ergebnisse der Flussgleichungen des
Hamilton-Operators

Die Diskussion der Transformation des Hamilton-Operators wird in diesem Kapitel mit
der Betrachtung der Ergebnisse der numerischen Integration der Flussgleichungen fort-
gesetzt. Dies erfolgt fiir unterschiedliche Werte der Fiillung des Elektronenbandes n. und
der Kondo-Kopplung J des Ausgangsmodells. Zunéchst wird eine detaillierte Beschrei-
bung des numerischen Verfahrens gegeben, das zur Losung des DGL-Systems verwendet
wurde. Im Anschluss daran werden das Konvergenzverhalten und die Resultate fiir die
Parameter des Hamilton-Operators, d.h. die Einteilchenenergien der Elektronen und die
Wechselwirkungskonstanten, diskutiert. Dies schliefit auch die Ergebnisse der SBMFT
des Spinsystems des effektiven Modells, die statische Korrelationsfunktion S(g) und die
bosonischen Anregungen, ein.

6.1 Numerisches Verfahren

Die numerische Losung der Flussgleichungen des eindimensionalen Kondo-Gitter-Mo-
dells erfolgte im Wesentlichen in zwei Schritten. Der erste Schritt ist die Integration
der Flussgleichungen der Parameter des Hamilton-Operators, die mit einer selbstkonsi-
stenten Bestimmung der Korrelationsfunktion S(g) einhergeht. Im Anschluss an diesen
Selbskonsistenzzyklus folgt in einem zweiten Schritt die Integration der Operatortrans-
formation, die zur Berechnung statischer und dynamischer Korrelationsfunktionen und
Erwartungswerte benotigt wird. Dieser Schritt wird in den letzten beiden Kapiteln dis-
kutiert.

Festlegung des Generators Die numerische Integration des DGL-Systems (4.26),
(4.28), (4.29), (4.31) und (4.32) erfordert zunéichst die Wahl eines speziellen Generators,
also der Funktionen 7y (1) und 7g (I). In Kapitel 3 wurden verschiedene Ansiitze fiir
die Generatoren der kontinuierlichen unitéren Transformation, ihre Vor- und Nachteile
erortert. Die Aufintegration des vorliegenden DGL-Systems erfolgt unter Verwendung
des Wegnerschen Ansatzes mit () = [Ho(l), H(l)]. Der diagonale Anteil Hy(l) wird
durch den Elektronenanteil #.(l) gebildet. Der Spinanteil Hg(l) von Hy(l) wird hierbei
vernachléssigt, da dieser Terme mindestens von der Ordnung O(J?3) im Generator n(l)
zur Folge hitte. Diese Terme wiirden in den Flussgleichungen wiederum auf Korrekturen
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6 Ergebnisse der Flussgleichungen des Hamilton-Operators

mindestens der Ordnung O(J*) fiihren. Fiir die Funktionen 7/ (1) und 7, (I) gilt dann
Mig(l) = (ex(l) = £4(1)) Jkq (1) (6.1)

Mkpg (1) = (€(1) = £4(1)) Dipq (1) (6.2)

Die Energiedifferenz ey (1) —,(/) definiert eine fiir das entsprechende Matrixelement cha-

rakteristische Energieskale. Der Flussparameter [ hat demnach die Dimension Energie™2.

Numerik Die numerische Losung des DGL-Systems erfolgte mit Hilfe eines Runge-
Kutta-Zyklus’ (RK-Zyklus) unter Einbeziehung einer adaptiven Schrittweitensteuerung
mittels der Einbettungsformeln nach Prince-Dormand 4./5. Ordnung [99]. Eine detail-
liertere Darstellung des numerischen Verfahrens befindet sich in Anhang E. Die in die
DGLen eingehenden Erwartungswerte S(g) und ny sind bzgl. des effektiven Hamilton-
Operators H gebildet. Dies erforderte eine selbstkonsistente Berechnung dieser Grofen.
Den weitaus stirksten Einfluss auf die Integration des DGL-Systems hat die Korrela-
tionsfunktion S(g), deren Berechnung aus der RKKY-Wechselwirkung xj, mittels der
in Kapitel 5 ausgefiihrten SBMF'T erfolgte. Dies erforderte eine hinreichend genaue Be-
rechnung der Parameter xj, in jedem Schritt des Selbstkonsistenzzyklus’. Fiir die Festle-
gung eines Konvergenzkriteriums des Parameters xx, (/) wurde das Konvergenzverhalten
der Funktion X?(I) = 5z Y-, [xkq(!)|* betrachtet. Der Parameter x,(l) wurde als aus-

konvergiert angesehen, wenn die Anderung der GroBe X (1) bzgl. des Flussparameters
IAX(1)|/Al < 2...2.5x107° betrug. Der maximale Flussparameter wurde mit [ = 1000
festgelegt. Die Vielzahl zu l6sender DGLen und die selbstkonsistente Berechnung der
Funktionen S(g) und ny beschrinkte die GroBe des Systems auf N = 120 Gitterplétze.
Die Gitterkonstante a, die fiir Elektronen und lokale Spinmomente gleich sein soll, wird
im Weiteren a = 1 gesetzt. Unter Verwendung periodischer Randbedingungen wurde fiir
die Dynamik der Leitungselektronen im Ausgangsmodell (2.2) eine Dispersionsrelation
der Form ¢, = 1—cos k angenommen. Dies entspricht einer Tight-Binding-N&herung mit
t = 1/2 und dem Energienullpunkt am Bandboden. Die Bandbreite betrigt demnach
W =4t =2.

6.2 Wechselwirkungen 7 ;(I) und Hp(I)

Entscheidend fiir das Renormierungsverhalten der Wechselwirkungskonstanten ist die
Wahl des Generators 7(l) der unitéiren Transformation. Bei der Diskussion der Genera-
torwahl in Abschnitt 3.2 ist bereits erortert worden, dass der hier verwendete Wegnersche
Ansatz, der durch den Kommutator n(l) = [Ho(l), ()] definiert ist, die Ausintegrati-
on der Wechselwirkungsanteile sicherstellt. Einschriankungen dieses Verhaltens betreffen
Matrixelemente, die Ubergiinge zwischen entarteten Zustinden vermitteln. Diese werden
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6.2 Wechselwirkungen H (1) und Hp(l)

l T T T T
— Jt=05
081 =1 1
— Jt=15
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Flussparameter |

Abbildung 6.1: Abh#ngigkeit der Grofie J (1) vom Flussparameter | (Definition im Text),
normiert auf die unrenormierte Kopplung J, fiir n, = 2/3

im Rahmen dieses Verfahrens u.U. renormiert, aber nicht notwendigerweise ausintegriert.
Die Renormierung der Kondo- sowie der effektiven Spin-Wechselwirkungen wird in die-
sem Abschnitt diskutiert.

In Abbildung 6.1 ist die Abhiingigkeit der Kondo-Wechselwirkung J,(l) vom Fluss-
parameter [ fiir eine feste Fiillung n, = 2/3 des Elektronenbandes, aber verschiedene
Anfangswerte der Kopplung Ji, (I = 0) = J dargestellt. Aus Griinden der Ubersichtlich-
keit wurde hier die GréBe J (1), definiert durch J?(1) = w7 Y.y, [Jrq(I)|*, berechnet und
auf die Kopplungstéirke J des Ausgangsmodells normiert. Die Abnahme der renormier-
ten Matrixelemente der Kondo-Kopplung wird deutlich sichtbar. Fiir kleine Werte von J
fallt diese allerdings schwécher aus als bei gréfleren Werten. Dies ist auf die Kopplung mit
der Renormierung der effektiven Wechselwirkungen H (1) bzw. Hp(l) zuriickzufiihren,
deren Einfluss sich mit wachsendem J verstirkt. Desweiteren zeigt sich ein Sattigungs-
verhalten im Grenzfall [ — oo. Der Grund hierfiir liegt darin, dass die Grofle J auch
Matrixelemente Jy,(I) enthilt, die Ubergiinge zwischen entarteten Zustinden vermit-
teln. Wie oben bereits erwéhnt, erfahren diese Matrixelemente lediglich eine von Null
verschiedene Renormierung. Die Geschwindigkeit der Konvergenz wird u.a. durch Ma-
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Abbildung 6.2: Abhéngigkeit der Gréfie D(I) vom Flussparameter [ (im Text definiert),
normiert auf die halbe Bandbreite 2¢, fiir n, = 2/3

trixelemente, die Uberginge zwischen energetisch nahe beieinanderliegenden Zustéinden
vermitteln, besonders stark beeinflusst. Die geringe Energiedifferenz ist mit einer klei-
nen Energieskale verkniipft, d.h. die Ausintegration erfolgt erst mit grolen Werten des
Flussparameters .

Das Renormierungsverhalten des Parameters der effektiven Wechselwirkungen kpq(1)
ist in Abbildung 6.2 dargestellt. Auch hier ist aus Griinden der besseren Ubersicht-
lichkeit anstelle der Wechselwirkungen selbst die Gréfie D(1), definiert durch D?(1) =
N3 2okpq | Drpg(1)|?, berechnet worden. Die Abhéingigkeit von D(I) vom Flussparameter
unterscheidet sich qualitativ vom Verhalten der Kondo-Wechselwirkung, da es sich bei
den Spin-Kopplungen um effektive Wechselwirkungen handelt. Diese werden im Laufe
des Renormierungsverfahrens zunéchst erzeugt, mit wachsendem Flussparameter [ je-
doch aufgrund des Terms — (g — £4)?Dypq in der DGL (4.31) heraustintegriert. Wie im
Falle der Kondo-Wechselwirkung geschieht dies bei groflen Werten von J schneller, bei
kleinen hingegen langsamer, da der Einfluss des Terms — (e —&,)? Dy, erst bei grofieren
J stiarker wird. Fiir sehr kleine Werte von J ist die Ausintegration der effektiven Wech-
selwirkungen erst bei sehr groen Werten von [ zu erwarten. Qualitativ sollte das Re-
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Abbildung 6.3: Abhéngigkeit der GréBle X (I) vom Flussparameter [ (im Text definiert),
normiert auf die halbe Bandbreite 2¢, fiir n, = 2/3

normierungsverhalten fiir alle J gleich sein. Die entsprechende effektive Wechselwirkung
wichst zunédchst an, wobei gleichzeitig auch der stets negative Beitrag zur Renormierung
—(ex — sq)Zkaq grofler wird und Dy, schliefflich verschwinden sollte. Dieses Verhalten
der effektiven Wechselwirkungen schlégt sich aufgrund der Kopplung mit der Renormie-
rung der Kondo-Wechselwirkung in dem bereits beschriebenen Konvergenzverhalten der
Grofle J nieder.

6.3 RKKY-Wechselwirkung

Die Entkopplung von Spin- und Elektronenoperatoren fiihrt im Fixpunkt der konti-
nuierlichen unitiren Transformation auf den effektiven Hamilton-Operator (4.10), der
mit der RKKY-Wechselwirkung eine Kopplung der lokalen Spinmomente enthélt. Diese
wird im Zusammenhang mit der Ausintegration der Kondo-Kopplung als eine effektive
Wechselwirkung generiert und ist diagonal in den Einteilchenenergien der Elektronen.
Das effektive Modell ist fiir die Berechnung der Korrelationsfunktion S(¢) und den Er-
wartungswerten ny, die als Parameter in die Flussgleichungen eingehen, von zentraler
Bedeutung. Die Korrelationsfunktion S(q), die bzgl. des Hamilton-Operators der RKKY-
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Abbildung 6.4: Fouriertransformierte der RKKY-Wechselwirkung Z(q) fiir verschiedene
Werte von n, und J

Wechselwirkung gebildet wird, ist eine der wichtigsten und einflussreichsten Gréfien im
Zusammenhang mit der Losung des DGL-Systems und der Bildung von Erwartungs-
werten und Korrelationsfunktionen. Daher ist die moglichst genaue Berechnung des Pa-
rameters der RKKY-Wechselwirkung xy,(/) von besonderer Bedeutung. Abbildung 6.3
zeigt das Konvergenzverhalten der bereits eingefithrten GroBe X2(1) = w2 >, [Xrq(l)[*-
Im Vergleich mit der relativ langsamen Konvergenz der effektiven Wechselwirkungen
erreicht X'(1) schnell seinen ausrenormierten Wert.

Aus dem ausrenormierten Parameter der RKKY-Wechselwirkung Xy, ldsst sich die
Fouriertransformierte Z(q) der ortsabhingigen Kopplungskonstanten Z;; iiber die Rela-

tion I(q) = ~ 3", Xk,k+q gewinnen, die in Abbildung 6.4 fiir unterschiedliche Fiillungen

ne und Kop;j)\iungen J dargestellt ist. Die Minima dieser Funktion bilden die typischen
2k%-Komponenten der RKKY-Kopplung, die sich aufgrund der Dichtefluktuationen der
Leitungselektronen ergeben, wobei der Fermi-Wellenvektor der Leitungselektronen iiber
k% = ner/2 mit der Fiillung des Bandes verkniipft ist. Die Gréfilenordung der Kopp-
lungskonstanten ist bei den hier verwendeten Werten von J noch klein gegeniiber der
effektiven Bandbreite der Elektronenoperatoren. Dies hat, wie spéiter zu sehen sein wird,

unmittelbare Konsequenzen fiir die mit den Elementaranregungen verbundene Energie-
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Abbildung 6.5: Ortsabhéngigkeit der RKKY-Wechselwirkung Z;; als Funktion des Ab-
standes |R; — R;| fir J/t = 1.5 und n, = 9/10

skale. Ein weiteres Ergebnis der Renormierung ist die Unterdriickung der langwelligen
Komponenten ¢ ~ 0. Dies duflert sich in der Orstabhingigkeit der RKKY-Kopplung,
die in Abbildung 6.5 gezeigt ist. Der oszillatorische Charakter der Wechselwirkung ist
deutlich erkennbar, allerdings sind die ferromagnetischen Kopplungen aufgrund der oben
genannten Eigenschaften von Z(g) fiir die hier verwendeten Fiillungen unterdriickt.

6.4 Elementaranregungen und
Korrelationsfunktion des Spinsystems Hg

Die Rolle der Korrelationsfunktion S(¢) bei der Losung des DGL-Systems ist bereits
mehrfach unterstrichen worden. Ihre analytische Berechnung im Rahmen der Ndherung
der SBMFT wurde in Abschnitt 5.2 erértert. Fiir die selbstkonsistente Losung der Glei-
chungen (5.9) - (5.11) konnten aus Konvergenzgriinden nicht alle Kopplungen Z;; der
ortsabhéngigen RKKY-Wechselwirkung beriicksichtigt werden. Lediglich die Kopplun-
gen mit den kleinsten Abstéinden (néchste, iiberndchste ... Nachbarn) gingen in das
Gleichungssystem ein. Allerdings wurde die jeweils maximal mogliche Anzahl von Kopp-
lungen Z;; verwendet, die konvergente Losungen des Selbstkonsistenzproblems ergaben.
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Abbildung 6.6: Korrelationsfunktion S(q)

Deren Zahl lag typischerweise in Bereichen < 10. Die Ergebnisse der selbstkonsistent
aus den Paramtern des effektiven Hamilton-Operators berechneten Korrelationsfunk-
tion S(g) sind in Abbildung 6.6 dargestellt. Fiir zwei verschiedene Fiillungen n. des
Elektronenbandes zeigen die Korrelationsfunktionen jeweils einen dominanten Peak bei
q = 2k% = n,m. Die ferromagnetische Komponente ¢ = 0 verschwindet, wie aus Glei-
chung (5.15) sofort ersichtlich ist. Die ausgeprigte Peakstruktur von S(g) erklért sich
weiter unten aus der Diskussion der Elementaranregungen des Spinanteils Hg des ef-
fektiven Modells. Der besonders scharfe Peak bei ¢ = 2k% = n.m hat weitreichende
Konsequenzen in Bezug auf die Renormierung insbesondere der Einteilchenenergien, die
weiter unten betrachtet werden. Grofien Einfluss haben diese Resultate ebenfalls auf die
Operatortransformation und die Berechnung von Erwartungswerten und Korrelations-
funktionen.

Die oben geschilderte Herangehensweise zur Berechnung des Eigenwertproblems des
Spinanteils Hg des effektiven Hamilton-Operators lieferte jedoch nicht fiir alle Fiillungen
n. des Elektronenbandes Losungen. Daher ist das hier verwendete Renormierungsver-
fahren mit den Niherungen fiir das Spinsystem von 7 nur in einem eingeschrinkten
Bereich des Phasendiagramms anwendbar. Fiir Fiillungen von n, = 1/2 (Viertelfiillung)
und darunter waren keine Losungen des Gleichungssystems (5.9) - (5.11) zu finden. Die
mit abnehmender Fiillung n. stirker werdenden ferromagnetischen Komponenten der
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Abbildung 6.7: Elementaranregungen &, fiir n, = 2/3 und zwei verschiedene Kopplungen
J. Links: J/t = 0.5. Rechts: J/t = 1.5. Man beachte die unterschiedlichen
Skalen in Einheiten der halben Bandbreite 2¢

RKKY-Wechselwirkung bereiten Schwierigkeiten im Auffinden von Losungen der Sat-
telpunktsgleichungen der SBMFT.

Die analytische Beschreibung des Spinanteils s von H im Rahmen der SBMFT
erlaubt indessen auch die Berechnung der Elementaranregungen. Die Dispersionsrelati-
on der bosonischen Anregungen (Schwinger-Bosonen) @, ist in Abbildung 6.7 fiir eine
feste Fiillung n, = 2/3 und zwei Werte von J gezeigt. Die GréBenordnung dieser Anre-
gungsenergien ist, wie bei der Diskussion der RKKY-Wechselwirkung bereits erwihnt,
klein - verglichen mit der effektiven Bandbreite der renormierten Einteilchenenergien der
Elektronen. Erst bei sehr grolen Werten von J erreicht die Energieskale der Schwinger-
Bosonen eine mit der effektiven Bandbreite der Elektronen vergleichbare Gréfienord-
nung. Ein weiteres Merkmal der Elementaranregungen von Hg ist die sehr kleine, aber
endliche Energieliicke, die bei Werten ¢ = k% bzw ¢ = k% mod m, in Abhéngigkeit
von den Parameterwerten J und n., zu finden ist. Diese kleine Energieliicke ist fiir den
stark ausgepréigten Peak in der Korrelationsfunktion S(g) verantwortlich. Aus Gleichung
(5.13) wird ersichtlich, dass die antisymmetrische Funktion 6y fiir ¢ = k% mod 7 ihren
grofiten Wert erreicht, der mit kleiner werdender Energieliicke divergiert. Die Argumente
0r und 6y, der Gleichung (5.15) fiir S(¢) addieren sich fir ¢ = 27 — 2k§, und liefern
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Abbildung 6.8: Abhéngigkeit der Gréfie £(1) (im Text definiert) vom Flussparameter [
fiir n. = 2/3

somit bei diesem Wellenvektor den grofiten Beitrag in der Korrelationsfunktion S(g).
In der kleinen, aber noch endlichen Energieliicke manifestiert sich der rotationssymme-
trische Grundzustand von Hg. Eine verschwindende Energieliicke bei einem Wert ¢ = @)
hétte im Rahmen der SBMFT eine Divergenz fiir S(¢ = @) zur Folge. Dies signalisiert
jedoch die Ausbildung einer langreichweitigen magnetischen Ordnung, die, wie bereits
diskutiert, in eindimensionalen Systemen mit Ausnahme ferromagnetischer Ordnung bei
T = 0, ausgeschlossen ist.

6.5 Elektronenenergien

Den Abschluss der Diskussion der Transformation des Hamilton-Operators bildet die
Betrachtung der Renormierung der Einteilchenenergien der Elektronenoperatoren &, des
effektiven Hamilton-Operators 7. Das Renormierungsverhalten wird anhand der in Ab-
bildung 6.8 dargestellten Grofe £ (1), definiert durch £2(1) = + >, |ex|? untersucht. Diese
konvergiert dhnlich schnell wie X'(/) und néhert sich bei vergleichbar kleinen Werten von
[ ihrem renormierten Wert. Mit & ist auch der Erwartungswert n, verbunden, der die

bzgl. £, definierte Fermi-Verteilung darstellt. In diesem Zusammenhang ist festzustellen,
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Abbildung 6.9: Einteilchenenergien & fiir verschiedene Kopplungsstirken J bei n, =
2/3. Links: J/t = 0.5. Rechts: J/t = 1.5

dass die Parameter des effektiven Hamilton-Operators, das sind die Einteilchenenergien
der Elektronen £4(/) und die Kopplungskonstante xz,(l) der RKKY-Wechselwirkung,
relativ schnell ihre renormierten Werte erreichen, verglichen mit den Wechselwirkungs-
termen Jy, (1), Mpe(l) bzw. Dyye(l).

Die Ergebnisse der ausrenormierten Werte &5 sind in Abbildung 6.9 fiir eine feste
Fiillung n, = 2/3 des Elektronenbandes dargestellt. Bei kleinen Werten von J ist nur
eine geringe Renormierung vorhanden, die in einer Verbreiterung des Bandes, d.h. einer
Vergroflerung der effektiven Bandbreite resultiert. Der nichtstoérungstheoretische Cha-
rakter der kontinuierlichen unitdren Transformation &uflert sich hier in der geringen
Renormierung der elektronischen Einteilchenenergien im Grenzfall J — 0. Wiirde man
sich bei der Renormierung der Einteilchenenergien der Elektronen lediglich auf die 2.
Ordnung der Stérungstheorie beschrinken, ergében sich logarithmische Divergenzen an
den Bandkanten. Die kontinuierliche unitire Transformation hingegen liefert im Grenz-
fall kleiner J im Wesentlichen die Dispersionsrelation des unrenormierten Bandes. Mit
zunehmenden Kopplungsstéirken J ist auch eine stirkere Renormierung der Einteilchen-
energien der Elektronen verkniipft, die eine deutliche Verbreiterung des effektiven Bandes
zur Folge hat.
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6 Ergebnisse der Flussgleichungen des Hamilton-Operators

Ein weiterer Aspekt der Renormierung ergibt sich fiir die Einteilchenenergien in der
Nihe der Fermi-Kante des urspriinglichen Modells. Diese weisen dort fiir groflere Werte
von J eine verringerte Zustandsdichte auf, die jedoch keiner echten Energieliicke ent-
spricht, sondern vielmehr eine Art Pseudogap-Verhalten ist. Ein &hnliches, allerdings
weniger stark ausgeprigtes Verhalten findet sich auch bei k¥ = 7 — k%. Dieses Verhal-
ten resultiert aus dem Einfluss des schmalen Peaks in der Korrelationsfunktion S(g) bei
g = 2k$,.. Eine Divergenz in dieser Funktion, wie sie im Falle langreichweitiger magne-
tischer Ordnung vorhanden wire, hiitte eine echte Liicke zur Folge. Dies ist konform
mit der MF-Niherung nach Fazekas [38] (Abbildung 2.5, links) in Abschnitt 2.3, deren
Ausgangspunkt eine Spindichtewelle der lokalen Spinmomente ist. Dies verdeutlicht den
grofien Einfluss der Korrelationsfunktion S(g) auf die Ergebnisse der Renormierung der
Einteilchenenergien, der sich auch bei der Operatortransformation bemerkbar macht.

6.6 Resumée

Dieses Kapitel betrachtete die Renormierung der Parameter des Hamilton-Operators.
Von besonderem Interesse war dabei die Renormierung des effektiven Modells #, das
aus entkoppelten Spins und Elektronen besteht. Das Spinsystem Hs wurde durch die
Korrelationsfunktion S(¢) und die Elementaranregungen @&, charakterisiert, die neben
den Einteilchenenergien der Elektronen &; berechnet wurden. Weiterhin wurde gezeigt,
dass die effektiven Wechselwirkungen Mj,,(l) und Dyye(l) aufgrund des Wegnerschen
Ansatzes fiir den Generator der kontinuierlichen unitéren Transformation im Grenzfall
[ — oo ausrenormiert werden.

Die Fouriertransformierte 7(q) der RKKY-Wechselwirkung zeigte ein Minimum bei
q = 2k%, mit k% dem Fermi-Wellenvektor der Elektronen, wihrend die ferromagneti-
sche Komponente ¢ = 0 verschwand. Groflere Kopplungsstirken J hatten lediglich eine
Anderung der Energieskale der RKKY-Wechselwirkung zur Folge.
Die Behandlung des Spinsystems g des effektiven Modells erfolgte mit Hilfe einer
SBMFT, die die analytische Berechnung von S(g) und @, erméglichte. Der Giiltigkeits-
bereich der SBMFT erstreckte sich auf Bereiche der Bandfiillung mit n. > 1/2 (Vier-
telfiillung). Fiir Werte von n. < 1/2 konnte keine Losung der SBMFT gefunden werden.
Dies schriankt die hier verwendete Flussgleichungsmethode im Rahmen der durchgefiihr-
ten Niherungen auf einen Parameterbereich mit Bandfiillungen von n, > 1/2 ein.
Die mit den Losungen der SBMFT verbundenen Elementaranregungen @, zeigten eine
kleine, aber endliche Energieliicke, die in der Korrelationsfunktion S(g) einen dominan-
ten Peak bei ¢ = 2k% zur Folge hat. Die Anderung der Energieskale der Fouriertransfor-
mierten /(q) der RKKY-Wechselwirkung mit wachsender Kopplung resultierte in einer
Anderung der Energieskale der Elementaranregungen Wq, so dass die Korrelationsfunkti-
on S(g) keine signifikante Anderung bei wachsendem .J erfuhr. Die Charakteristika von
S(q), die ausgeprigte Peakstruktur bei ¢ = 2k% und die Stabilitit bzgl. der Kopplung J,
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haben unmittelbare Konsequenzen fiir die in den néchsten Kapiteln zu untersuchenden
Erwartungswerte und Korrelationsfunktionen.

Die Renormierung der Einteilchenenergien der Elektronen ¢(k) ergab eine Vergrofierung
der effektiven Bandbreite und ein pseudogap-artiges Verhalten in der Dispersionsrelation
bei k = k% und k£ = m — k$,, das eine Folge des dominanten Peaks in der Korrelations-
funktion S(gq) war.
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7 Berechnung statischer und dynamischer
Groflen

Physikalisch relevante Aussagen iiber die Eigenschaften eines Modells lassen sich aus der
Berechnung von Korrelationsfunktionen und Erwartungswerten gewinnen. Dies ist in Be-
zug auf das Kondo-Gitter-Modell z.B. die Charakterisierung des magnetischen Zustands
der lokalen Momente oder die Zustandsdichte der Leitungselektronen. Die Transforma-
tion des Hamilton-Operators mittels der Flussgleichungsmethode ist ein notwendiger
Schritt, der jedoch allein noch keine hinreichende Aussagekraft besitzt. Er dient aber
als Grundlage fiir die Berechnung experimentell zugidnglicher und somit verifizierbarer
Groflen.

Im folgenden Abschnitt werden statische und dynamische Korrelationsfunktionen fiir
die Beschreibung des Kondo-Gitter-Modells berechnet. Zunéchst wird daher die Erwei-
terung der Flussgleichungsmethode auf die Transformation beliebiger Operatoren disku-
tiert. Anschlieflend werden unter Verwendung der Transformationen von Elektronen- und
Spinoperatoren statische und dynamische Korrelationsfunktionen, wie die Impulsvertei-
lung und die Zustandsdichte der Elektronen, oder die statische Korrelationsfunktion
und der dynamische Strukturfaktor der lokalen Spinmomente im Rahmen der Fluss-
gleichungsmethode berechnet. Die Ergebnisse und Schlussfolgerungen werden in einem
eigenen Kapitel diskutiert.

Bisherige Arbeiten, die die Eigenschaften des eindimensionalen Kondo-Gitter-Modells
untersuchten, beschrinkten sich lediglich auf statische Gréflen wie die Korrelations-
funktion der lokalen Spinmomente oder die Impulsverteilung der Leitungselektronen.
Die Berechnung dynamischer Korrelationsfunktionen stellt somit eine Erweiterung und
Neuerung gegeniiber bisherigen Untersuchungen dar. Von besonderem Interesse sind
hierbei die Einteilchen-Green-Funktion der Elektronen, die Aussagen iiber die elektro-
nische Zustandsdichte erlaubt, und die dynamische Suszeptibilitit der lokalen Momente
zur Charakterisierung der magnetischen Anregungen.

7.1 Erwartungswerte und Korrelationsfunktionen
im Formalismus der Flussgleichungsmethode

Das Ziel der Anwendung einer kontinuierlichen unitdren Transformation im Rahmen der
Flussgleichungsmethode ist die Diagonalisierung bzw. Vereinfachung des urspriinglichen
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Hamilton-Operators. Im Zuge dieser Transformation vereinfacht sich die Berechnung von
Erwartungswerten, da diese mit Hilfe des effektiven Modells gebildet werden kénnen. Der
renormierte Hamilton-Operator beschreibt jedoch nicht die realen Freiheitsgrade, deren
Korrelationsfunktionen berechnet werden sollen, sondern vielmehr effektive Freiheitsgra-
de. Die Operatoren, die reale Teilchen, wie Elektronen, beschreiben, sind daher unter
Anwendung der kontinuierlichen unitdren Transformation auf diese effektiven Freiheits-
grade abzubilden. Im Rahmen der Flussgleichungsmethode erfordert dies ein analoges
Schema zum Vorgehen bei der Renormierung des Hamilton-Operators. Die Abbildung
der realen auf die effektiven Freiheitsgrade ist dann durch Flussgleichungen entsprechen-
der Parameter der Operatortransformation charakterisiert.

Eine Eigenschaft unitdrer Transformationen ist die Invarianz unter der Spurbildung.
Fiir den statischen thermodynamischen Erwartungswert eines Operators A gilt bei An-
wendung einer unitidren Transformation

Sp [e 7% A] Sp [e’fm Z/{AZ/IT} Sp [efﬁﬂ fi]
(4) = Sp [e=##] = Sp [e—ﬁf{] - Sp [e—ﬂ’,f[]

(7.1)

Die Erwartungswertbildung bzgl. des renormierten Hamilton-Operators H = UHUT
erfordert daher eine Transformation des Operators A. Der transformierte Operator
A =UAU' ist im Allgemeinen durch die Freiheitsgrade des effektiven Modells beschrie-
ben. Im Fall des Kondo-Gitter-Modells ist der renormierte Hamilton-Operator (4.10)
durch die Entkopplung von Spin- und Elektronenoperatoren ausgezeichnet. Die Spurbil-
dung separiert daher in unabhéngige Spuren iiber beide Freiheitsgrade.

Diese Aussagen bzgl. statischer Erwartungswerte konnen ohne Weiteres auf dyna-
mische Korrelationsfunktionen verallgemeinert werden. Formal stellt sich dieser Zusam-
menhang fiir die zeitabhéngige Korrelationsfunktion unter Anwendung einer unitédren
Transformation wie folgt dar (A = 1)

Sp [e~# et Ae=Ht g Sp [efﬁﬂe”:“ UAUT e~ LIBZ/IT]
A(t)B) = = .
(A@)B) —— ST

Sp [e—ﬂft it ] o—ifit B]
= . (7.2)
Sp [e ##]

Die Dynamik der Operatoren im Heisenbergbild ist durch den effektiven Hamilton-Ope-
rator gegeben. Ist dieser diagonal, separiert die Dynamik der Freiheitsgrade, und Kor-
relationsfunktionen lassen sich so erheblich einfacher berechnen.
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Die Transformation eines beliebigen Operators A muss dementsprechend in &qui-
valenter Weise zur Renormierung des Hamilton-Operators durch eine Flussgleichung
formuliert werden. Die infinitesimale Transformation des Operators A ist durch die Dif-
ferentialgleichung

=, A0) (73)

gegeben. Die fritheren Flussgleichungen fiir den Hamilton-Operator erhilt man wieder,
falls A = H gesetzt wird. Der Generator n(l) in (7.3) ist dementsprechend identisch mit
dem Generator der unitdren Transformation fiir den Hamilton-Operator. Jeder Opera-
tor wird eine Funktion des Flussparameters [ und setzt sich im Allgemeinen aus den
Freiheitsgraden des renormierten Hamilton-Operators zusammen. Dies kann zu kompli-
zierten Operatorstrukturen fiihren, so dass ein dem Vorgehen bei der Renormierung des
Hamilton-Operators dquivalentes Entkopplungsschema angewendet werden muss. Die
Giite dieser Ndherungen lésst sich z.B. anhand von Summenregeln kontrollieren.

7.2 Operatortransformation im Kondo-Gitter-
Modell

Die Uberlegungen des letzten Abschnitts werden nun auf das Kondo-Gitter angewandt.
Fiir die Charakterisierung der Grundzustandseigenschaften sind Korrelationsfunktionen
zwischen Leitungselektronen und lokalen Spinmomenten von Relevanz. Die Operatoren
dieser Freiheitsgrade cg,) und S; werden im Zuge des Renormierungsverfahrens der glei-
chen unitaren Transformation wie der Hamilton-Operator zu unterwerfen sein. Zunéchst
wird untersucht, welche Korrekturterme sich aus der Vertauschung des Generators 7n(l)
aus Gleichung (4.11) mit den Elektronen- und Spinoperatoren ergeben und im Anschluss
daran die notwendigen Ndherungen besprochen.

7.2.1 Transformation der Elektronenoperatoren

Der Kommutator von 7(l), Gleichung (4.11), mit dem Elektronenoperator c, liefert
Korrekturterme, die Ein- und Zwei-Spinterme enthalten. Letztere resultieren aus den
symmetrischen und antisymmetrischen Wechselwirkungsoperatoren die in den Generator
n(l) eingehen. Das Ergebnis der Auswertung dieses Kommutators findet sich in Anhang
C. Fiir den Ansatz der transformierten Elektronenoperatoren cx,(l) und ¢} (1) wurden
nur die Ein-Spinterme beriicksichtigt. Die Berechnung von Erwartungswerten und Kor-
relationsfunktionen soll sich im Weiteren auf Beitrige mit Produkten von zwei Spinope-
ratoren beschrinken. Die Zwei-Spinterme der Operatortransformation, die nur in Form
von Fluktuationsoperatoren auftreten, liefern somit keinen Beitrag zur Erwartungswert-
bildung. Sie wiirden allerdings einen Einfluss auf die Renormierung der Parameter der
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Operatortransformation ausiiben. Fiir die transformierten Elektronenoperatoren cy, (1)
und ¢_(1) wird daher der folgende Ansatz gemacht

1 1 B
Cho(l) = ax(l) cho + N > 0 Ykg(l) Sp_yCqo + N > Wg(D) Sp%yceo
q q

1 1
Clta(l) = oy (1) CLU + N Z o Vrq(l) ngkcch + N Z Viq(l) ngkcjlfr (7.4)
q q

wobei ¢ = —o eingefiihrt wurde. Aus der Rotationsinvarianz des Ansatzes fiir den Ge-
nerator 7(l) folgt sofort, dass die Koeffizienten 7y, (!) fiir die Kopplung der Elektronen-
operatoren an die longitudinalen und transversalen Spinkomponenten gleich sind. Die
Parameter der Operatortransformation geniigen den Randbedingungen

ag(l=0)=1 und ~y,(l=0)=0 (7.5)

ap(l=00) = ar und Yg(l = 00) = Jiq (7.6)
Die ausrenormierten Gréflen sollen wieder mit einer Tilde gekennzeichnet werden.

7.2.2 Transformation der Spinoperatoren

Wie die Transformation der Elektronenoperatoren soll sich auch die Transformation der
Spinoperatoren der lokalen Momente auf Ein-Spinterme beschrinken. Das Resultat des
Kommutators zwischen dem Generator 7(l), Gleichung (4.11), mit den Spinkomponen-
ten findet sich ebenfalls in Anhang C. Die Rechtfertigung der Ndherung fiir den Ansatz
der transformierten Spinoperatoren greift auf die gleiche Argumentation wie im Falle
der transformierten Elektronenoperatoren zuriick.

Der Ansatz fiir die longitudinale Komponente geniigt dann der Gleichung
S10) = B ()57 — 1 3 vkgl1) 057 E 0 el (7.7)
kqa

Fiir die transversale Spinkomponenten folgt unter Verwendung der gleichen Naherungen
zunéchst

Se(l) = Z & (1) 057 bR o' o e — ngq oSz etk DBi ¢l ¢

kqa’

(7.8)
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Analog zur Transformation des Elektronenoperators lésst sich zeigen, dass die Parameter
der Operatortransformation der Spinoperatoren aus Griinden des rotationsinvarianten
Ansatzes fiir n(l) nicht voneinander unabhiéingig sind. Die Operatortransformation der
longitudinalen und der transversalen Spinkomponente ist deshalb durch zwei Parameter
B(1) und (yq(l) vollstéindig beschrieben.

1 ; ,
Si) = BWST+ 55 > Grall) o870 ] e (7.9)
kqo
7 (1) = BWST + NZ Gualt) 07 €5 0 el g+ 35 3 Gull) 7 574 ]y
kqao'! kq
(7.10)

wobei der Zusammenhang vy (1) = —Crq(l), &, (1) = Cre(l) und &, (1) = —2Cq (1) gilt. Die
Parameter der Transformation der Spinoperatoren geniigen den Anfangsbedingungen

B(l=0)=1 und (g(l=0)

0 (7.11)

Bll=00)=f und (il = 00) = Gy (7.12)
Die ausrenormierten Gréflen werden wiederum mit einer Tilde gekennzeichnet.

7.2.3 Flussgleichungen der Operatortransformationen

Die Operatortransformationen sind durch die Flussgleichungen der entsprechenden Pa-
rameter bestimmt. Dazu muss man die Ansétze (7.4), (7.7) und (7.8) in Gleichung (7.3)
einsetzen

dclz;l(l) — [77 (l) ,Clm(l)] (7.13)
B~y sz) wna P ), s70) (7.14)

Die Auswertung der Kommutatoren erfordert auch hier ein geeignetes Abschneidesche-
ma, um ein geschlossenes System von DGLen fiir die Parameter und eine forminvariante
Beschreibung der Operatortransformation zu erhalten. Dieses Abschneideschema muss
mit den Ndherungen fiir die Renormierung des Hamilton-Operators konsistent sein. Da-
her wird fiir die Elektronenoperatoren die in Abschnitt 4.4 beschriebene Normalordnung
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7 Berechnung statischer und dynamischer Grofien

vorgenommen. Fiir die Spinoperatorprodukte wird die ebenfalls in Abschnitt 4.4 disku-
tierte HF-Néaherung gemacht.

Die Flussgleichungen der Parameter oy (/) und 7,(l) aus (7.4) haben dann die fol-
gende Gestalt

dak 1 7

o N Eq S(k—-q) NkqVak (7.15)
dvk L

dlq = 3 Mgk (7.16)

Hierbei wurde wiederum die [-Abhéngigkeit der Parameter aus Griinden der Ubersicht-
lichkeit weggelassen. Desweiteren sind fiir den Parameter y,(/) hier nur die Renormie-
rungsbeitrige von der Ordnung O(J) beriicksichtigt worden. Diese Niherung fiir die
Flussgleichungen der Parameter ergibt sich aus der Vernachléissigung héherer Terme der
Operatortransformation und wird weiter unten gerechtfertigt. Die Grofie S (k — ¢q) ist
wieder der Erwartungswert (5.15), der bei der Renormierung des Hamilton-Operators
aus der Faktorisierungsndherung resultierte. Dieser wird mit dem Spinanteil des effekti-
ven Modells # aus Gleichung (4.10) gebildet, und ist im Rahmen der SBMFT, Kapitel
5, berechnet worden.

Die Renormierungsgleichungen fiir die Parameter 3(I) und (x,(l) der Spin-Operator-
transformation sind durch folgende Flussgleichungen gegeben

dp 2
a = N anJq Crg (1 = ng) (7.17)
kq
dc¢, 1
qu = B ﬁank (7.18)

Auch hier beschrinkt sich die Flussgleichung des Parameters (;,(!) auf Renormierungs-
beitrige von der Ordnung O(.J). Dies kann analog zum Vorgehen bei der Operatortrans-
formation des Elektronenoperators begriindet werden. Der Erwartungswert nj ergibt
sich aus der Normalordnung der Elektronenoperatoren bzgl. des effektiven Modells H
und ist die Fermi-Verteilung eines freien Elektronengases.

Aus den obigen Renormierungsgleichungen fiir die Parameter der Operatortransfor-
mation lassen sich Konstanten bzgl. des Flussparameters [ ableiten.
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7.3 Statische Erwartungswerte und Korrelationsfunktionen

Die beiden Gleichungen der Transformation der Elektronenoperatoren (7.15) und (7.16)
der Parameter oy (1) und 7,4(!) ergeben die Relation

+ 5 Z S(k—q)vz,(1) =1 (7.19)

Sie ist Ausdruck der Unitaritit der Operatortransformation, die z.B. die Antikommu-
tatorrelation {clm,cza} = 1 auch fiir die transformierten Operatoren erhilt. Die Ein-
zelheiten dieser Rechnung sind in Anhang D ausgefiihrt. Bei der Herleitung der obigen
Relation (7.19) wurde ausgenutzt, dass der Erwartungswert (Si_, - S,—x) bzgl. des Spi-
nanteils Hg des effektiven Hamilton-Operators gebildet wird und somit {~unabhiingig
ist. Dies kann nachtriglich als Rechtfertigung fiir die Ndherung angesehen werden, die
aufgrund der Entkopplungsschemata auftretenden Erwartungswerte bzgl. des effektiven
und somit [-unabhéngigen Hamilton-Operators zu bilden.

Die Flussinvariante, die sich aus den beiden Gleichungen fiir die Parameter der Spin-
operator-Transformation (7.17) und (7.18) ableiten lésst, ist durch

B2(1) + 4 Z G (D) mie(1—ng) =1 (7.20)

gegeben. Sie erhilt die Relation S;-S; = S(S+1) fiir die transformierten Spinoperatoren,
wie in Anhang D ausgefiihrt ist. Auch dieses Resultat gilt nur, weil die Erwartungswerte,
die bzgl. des effektiven Modells gebildet werden, n; unabhingig vom Flussparameter [
sind.

7.3 Statische Erwartungswerte und
Korrelationsfunktionen

Die Berechnung von Erwartungswerten und Korrelationsfunktionen kann nun mit Hilfe
der Operatortransformationen (7.4), (7.9) und (7.10) der Elektronen- und Spinopera-
toren durchgefiihrt werden. Im Folgenden werden statische Korrelationsfunktionen und
Erwartungswerte berechnet. Von besonderer Bedeutung sind hier die Impulsverteilung
und die Ladungskorrelationsfunktion der Elektronen n(k) und C(g), sowie die Korrela-
tionsfunktion der lokalen Spinmomente Sf(g¢), die die magnetischen Eigenschaften des
Systems kennzeichnet. Anhand von exakten Summenregeln, die fiir bestimmte Korre-
lationsfunktionen gelten, wird das in Abschnitt 4.4 dargestellte Entkopplungsschema
gerechtfertigt.

Der am einfachsten zu berechnende Erwartungswert ist die Impulsverteilung n(k) der

Elektronen. Diese ergibt sich nach Einsetzen der transformierten Elektronenoperatoren
(7.4) wie folgt
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7 Berechnung statischer und dynamischer Grofien

4 _ 1 ~
n(k) = <c};gcka> = (C;Tw Cho )iy = & ny, + N Xq: ,fq S(k—q)ng (7.21)

Die Erwartungswerte ny, sind trivial zu berechnen, da diese bzgl. des effektiven Hamilton-
Operators (4.10) gebildet werden und durch die Fermi-Verteilung gegeben sind. Die Kor-
relationsfunktion S(q) ist hier bzgl. des effektiven Spin-Hamilton-Operators Hg zu bil-
den. Diese wurde im Rahmen der SBMFT, Gleichung (5.15), berechnet und ist mit dem
Erwartungswert aus der Faktorisierungsniherung der Zwei-Spinterme (4. 21) identisch.
Aus der Verteilungsfunktion n(k) ergibt sich die Elektronendichte n, = + Zw(c Cig)-
Mit der Operatortransformation fiir die Elektronenoperatoren folgt fiir n.

1
Ne = N Z Z Ofk ng + — N2 Zrykq Uz (722)
k

Da die Erwartungswerte n; und S(k—q) bzgl. des effektiven Modells (4.10) zu bilden sind,
fiihrt diese Gleichung unter Verwendung der Invarianten der Operatortransformation der
Elektronen (7.19) auf die Beziehung

1 1
ne =+ Ek: n(k) = & Ek: o (7.23)

Dies ist identisch mit der Dichte der Leitungselektronen des renormierten Modells. Diese
entspricht somit der Dichte des Ausgangsmodells als Folge der Teilchenzahlerhaltung der
Leitungselektronen des Kondo-Gitter-Modells.

Weitere Groflen zur Charakterisierung der paramagnetischen Phase sind die Ladungs-
korrelationsfunktion der Elektronen

1 1
C(q) - N Z <clt+q00k”clt’*q0’ck'f7'> = N Z <Clt+qackac;rgl glck’a’>7-L

kk'oo’ kk'oo’

2 9 ~
=N Z aj 0‘%+q Tstq(1 — nk)
k
+ N2 Z Ok Ok Vpktg To—ak Sk — D — @) Ny q(1 — ny)

kp

Ngz & ARy Sk —p— @) (1 — ny)
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7.3 Statische Erwartungswerte und Korrelationsfunktionen

N2 Z 5‘1%71%4—(11) (k—p+q)np(1 —ny)

4 o
N D @Gy Tprak Ve ap Stk —p — @) k(1 — 1) (7.24)
kp

die Spinkorrelationsfunktion der Elektronen

See(@) = (8q-5¢) = (88 ¢)g

3 9
T ON Z Oz,% O‘i+q Ngtq(1 — 1)
k

2N2 Z&I%VEHP (k —p+q)ny(1 —ng)
2N2Zakfyk ap Sk —p —q) (1 —my)
1 - . -
N2 Z Ck Ok+q Vp—q,k Vp.k+q S(k—p—4q) nk+q(1 — )
kp
1 o a .
N2 Z Ok O Vpt g,k Vh—gp S (K — P — q) ni(1 — mp)

kp

1 -
+ WZ akapS(q) nknp
kp
X (%Hq,k :Ypfq,p + :kaq,k :Yp+q,p + ﬁ’qu,k %*q,p + :Vk+q,k %H,p) (7-25)

und die Korrelationsfunktion der lokalen Spins

R - 1 -
Srr(a) =(Sq-8-¢) =(Sq-S_g)g = 52 S(q) + N2 Z 4Cl§p S(k —p+q)ng(l —ny)
kp
(7.26)
Fiir die lokalen Spins gilt eine Summenregel der Form
1
Nqu S ,=Si"Si=S(S+1) (7.27)
q
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7 Berechnung statischer und dynamischer Grofien

Die Korrelationsfunktion Sy (¢) muss diese Summenregel ebenfalls erfiillen, d.h. es muss
gelten

3 Ss 8 ) = 1 38, S = S(5+1) (7.25)

q

Da die Summation iiber den gesamten Impulsraum erfolgt, gilt >° S(k —p +q) =
S(S + 1). Mit der Invarianten der Spin-Operatortransformation aus Gleichung (7.20)
folgt andererseits

S PSS G Sk m) =S(S+1) (729

kpq

so dass die Summenregel (7.28) identisch erfiillt ist.

An dieser Stelle lassen sich bereits einige Bemerkungen iiber die Resultate fiir die
Korrelationsfunktionen n(k), S..(¢) und Sys(g) machen. Zunéchst ist bei sehr kleinen
Werten der Kondo-Kopplung J jede der Korrelationsfunktionen durch einen dominan-
ten Term bestimmt. In diesem Bereich sind die GréBen é; und 8 nur wenig von 1
verschieden und die entsprechenden Korrekturterme in %, und fkq liefern nur kleine
Abweichungen. Dies bedeutet, dass z.B. die Impulsverteilung n(k) der Leitungselek-
tronen im Wesentlichen durch die gewohnliche Fermi-Verteilung beschrieben wird, die
durch kleine Korrekturen in der Ndhe der Fermi-Kante modifiziert wird. Die Ladungs-
sowie die Spinkorrelationsfunktion der Leitungselektronen werden in diesem Grenzfall
nahezu durch die entsprechenden Korrelationsfunktionen eines nichtwechselwirkenden
Elektronengases beschrieben. Korrelationen zwischen den lokalen Momenten an unter-
schiedlichen Pldtzen treten dagegen in Sys(¢) bei endlicher Kondo-Wechselwirkung J
auf. Die Korrektur, die durch die Ankopplung der Leitungselektronen bewirkt wird, ist
bei geringen Kopplungsstirken J jedoch klein, so dass Syr(¢) im Wesentlichen durch
S(q), d.h. der Korrelationsfunktion des Spinanteils des effektiven Modells H s bestimmt
wird. Diese ist durch den statischen Erwartungswert aus der SBMFT des Spinsystems
(5.15) gegeben. Die numerische Auswertung zur Charakterisierung des Grundzustands
wird im néchsten Kapitel diskutiert.

7.4 Dynamische Korrelationsfunktionen

Anhand dynamischer Strukturfaktoren lassen sich Aussagen iiber die Anregungen des
Systems gewinnen. Dabei spielt insbesondere die Zustandsdichte der Leitungselektro-
nen und der dynamische Strukturfaktor der lokalen Momente eine grole Rolle. Mit der
Berechnung dynamischer Gréfien zur Beschreibung der Grundzustandseigenschaften des
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7.4 Dynamische Korrelationsfunktionen

Kondo-Gitter-Modells beschéftigt sich der folgende Abschnitt.

Die Zeitabhéngigkeit der dynamischen Variablen der realen Teilchen, Elektronen und
Spinmomente, ist durch das effektive Modell H bestimmt. Die Dynamik von Elektronen
und Spins separiert, da der Hamilton-Operator keine Kopplung zwischen den Freiheits-
graden enthélt, und ist daher einfacher zu berechnen. Anders als die Dynamik der Elek-
tronen kann die Spindynamik des effektiven Modells jedoch aufgrund der komplizierten
Wechselwirkung nur ndherungsweise ermittelt werden. Hierbei wurden die Approxima-
tionen der SBMFT fiir das Spinsystem aus Abschnitt 5 verwendet.

Spektralfunktion und Zustandsdichte der Elektronen

Der Ausgangspunkt fiir die Berechnung dynamischer Groflen wie der Zustandsdichte der
Elektronen oder die dynamischen Strukturfaktoren ist die energieabhingige Antikom-
mutator-Green-Funktion der Elektronen [100,101], die durch

Glk.w) = / e (e (t); ) = —i / a6 0(t) ({ero (), ¢l })

— 0 —00

— i / T e () (o (0,6 Ny (7.30)

—00

gegeben ist. Anstelle der hier verwendeten retardierten Green-Funktion kann auch die
avancierte oder die kausale Green-Funktion gesetzt werden, alle drei haben den selben
physikalischen Inhalt. Die Invarianz der Spurbildung unter unitéren Transformationen
ist in der zweiten Zeile ausgenutzt worden, um den Erwartungswert und die Dynamik
der Elektronenoperatoren mit dem effektiven Modell zu beschreiben. Dies ist mit der
Tilde iiber den Operatoren gekennzeichnet. Die Gleichungen (7.4) fiir die transformierten
Operatoren bestimmen die Zeitabhingigkeit bzgl. des effektiven Modells.

8 8 - .
Cho = Ok Cko + D) _ ThgOSk_qCqs T D TkaSk24Cao
q q

q q
6};0 = qy, c,ta + Z Vkq OS;_,CCEU + Z %qS;’_kc};(-, (7.31)
q q

Bei der Berechnung der dynamischen Korrelationsfunktionen sind die ausrenormierten
Grofien oy (I = 00) = & und 7,4(l = 00) = A4 zu verwenden. Die obige Operatortrans-
formation der Elektronenoperatoren macht deutlich, dass die elektronische Einteilchen-
Green-Funktion sowohl durch die renormierten Einteilchenenergien des Elektronen- als
auch von den Anregungen des Spinanteils des effektiven Hamilton-Operators A bestimmt
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7 Berechnung statischer und dynamischer Grofien

wird. Die Zeitabhingigkeit der Elektronenoperatoren ist trivial zu berechnen. Die Spi-
nanregungen von g sind mit Hilfe der SBMFT aus Kapitel 5 zu beschreiben. Die
Spinoperatoren sind daher durch die Dynamik der a,-Bosonen aus der Diagonalisierung
des SBMF-Hamilton-Operators (5.6) bestimmt.

Durch Einsetzen der zeitabhingigen transformierten Elektronenoperatoren in die
Gleichung (7.30) erhdlt man fiir die elektronische Einteilchen-Green-Funktion, wobei
der Einfachheit halber die Fermi-Energie 1 = 0 gesetzt wurde,

1 -
+ N2 Z 71%q (Up Uk+p—q = Vp Vkp—q)
ap

2 Np(Nk+p—q +1) + nq(NkH)—q - Np)
W10 — €y + Wp — Wktpq

2 NpNiip g+ nq(Nkﬂqu + Ny + 1)
W+ 16 — &g + Wy + Dptpg

1 -
+ I N2 Z 71311 (“P Vk+p—q — Up “k+p—q)
qp

o NpNiip g+ (1— nq)(NkHofq + N, + 1)
W10 — €y — Wp — Wktp—gq

1 .
+ IN? Z ’leq (Up Vktp—q — Up Uktp—q)
ap

(7.32)

wobei fiir die retardierte Green-Funktion § = 0% gilt. Die infinitesimale Gré8e § wurde
eingefiihrt, um die Konvergenz der Fouriertransformation sicherzustellen.

Die Temperaturabhéngigkeit der Green-Funktion ist durch die Besetzungszahlen der «-
Bosonen NN, und der Elektronen nj bestimmt. Die Gréfien u;, und vy sind die Parameter
der Bogoljubov-Transformation des Spin-Hamilton-Operators Hgin der Néherung der
SBMFT. Dementsprechend sind die Gréflen @, die Anregungsenergien von Hs aus der
Diagonalisierung des entsprechenden MF-Hamilton-Operators. Bei den Einteilchenener-
gien &, handelt es sich um die Elektronenenergien des renormierten Modells 7.

Im Rahmen dieser Arbeit sollen die Grundzustandseigenschaften untersucht werden, so
dass N, und n; die Besetzungszahlen im Grundzustand sind. Fiir die bosonischen Frei-
heitsgrade gilt dann wegen w, > 0 stets NV, = 0. Im Zusammenhang mit der SBMFT
bedeutet dies, dass der Grundzustand des Spinsystems Hg des effektiven Modells rota-
tionsinvariant ist. Eine gebrochene Symmetrie, die mit einer langreichweitigen magneti-
schen Ordnung verbunden ist, kann, wie bereits ausgefiihrt, innerhalb der SBMFT durch
ein Bose-Einstein-Kondensat, d.h. der makroskopischen Besetzung eines Zustands mit
wq = 0 beschrieben werden. Die paramagnetische Phase, die den Grundzustand des in
dieser Arbeit betrachteten Grenzfalls kleiner Kopplungen J bildet, ist rotationsinvariant
im Spinraum und besitzt somit keine langreichweitige magnetische Ordnung. Im Falle
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7.4 Dynamische Korrelationsfunktionen

T = 0 folgt dann fiir G(k,w)

Ny
Wt 0 — &4+ Gp + Drip 4

1 -
+ IN? Z ’Yl%q (Up Vk4p—g — Up “k+p—q)2
ap

1—n,

(7.33)

+—1 E A2 (upvp — Vp Upypq)’
2 kq \"'p Yk+p—q p Yk+p—q S X o~
2N " W+ — Eq — Wp — Wktp—gq

Real- und Imaginéarteil der Green-Funktion lassen sich unter Verwendung der bekannten
Dirac-Identitét

. 1
lim .
6—0 x + 16

—Pp (%) T iré(z) (7.34)

darstellen, wobei P den Cauchyschen Hauptwert bezeichnet. Fiir die Spektraldichte, die
mit dem Imaginérteil der Green-Funktion durch S.(k,w) = —= ImG (k,w) verkniipft ist,
folgt bei T'=0

Se(k,w) = d% S(w — &)

—1 ~ ~ ~ ~
+ IN2 Z Ng ’Yl%q (Up Vkyp—q — Uy uk‘+pfq)2 dw —E;+ @p + Dgtp—yq)
ap

1 - . -
+ IN? Z (1 —mng) VI%q (Up Vk4p—g — Up uk+p—q)2 6(w — &g — Wp — Wip—g)
ap

(7.35)

Die Green-Funktion und die Spektraldichte der Leitungselektronen setzen sich aus zwei
Anteilen zusammen. Der erste ist durch die Elektronen selbst gegeben, wobei dieser
durch einen Faktor & renormiert ist. Der zweite resultiert aus dem Korrekturterm der
Operatortransformation und involviert das Spinsystem des effektiven Modells H, des-
sen elementare Anregungen ndherungsweise mit Hilfe der SBMFT beschrieben wurden.
Diese Anregungen treten stets paarweise in Erscheinung. Dies wird auch anhand der
Operatortransformation deutlich. Die transformierten Elektronenoperatoren sind mit
den Spinfluktuationen verkniipft, die in der Schwinger-Boson-Darstellung durch Paare
von Bosonen repriisentiert werden. Im Grundzustand werden die moglichen physikali-
schen Prozesse, die mit Anregungen der a,-Bosonen verkniipft sind, eingeschrénkt, da
bei T = 0 keine Bosonen im System vorhanden sind. Daher sind nur Prozesse, die zwei
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7 Berechnung statischer und dynamischer Grofien

Anregungen erzeugen, erlaubt. Es zeigt sich leicht, dass sich die Korrekturterme in An-
teile fiir w < 0 und w > 0 unterscheiden lassen. Im ersten Korrekturterm beschrinkt
sich die Summation auf Elektronenenergien unterhalb der Fermi-Kante, so dass £, < 0.
Fiir die bosonischen Energien gilt stets &, > 0. Daher trégt dieser Korrekturterm in der
Spektralfunktion nur fiir w < 0 bei. Die Summation innerhalb des zweiten Korrektur-
terms beschriankt sich auf Zusténde oberhalb der Fermi-Kante, so dass dieser nur fiir
w > 0 Beitrage zur Spektraldichte liefert.

Aus der Spektraldichte kann die elektronische Zustandsdichte berechnet werden.

+ W Z (Up V1p—q — Vp “k+pfq)2 Ngq :Y/%q d(w — €q + Wp + Dpyp—q)
kap
1 L X i
+ N2 Z (Up Vktp—q = VpUkipq)” (1 —1ng) Vkq w—E;— @p — Qpipq) (7.36)
kqp

Der Ausdruck fiir die elektronische Einteilchen-Green-Funktion (7.33) gestattet die Be-
rechnung der dynamischen Strukturfaktoren iiber die Beziehung

= eﬁw —iw

(coo(t) el ) = /_ doImG(kw) g e (7.37)
> 1 —iw

(ot to) = [ dotmG(w) g e (1.39)

Anschaulich interpretiert ist diese Korrelationsfunktion das Wahrscheinlichkeitsmaf fiir
die zeitliche Entwicklung eines zusétzlichen Elektrons im Grundzustand. Experimentell
zuginglich ist die energieabhéngige Darstellung dieser Korrelationsfunktion mit Hilfe
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der Photoemissionsspektroskopie (XPS bzw. inverser XPS).

Auh) = [ dtfeuole) ) e

—0o0

=ai (1 —ng)6(w— &)

1 N - . N
+ IN?2 Z ,leq (U’P Vk+p—q — Up uk+P—q)2 (1 - nq) 6(“] —&q —Wp — wk-l—p—q)
qp

(7.39)

A (kw) = / " dt(el (8) cpo) o

—00
= 64,% Nk 5(0) — 519)

1

* 2N?

Z Vg (Up Vbtp—gq = Up Ukp—q)° Ng 0(w — &g + By + Dp—g)  (7-40)
ap

Die Flussgleichungen liefern alle fiir die Berechnung der Korrelationsfunktionen notwen-
digen Groflen wie die Elektronenenergien und die Parameter der Operatortransformati-
on. Fiir das Spinsystem des effektiven Modells waren zusitzliche Naherungen notwendig,
um den Spin-Hamilton-Operator Hg zu diagonalisieren. Die RKKY-Wechselwirkung er-
gibt sich allerdings auf natiirliche Weise aus den Flussgleichungen, so dass auch die
Parameter der Diagonalisierung des Spin-Hamilton-Operators mittelbar aus der Renor-
mierung hervorgehen.

Spindynamik der lokalen Momente

Die Dynamik der lokalen Spinmomente ist ein weiterer wichtiger Aspekt in der Untersu-
chung des Kondo-Gitter-Modells. Von Bedeutung ist der dynamische Spin-Strukturfak-
tor Sys(¢q,w). Er gibt Aufschluss iiber die magnetischen Anregungen der lokalen Spin-
momente. Experimentell sind die dynamischen Spinstrukturfaktoren durch Neutronen-
streuung zugénglich. Die Suszeptibilitit der lokalen Momente ist durch die Kommutator-
Green-Funktion

o) = [ v (g0 %) = =i [ dee o) (510, 5%

_ / T dre o) (50(1), 8 g (7.41)

—0o0
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7 Berechnung statischer und dynamischer Grofien

gegeben [100,101]. Die Tilde kennzeichnet die transformierten Spinoperatoren, die sich
im Rahmen der Operatortransformation entsprechend der Gleichungen (7.9) und (7.10)

SE=pSi+) ¢ oSretoficl o,

kqo
S7 = BS7 + Z (oo ST ek cza,cqa: + Z 25,‘;1 057 ik~ R c};ﬁcqo. (7.42)
kqo’ kq

ergeben. Die Anregungen des Spinsystems des effektiven Modells H werden wieder nihe-
rungsweise durch die Resultate der SBMFT beschrieben. Im Folgenden wird die isotrope
Suszeptibiltdt xsr(q,w) = (5a,3xﬁ (¢,w) zu betrachten sein. Nach Einsetzen der trans-
formierten Spinoperatoren und der Darstellung der Spinoperatoren durch Schwinger-
Bosonen ergibt sich fiir die isotrope dynamische Suszeptibilitdt xs(g, w)
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7.43

Wie im Falle der elektronischen Einteilchen-Green-Funktion gilt dieser Ausdruck zu-
néchst fiir alle Temperaturen, was durch die thermodynamischen Besetzungszahlen der
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7.4 Dynamische Korrelationsfunktionen

ag-Bosonen NV, und der Elektronen n; ausgedriickt ist. Mit u; und v, sind wiederum die
Parameter der Bogoljubov-Transformation der SBMFT bezeichnet. Die Beschriankung
auf die Grundzustandseigenschaften liefert, mit Bezug auf die Argumentation des vor-
angegangenen Abschnitts, fiir die Spektraldichte, die mit dem Imaginirteil des obigen
Ausdrucks der Green-Funktion verkniipft ist

1 1 ~ . -
- Imef(Qa w) = /32 (up Up+q — Up ”p+q)2 d(w - Wp — wp+q)
T 2N >

1 ~ - -
+ N Z B? (Up Vprg — Vp up+q)2 6(w + @y + Wpiq)
P

2 o 9
* N3 Z Chp (Up Upt+k—p+q = Up' Vp+k—p+q)” Top (1 — T2k
kpp'
X 6(&) — (:)pl — (:)pl+k,p+q + 51, - ék)
2 %o )
N3 Z Chp (Upy Vp'-k—p+q — Vpf Up'ph—pq) Tp (1 — i)
kpp'

X (W + @y + Oy skpiq+Ex — &) (7.44)

Die Green-Funktion x;s(¢,w), Gleichung (7.41), und die Spektraldichte (7.44) setzen
sich aus zwei Anteilen zusammen. Der erste Anteil beschreibt die Dynamik der elemen-
taren Anregungen des Spinsystems g des effektiven Modells, dargestellt durch die a;-
Bosonen der Bogoljubov-Transformation. Dieser ist durch einen Faktor 3 renormiert.
Die Anregungen des Spinsystems des effektiven Modells sind stets Zweiteilchenanre-
gungen. Da der Grundzustand das Vakuum der a,-Bosonen ist, werden die mdglichen
physikalischen Prozesse, die einen Beitrag zur Spin-Suszeptibilitdt xss(q,w) liefern, ein-
geschrinkt. Erlaubt sind nur Prozesse, die die Erzeugung bzw. Vernichtung von zwei «,-
Bosonen zur Folge haben. Man macht sich leicht anschaulich klar, dass dieser Anteil der
Suszeptiblitdt und der Spektraldichte je zwei Beitrage fiir w > 0 oder w < 0 besitzt, da
fiir die Elementaranregungen des Spinsystems Hg des effektiven Modells wq > 0 gilt. Der
zweite Anteil, der aus den Korrekturen der Operatortransformation resultiert, involviert
Teilchen-Loch-Anregungen (Ladungsdichtefluktuationen) der Elektronen des effektiven
Modells AH. Die Energiedifferenz ist entsprechend &, — &, < 0 bzw. &, — &, > 0, so dass
sich zwei Beitrige fiir w > 0 und w < 0 ergeben.

Aus dem allgemeinen Ausdruck (7.41) fiir die isotrope Suszeptibilitét xrs(g,w) der
lokalen Momente ldsst sich der dynamische Strukturfaktor iiber die Relation
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> ao eﬁw —iw
(52(t) 52,) = / Ao T3 (4,0) <o ¢ (7.45)

berechnen. Im Grenzfall " — 0 bzw.  — oo geht der Integrand aus der obigen Glei-
chung in den Ausdruck von (7.44) fiir w > 0 iiber. Der energieabhingige Strukturfaktor
Str(g,w) ergibt sich dann zu

o

Sirla) = [ dt(S,(0)-8 e

—0o0

1 ~ N -
= oN z 3 (Up Vp1q — Vp up+q)2 6(w — @p — @pq)
P
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kpp'
X 6(0) — (Dpl — (Dpl+k_p+q + ék} — ép)
=: 57 (q,w) + 5 (¢, w) (7.46)

Die obige Gleichung fiir den dynamischen Strukturfaktor der Anregungen des lokalen
Spinssystems gestattet bereits eini%e Aussagen iiber die zu erwartenden Ergebnisse. Der
erste Term, der im Weiteren mit S f(}) (g, w) bezeichnet wird, beschreibt einfach die Anre-
gungen des Spinsystems des effektiven Modells im Rahmen der Ndherung der SBMFT
aus Kapitel 5. Bei der Diskussion der Ergebisse der Anregungsenergien &, in Kapitel
6 wurde bereits festgestellt, dass die Groflenordnung dieser Energien relativ klein ist
verglichen mit den renormierten Einteilchenenergien der Elektronen. Dieser erste Anteil
ist daher lediglich in der Ndhe von w = 0 von Null verschieden und beschreibt somit
die niederenergetischen Anregungen des lokalen Spinsystems. Der zweite Term hingegen,
der Teilchen-Loch-Anregungen des ungestorten Fermi-Sees der Elektronen involviert und
mit Sl(t? (¢, w) bezeichnet wird, ist auf sehr viel gréfileren Energieskalen relevant und be-
schreibt den hochenergetischen Anteil des dynamischen Spinstrukturfaktors Sys(g,w).
In beiden Anteilen sind die bosonischen Anregungen der SBMFT des Spinsystems von
# von Bedeutung. Dies bedeutet auch, dass im Rahmen der Niherungen fiir die Ope-
ratortransformation der Spinoperatoren der dynamische Strukturfaktor Sys(g,w) stets
durch eine endliche Energieliicke ausgezeichnet ist. Betrachtet man jedoch die weiteren
Korrekturen, so ist festzustellen, dass die Spinfreiheitsgrade der Leitungselektronen von
# ebenfalls eine Rolle spielen, Gleichung (C.4), letzte Zeile. Beriicksichtigt man diese
Terme, so ergibt sich eine liickenlose Anregung aufgrund der Ankopplung des eindimen-
sionalen freien Elektronengases des effektiven Modells. Die endliche Energieliicke, die
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7.4 Dynamische Korrelationsfunktionen

sich im Spinstrukturfaktor S;;(¢,w) manifestiert, ist also eine Folge der Néherungen.
Durch die Hinzunahme entsprechender Korrekturen der Operatortransformation sind
auch fiir das Spinsystem der lokalen Momente liickenlose Anregungen zu erwarten.

Spindynamik der Elektronen

Die Einteilchen-Dynamik der Elektronen wurde durch die Spektralfunktionen A, (kw)
bzw. A_(kw) und der Zustandsdichte p(w) charakterisiert. Die magnetischen Eigenschaf-
ten des elektronischen Systems wurden bereits mit Hilfe der statischen Spinkorrelations-
funktion S,.(¢) beschrieben. Fiir die Dynamik der Elektronen ist daher auch der dynami-
sche Spinstrukturfaktor S..(¢,w) interessant, der Informationen iiber die magnetischen
Anregungen des Elektronensystems liefert. Die dynamische Suszeptibilitit ist iiber die
Kommutator-Green-Funktion

o) = [ de (0L =i [ areto) (5005,

—c0 —00

I / T a0 (50,8 g (747)

—0oQ

definiert, wobei die Spinoperatoren der Elektronen durch s] = Zkaﬂ c}; +q’aagﬂck,g gege-
ben sind. Mit der Tilde versehene Groflen sind wieder die transformierten Operatoren,
die durch die Gleichungen (7.4) beschrieben werden. Die bosonischen Anregungen des
Spinsystems des effektiven Modells spielen dementsprechend auch hier eine Rolle.

Wie bei der Berechnung des dynamischen Strukturfaktors der lokalen Momente
Str(g,w) wird nur die isotrope dynamische Suszeptibiltét x(g,w) betrachtet. Aus ihr
kann dann der dynamische Spinstrukturfaktor der Elektronen S..(¢q,w) berechnet wer-
den. Die Grundzustandseigenschaften des Spinsystems von H, das durch die Schwinger-
Bosonen der SBMFT beschrieben wird, vereinfachen den Ausdruck fiir S..(¢q, w) wesent-
lich, da stets N, = 0 gilt. Mit

o] eﬂw L
(sq(t)s2,) = / dw Imx & (g, w) Ao 1° wt (7.48)

folgt dann fiir den dynamischen Spinstrukturfaktor der Elektronen im Fall 7" =0

Sultw) = [ diisy(0)-5-g) e

o

3 "o ~ ~
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Dieses Resultat zeigt, wie im Falle des dynamischen Spinstrukturfaktors der lokalen Mo-
mente Syr(g,w), verschiedene Anteile, die unterschiedlichen Energieskalen zuzurechnen
sind. Die ersten beiden Terme sind nur durch die elektronischen Einteilchenenergien
bestimmt. Der erste Beitrag stellt den dynamischen Spinstrukturfaktor eines eindimen-
sionalen nichtwechselwirkenden Elektronengases dar. Die Besonderheit des eindimensio-
nalen Systems kommt in diesem Term zum Tragen. Da die Fermi-Fliche nur aus zwei
Punkten kr und —kp besteht, sind im eindimensionalen Elektronengas keine nieder-
energetischen Anregungen fiir den Bereich 0 < ¢ < 2k% vorhanden. Niederenergetische
Anregungen gibt es nur fiir ¢ ~ 2k%. Der zweite Anteil zu S..(¢,w) dndert nichts an die-
ser Eigenschaft. Im zweiten und dritten Beitrag werden die bosonischen Anregungen des
Spinsystems des effektiven Modells ins Spiel gebracht. Bemerkenswert ist allerdings der
letzte Term. Er enthélt niederenergetische Anregungen fiir alle ¢, da hier nur die bosoni-
schen Anregungen von Hg eine Rolle spielen und die hochenergetischen Teilchen-Loch-
Anregungen nicht beitragen. Die niederenergetische Physik der elektronischen Spinanre-
gungen wird demzufolge zu einem groflen Anteil von den Anregungen des Spinsystems
Hg gebildet.
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8 Ergebnisse fiir Erwartungswerte und
Korrelationsfunktionen

Der Berechnung statischer und dynamischer Korrelationsfunktionen und Erwartungs-
werte im vorangegangenen Kapitel folgt nun die Diskussion der Ergebnisse und der
daraus zu ziehenden Schlussfolgerungen fiir das eindimensionale Kondo-Gitter-Modell.
Dieses Kapitel stellt somit den wichtigsten Teil der vorliegenden Arbeit dar.

Der Algorithmus fiir die numerische Integration der Flussgleichungen des Hamilton-Ope-
rators wurde in Abschnitt 6.1 dargestellt. Der erste Schritt bestand in der Losung der
Flussgleichungen fiir die Parameter des Hamilton-Operators, die mit der selbstkonsisten-
ten Berechnung der Erwartungswerte S(g) und ny verkniipft war. Die Resultate dieses
Schrittes wurden ausfiihrlich in Kapitel 6 behandelt und bilden die Grundlage fiir die
Diskussion der statischen und dynamischen Korrelationsfunktionen, die im vorangegan-
genen Kapitel berechnet wurden. Der zweite Schritt des hier verwendeten Vorgehens
besteht in der Integration der Flussgleichungen fiir die Parameter der Operatortransfor-
mation. In deren Anschluss erfolgt die Berechnung von Erwartungwerten und Korrelati-
onsfunktionen. Die folgende Diskussion der numerischen Resultate wird die Betrachtung
der Koeffizienten der Operatortransformation von Elektronen- und Spinoperatoren ein-
schliesen.

In Kapitel 2 wurden die Grundzustandseigenschaften des eindimensionalen Kondo-
Gitter-Modells ausfiihrlich erértert. Der hier betrachtete Grenzfall kleiner Kopplungen
J ist durch eine paramagnetisch metallische Phase gekennzeichnet, die die Eigenschaf-
ten einer Luttinger-Fliissigkeit besitzt. Deren Kennzeichen ist eine im Gegensatz zur
Fermi-Fliissigkeit stetige Impulsverteilung der Elektronen n(k) mit Singularititen der
Ableitung beim Fermi-Impuls £z. Im eindimensionalen Kondo-Gitter-Modell ergibt sich
zudem die im Zusammenhang mit der eben erwihnten Singularitét von n(k) stehende
Fragestellung der Grofle der Fermi-Fliche. Wird diese allein von den Elektronen gebil-
det, muss die Singularitit in n(k) bei ks = n.n/2 liegen. Sind hingegen die lokalen
Spinmomente an der Bildung der Fermi-Fliche beteiligt, ist sie bei kg, = (1 + ne)7/2
zu erwarten. Dariiber hinaus zeigen die Spin- und Ladungskorrelationen der Elektro-
nen ebenfalls ein charakteristisches Verhalten in dieser Phase. Bei grofieren Kopplungen
J geht die paramagnetische Phase in eine langreichweitig geordnete ferromagnetische
Phase iiber. Die Spinkorrelationsfunktionen der Elektronen und lokalen Momente zei-
gen in ihrem Verhalten bei Anndherung an den Phaseniibergang eine stédrker werdende
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8 Ergebnisse fiir Erwartungswerte und Korrelationsfunktionen

Ausprigung der ferromagnetischen Komponente und signalisieren somit die Ausbildung
ferromagnetischer Ordnung. In Bezug auf dynamische Gréflen ist die elektronische Zu-
standsdichte interessant. Fiir diese erwartet man in Luttinger-Fliissigkeiten an der Fermi-
Kante (w = 0) ein Pseudogap-Verhalten der Form p(w) ~ |w|% mit 0 < a < 1 [54,55].

8.1 Statische Eigenschaften

Der erste Teil der Ergebnisdiskussion umfasst die Resultate fiir die statischen Erwar-
tungswerte und Korrelationsfunktionen aus dem vorangegangenen Kapitel. An dieser
Stelle wird auch das Transformationsverhalten der Parameter der Operatortransforma-
tion untersucht.

8.1.1 Korrelationsfunktionen der Elektronen

Die wichtigsten statischen Korrelationsfunktionen der Leitungselektronen, die zur Cha-
rakterisierung des Grundzustands des eindimensionalen Kondo-Gitter-Modells herange-
zogen werden, sind neben der Impulsverteilung n(k) auch die Dichte-Korrelationsfunkti-
on C(g) und die Spinkorrelationsfunktion S..(¢). Das Verhalten dieser Gréflen wird bei
Variation der Systemparameter n. und J diskutiert, wobei insbesondere auch auf den
Giiltigkeitsbereich der Operatortransformation eingegangen wird.

Parameter der Operator-Transformation Die Betrachtung der Renormierung der
Parameter aj(l) und 7x,(!) ermoglicht bereits einen gewissen Einblick in die Transfor-
mation der Elektronenoperatoren. Abbildung 8.1 zeigt die Gréfien o?(l) = + >, |k (1)]?
und Y*(l) = =5 Y, o [ 7eg(D)[? als Funktionen des Flussparameters [. Hier wird ersichtlich,
dass die Operatortransformation nur sehr langsam konvergiert, dhnlich zur Renormie-
rung der Wechselwirkungen Ji,(l) und Dy,,(l). Die Abbildung macht auch deutlich, dass
der Wert fiir () mit wachsender Kopplung J schnell klein wird, (/) hingegen sich rasch
vergroflert. Dies wirkt sich, wie unten zu sehen sein wird, unmittelbar auf die Giite der
Operatortransformation aus. Es zeigt sich, dass diese nur in einem Bereich von J/t <1

vertrauenswiirdige Ergebnisse liefert.

Impulsverteilung der Elektronen Der Impulsverteilung der Elektronen n(k) kommt
in der Diskussion der Grundzustandseigenschaften des Kondo-Gitters eine entscheiden-
de Rolle zu. Diese Grofe sollte stetig sein und eine Singularitéit in der Form n(k) =
n(kr) — Csgn (|k| — kr) | |k| — kr|* bei k = kr aufweisen. Die Lage dieser Singularitiit,
bei kps = new/2 oder kp; = (1 + ne)w/2, entscheidet iiber die Gréfle der Fermi-Fléche.

Die Ergebnisse fiir die Impulsverteilung n(k) sind in Abbildung 8.2 fiir verschiedene
Werte der Kopplung J bei fester Fiillung n. = 2/3 dargestellt. Sieht man zunéchst vom
Punkt n(k = k§) ab, dessen Verhalten weiter unten diskutiert wird, zeigt die Impuls-
verteilung eine starke Ausschmierung um die Fermi-Kante des Elektronenbandes des
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Abbildung 8.1: Abhéngigkeit der Grofien «(l) und y(I) vom Flussparameter [ (definiert
im Text) fiir n. = 3/5

unrenormiertes Modells. In Abbildung 8.2 ist dies durch Linien gekennzeichnet, die den
Punkt n(k = k%) vernachléissigen. Ein endlicher Sprung, wie er in der Landauschen FL-
Theorie zu erwarten wire, ist hier nicht zu beobachten. Allerdings lédsst sich auch das
aus der Theorie der Luttinger-Fliissigkeiten bekannte singuldre Verhalten bei kr von der
Form n(k) = n(kr) — Csgn (|k| — kr) | |k| — kr|® nicht eindeutig bestitigen. Weiterhin
findet sich ebenfalls kein Hinweis auf eine Singularitét beim Wellenvektor k& = (14 n,),
der fiir das Vorhandensein einer groflen Fermi-Flédche spréiche. Fiir die Berechnung des
Exponenten « und entsprechend des Parameters K, der LL-Theorie kann die Impuls-
verteilung nicht verwendet werden. Hier sind andere Grofien, wie z.B. die Ladungskor-
relationsfunktion C(q), die weiter unten behandelt wird, u.U. besser geeignet.

Wie bereits in Abbildung 8.2 deutlich wird, erweist sich der Punkt & = £, = n.w/2 als
problematisch bei der Berechnung von n(k). Dieses Verhalten lésst sich anhand der Fluss-
gleichung des Parameters aye (1), Gleichung (7.15), leicht erkldren. Wegen mge e (1) =0
entfillt der Renormierungsbeitrag ~ S(¢ = 2k%) aus der Summe in (7.21) und somit
fiir die Renormierung des Parameters e (1). Die Korrelationsfunktion S(q) zeigt, wie
in Abbildung 6.6 dargestellt, einen sehr schmalen Peak um ¢ = 2£%, der aufgrund der
Endlichkeit des Systems nur wenig aufgelost ist. Der Einfluss dieses Peaks auf die Renor-
mierung der Parameter ay(l) mit k # k. fallt stirker ins Gewicht als fiir age (7). Dieses

87



8 Ergebnisse fiir Erwartungswerte und Korrelationsfunktionen

13asses T sy ;
vvvvv -
m Jt=025
& Jt=0,75
08 | A Jt=1
0,6 |
<3
c
04
02 |
0 4 O gy g
0 2 n

Abbildung 8.2: Impulsverteilung der Elektronen n(k) fiir n. = 2/3. Die durchgezogenen
Linien sind unter Vernachléissigung des Punktes k% eingezeichnet.

Problem liefle sich bei Verwendung von mehr Gitterpldtzen umgehen, da die Korrelati-
onsfunktion S(¢) in der Umgebung von ¢ = 2k% besser aufgelost wére.

Die grofite Kopplung J, fiir die sinnvolle Ergebnisse der Impulsverteilung n(k) gewon-
nen werden konnen, liegt im Bereich von J/t < 1. Legt man dieses Ergebnis fiir die
Impuslverteilung n(k) zugrunde, sind Resultate der Operatortransformation der Elek-
tronenoperatoren nur bis J/t ~ 1 von hinreichender Giite. Dariiber hinaus liefert die
Operatortransformation keine sinnvollen Ergebnisse der Impulsverteilung mehr.

Aus diesen Ergebnissen sind zunéchst zwei Schliisse zu ziehen. Einerseits wird aus der
Impulsverteilung n(k) deutlich, dass die Ausschmierung um k$ eine Eigenschaft von
NFL-Verhalten ist. Andererseits zeigt n(k), dass die Fermi-Fléche nur von den Leitungs-
elektronen allein gebildet wird. Dies wird plausibel, wenn man die Form des effektiven
Hamilton-Operators betrachtet. Dieser beschreibt ein nichtwechselwirkendes eindimen-
sionales Elektronengas mit kleiner Fermi-Fliche und eine Heisenbergkette, die durch
die RKKY-Wechselwirkung dargestellt wird. Die Erwartungswerte ny entsprechen dann
Fermi-Verteilungen mit dem Fermi-Wellenvektor £% der Leitungselektronen. Somit ldsst
sich im Rahmen der hier verwendeten Transformation und N&herungen, die nur fiir klei-
ne J < t giiltig sind, schlieflen, dass die Resultate fiir n(k) mit einer kleinen Fermi-
Fldache kompatibel sind. Die Entkopplung der Spins und Elektronen mittels der hier
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Abbildung 8.3: Ladungskorrelationsfunktion C'(¢q) der Elektronen

verwendeten kontinuierlichen unitiren Transformation beschreibt daher stets eine kleine
Fermi-Flache.

Elektronische Ladungs- und Spinkorrelationsfunktionen C(¢) und S..(q) Die
Impulsverteilung n(k) ist nur ein Aspekt in der Charakterisierung der Grundzustands-
eigenschaften des Kondo-Gitters. Von grofler Bedeutung fiir die statischen Eigenschaften
sind auch die Spin- und Ladungskorrelationen der Elektronen. Legt man den Giiltigkeits-
bereich der Operatortransformation der Elektronenoperatoren, der anhand der Impuls-
verteilung n(k) ermittelt wurde, aus Konsistenzgriinden auch fiir die Spin- und Ladungs-
korrelationsfunktionen zugrunde, so gelten die hier gezeigten Ergebnisse wiederum nur
im Bereich J/t < 1.

Die Ladungskorrelationsfunktion C(q) ist in Abbildung 8.3 fiir verschiedene Fiillun-
gen n, und Kopplungen J dargestellt. Die Resultate zeigen eine gute Ubereinstimmung
mit den Ergebnissen aus numerischen Rechnungen (ED, QMC) [42,49]. Sie zeigen ein
fiir Luttinger-Fliissigkeiten typisches Verhalten mit einem cusp bei ¢ = 2k%. Fiir klei-
ne Kopplungsstérken J geht C(q) in die Korrelationsfunktion ungestorter spintragender
Fermionen iiber. Diese ist durch einen linearen Anstieg von ¢ = 0 bis ¢ = 2k} = n.w
charaktersiert und fiir ¢ > 2k§, konstant. Mit wachsenden J verringert sich aulerdem
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Abbildung 8.4: Parameter K, der LL-Theorie in Abhéngigkeit von der Kopplung .J

der Anstieg von C(g) im Punkt ¢ = 0.

Die oben diskutierten Resultate fiir die Impulsverteilung n(k) der Elektronen liefen die
Bestimmung des LL-Parameters « nicht zu. Aus der Ladungskorrelationsfunktion C(q)
lésst sich der Parameter K, berechnen, der mit « iiber die Relation o = K, + 1/K, — 2
zusammenhingt. Daul und Noack [102] zeigten fiir das eindimensionale Hubbard-Modell,
dass sich der Parameter K, der LL-Theorie aus dem Anstieg der Ladungskorrelations-
funktion C(g) im Punkt ¢ = 0 berechnen ldsst. Xavier und Miranda [103] bestimmten
aus DMRG-Rechnungen K, fiir das Kondo-Gitter-Modell gemif

oC(q)

K,=m 3

(8.1)

q=0

Diese Beziehung wurde hier verwendet, um K, in Abhéngigkeit von der Kopplung J
bzw. der Fiillung n. zu berechnen. Die Abbildungen 8.4 und 8.5 zeigen die Resultate
fir K, jeweils als Funktion der Wechselwirkung J und als Funktion der Bandfiillung
nc. Die Abhéngigkeit von K,(J) duBlerte sich bereits in einem kleiner werdenden An-
stieg von C(q) bei ¢ = 0 bei wachsender Kopplungsstirke. Dieses Verhalten spiegelt sich
in Abbildung 8.4 deutlich wider. Fiir kleine Kopplungen J ndhert sich K, dem Wert
ungestorter spintragender Fermionen, K, = 1. Mit zunehmender Kopplung nimmt K,
ab. Qualitativ stimmt dies mit den Ergebnissen von [103] iiberein. Xavier und Miran-
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Abbildung 8.5: Parameter K, der LL-Theorie in Abhéngigkeit von der Bandfiillung n,

da beobachten dariiber hinaus ein Minimum bei J/¢t &~ 1.5 und im Grenzfall grofier
Kopplung gilt lim;/; o K, = 1/2, dem Wert fiir ein nichtwechselwirkendes spinloses
Fermionengas [103]. Das Minimum kann hier nicht beobachtet werden, da die Opera-
tortransformation der Elektronenoperatoren bereits bei Werten um J/t & 1 nicht mehr
vertrauenswiirdig ist. Quantitativ gesehen sind die hier berechneten Werte fiir K, deut-
lich kleiner als die Resultate von [103]. Shibata et al. [51] berechneten K, im Bereich
J/t > 1.5. Der hier betrachtete Bereich J/t < 1 ergénzt somit die von [51] berechne-
ten Werte von K, durch den Grenzfall J — 0. Shibata et al. schlossen zunéchst aus
den Resultaten fiir den Parameter K,, dass im Grenzfall J — 0 auch K, — 0 ge-
hen sollte. Dies trifft fiir die hier berechneten K, nicht zu, da die Korrelationsfunktion
C(q) im Grenzfall J — 0 der Korrelationsfunktion nichtwechselwirkender spintragender
Fermionen entspricht, lim;/;_,0 K, = 1. Im Bereich des Phaseniibergangs von der para-
magnetischen in die ferromagnetische Phase, der nach [51] bei J/t ~ 2.5 fiir n. = 4/5
zu erwarten ist, wurde ein Sprung der Werte von K, beobachtet. Die Giiltigkeit der
Operatortransformation der Elektronenoperatoren (J/t < 1) macht eine Bestimmung
von K, im Rahmen des hier verwendeten Verfahrens im Bereich des Phaseniibergangs
unmoglich.

Die Abhéngigkeit des Parameters K, von der Fiillung n,, die in Abbildung 8.5 dargestellt
ist, zeigt im Bereich kleiner Kopplungen J eine qualitativ gute Ubereinstimmung mit
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Abbildung 8.6: Spinkorrelationsfunktion S..(¢) der Elektronen

den Resultaten nach [103]. Mit abnehmender Fiillung des Elektronenbandes n, erwartet
man hier eine stetige Verringerung des Parameters K, [103]. Quantitativ betrachtet,
sind die hier berechneten Werte fiir K, kleiner als nach [103]. Fiir grofilere Werte von
J ergibt sich auch ein qualitativer Unterschied zu den Ergebnissen von Xavier und Mi-
randa. Im Rahmen des hier verwendeten Verfahrens durchlaufen die Werte von K, ein
Maximum, nehmen also nicht kontinuierlich ab, wie bei [103]. Diese Diskrepanz muss
den hier gemachten Ndherungen bei der Berechnung von K, zugeschrieben werden. Das
hier verwendete Verfahren ldsst es nicht zu, die Abhéngigkeit des Parameters K, von
der Bandfiillung n, fiir Werte n. < 1/2 zu berechnen. Wie in Abschnitt 6.4 ausgefiihrt,
liefert der Selbskonsistenzzyklus zur Berechnung der Renormierung der Parameter des
Hamilton-Operators fiir diesen Parameterbereich keine Lésungen.

Die zweite wichtige Zweiteilchen-Korrelationsfunktion, die fiir die Charakterisierung
der Grundzustandseigenschaften von Bedeutung ist, ist die Spinkorrelationsfunktion der
Elektronen S..(q). Sie liefert Aussagen iiber die magnetischen Eigenschaften des Elektro-
nengases. Abbildung 8.6 zeigt die Resultate fiir S..(q) ebenfalls fiir verschiedene Werte
der Parameter n, und J. Wie die Ergebnisse fiir C'(¢g) erhélt man hier im Bereich kleiner
Kopplungen J eine gute Ubereinstimmung mit Resultaten aus ED oder QMC-Rechnun-
gen [42,49]. Im Grenzfall kleiner J ist S..(¢) mit der Ladungskorrelationsfunktion C(q),
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bis auf einen Faktor, identisch. Im Vergleich zu C/(q) tritt der Einfluss der Korrekturter-
me bei grofleren J hier deutlicher in Erscheinung. Mit zunehmender Kopplung J wird
das Maximum bei ¢ = 2k% = n.m ausgeprégter. Dabei verringern sich die Komponenten
in der Nihe von ¢ = m, wohingegen die ferromagnetische Komponente ¢ = 0 endliches
Gewicht erhilt. Der Phaseniibergang von der paramagnetischen in die ferromagnetische
Phase liefle sich anhand dieser Funktion bestimmen. Wiren die Gewichte der ferroma-
gnetischen Komponente ¢ = 0 und der Komponente ¢ = 2k%, = n.m gleich, wiirde dies
eine Anderung in der magnetischen Struktur der Spinkorrelationen der Elektronen und
damit einen Phaseniibergang signalisieren [42]. Dieses Verhalten lésst sich fiir die hier
verwendeten Werte von J bei der Korrelationsfunktion S..(¢) jedoch nicht beobachten.
Mit Bezug auf die Diskussion bei der Berechnung der Impulsverteilung der Elektronen
muss wieder beachtet werden, dass die Transformation der Elektronenoperatoren und
somit auch die Resultate der Spinkorrelationsfunktion S..(¢) nur fiir Werte von J/t < 1
vertrauenswiirdig sind. Hinzu kommt, dass die ferromagnetische Komponente ¢ = 0
selbst bei Werten von J/t & 1 relativ klein bleibt.

8.1.2 Korrelationsfunktion der lokalen Spinmomente

Den Abschluss der Betrachtungen der Ergebnisse fiir die statischen Erwartungswerte und
Korrelationsfunktionen bildet in diesem Abschnitt die Diskussion der Korrelationsfunk-
tion der lokalen Spinmomente S;s(g). Bislang konnte nur der Parameterbereich J/t < 1
betrachtet werden. Dies reichte nicht aus, um den zu erwartenden Ubergang von der
paramagnetischen in die ferromagnetische Phase zu erreichen. Da der Phaseniibergang
magnetischer Natur ist, spiegelt sich dieser in der Korrelationsfunktion S;s(¢) der loka-
len Momente wider, deren Verhalten in diesem Abschnitt eingehender untersucht wird.
Zunichst wird wieder die Operatortransformation der Spinoperatoren betrachtet.

Parameter der Operatortransformation Die Resultate der Operatortransformati-
on der Spinoperatoren lassen bereits einige wichtige Folgerungen fiir die zu erwartenden
Ergebnisse der Korrelationsfunktion Sys(g) zu. Abbildung 8.7 stellt den Parameter (1)
und die GroBe ¢*(I) = §z Yoy [Che(D)[? dar. Verglichen mit der Operatortransformation
der Elektronenoperatoren ergeben sich zwei Unterschiede. Der Parameter §(I) konver-
giert relativ schnell gegen seinen Fixpunktwert 3, erfihrt allerdings eine nur geringe
Renormierung. Im Gegensatz zu den Parametern oy (/) der Operatortransformation der
Elektronenoperatoren spielt die Korrelationsfunktion S(¢) in der Flussgleichung fiir 3(/)
keine Rolle. Dort hatte diese Funktion einen erheblichen Einfluss auf die Resultate fiir
die Parameter aj. Die vergleichsweise geringe Anderung von 3(I) wirkt sich dement-
sprechend auf die Ergebnisse der Korrelationsfunktion Sys(g) aus, die unten diskutiert
werden. Im Gegensatz zum Renormierungsverhalten von 3(1) verhalten sich die Parame-
ter (q(!) dhnlich wie die Parameter 7;,() der Transformation der Elektronenoperatoren.
Anhand von Abbildung 8.7 wird deutlich, dass diese Parameter mit zunehmender Kopp-
lung J immer schneller ihren ausrenormierten Wert erreichen.
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Abbildung 8.7: Abhéngigkeit der Groflen (1) und ((1) (definiert im Text) vom Flusspa-
rameter [ bei n, = 0.77

Korrelationsfunktion S;;(q) Die magnetischen Eigenschaften der Leitungselektro-
nen wurden anhand des Verhaltens der Spinkorrelationsfunktion S..(g) untersucht. In
diesem Abschnitt werden nun die Resultate der Korrelationsfunktion der lokalen Spinmo-
mente Syr(q) diskutiert. Die Operatortransformationen der Spin- und Elektronenopera-
toren sind unabhéngig voneinander. Die Einschrinkung auf Parameterbereiche J/t < 1
im Falle der Transformation der Elektronenoperatoren gilt daher nicht fiir die Spin-
operatoren. Demnach kénnen auch Werte der Kopplung J/t > 1 fiir S;(q) betrachtet
werden.

Die Korrelationsfunktion Syr(g) des lokalen Spinsystems ist eine weitere wichtige Grofie
zur Charakterisierung des Grundzustands, die die magnetischen Eigenschaften des lo-
kalen Spinsystems beschreibt. In Abbildung 8.8 sind die aus der kontinuierlichen unitéren
Transformation gewonnenen Ergebnisse fiir die Spinkorrelationsfunktion des lokalen Spin-
systems Syy(q) fiir eine feste Fiillung n, = 3/5 dargestellt. Qualitativ stimmt S;;(g) gut
mit Resultaten aus numerischen Rechnungen [42,49] iiberein. Die dominante Peakstruk-
tur bei ¢ = 2k%, die sich aus S(q) des ungestorten Spinsystems ergibt, und die endliche
ferromagnetische Komponente ¢ = 0 finden sich bei kleinen Werten von J in ED oder
DMRG-Rechnungen wieder. Es wird aber auch deutlich, dass signifikante Anderungen
im Verhalten von Sys(¢q) wiederum erst bei grofleren Werten der Kopplung bemerkbar

94



8.1 Statische Eigenschaften

10 " T

=—=u Jt=05
o Jt=15

Si(@)

Abbildung 8.8: Korrelationsfunktion Sff(g) der lokalen Spinmomente bei n, = 3/5

werden. In Abbildung 8.8 zeigt sich deutlich das Verhalten der Spinkorrelationsfunktion
bei grofer werdender Wechselwirkungsstéirke. Mit wachsendem J gewinnt einerseits die
ferromagnetische Komponente ¢ = 0 an Gewicht, der dominante Peak der Korrelations-
funktion S(g) bei ¢ = 2k$ wird andererseits kleiner. Die ferromagnetische Komponente
ist im Inset der Abbildung 8.8 dargestellt. Diese Charakteristik entspricht tendenzi-
ell dem zu erwartenden Verhalten bei Anndherung an den Phaseniibergang. Wie die
Spinkorrelationsfunktion S..(g) der Leitungselektronen sollte auch hier die dominante
Peakstruktur bei ¢ = 2k% = n.m an Gewicht verlieren und die ferromagnetische Kom-
ponente g = 0 sich stiarker ausprégen. Der Punkt, an dem beide Komponenten gleiches
Gewicht haben, kann als Phaseniibergang interpretiert werden [42].

Die vergleichsweise geringe Korrektur des Parameters 3 der Operatortransformation der
Spinoperatoren bewirkt im Zusammenspiel mit der besonders ausgepréigten Peakstruktur
der Korrelationsfunktion S(q) erst bei gréfieren Kopplungen J eine deutliche Anderung
in der Spinkorrelationsfunktion Sys(g). Die Gleichung (7.26) fiir S¢;(g) verdeutlicht, dass
aufgrund der Beziehung S(¢ = 0) = 0 fiir die Korrelationsfunktion des Spinsystems des
effektiven Modells H die ferromagnetische Komponente nur durch den Korrekturterm
in (7.26) bestimmt ist. Daher reicht der Einfluss der Operatortransformation auf das
Verhalten von S;f(q) letztendlich nicht aus, um den Phaseniibergang von der paramag-
netischen in die ferromagnetische Phase zu signalisieren.
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Ein wichtiger Aspekt fiir das Versténdnis des Verhaltens der Korrelationsfunktion Sy (q)
ist die Dynamik des ungestorten Spinsystems. Die Elementaranregungen wurden in Kapi-
tel 5 im Rahmen einer SBMF'T aus der renormierten RKKY-Wechselwirkung berechnet.
Bei der Diskussion dieser Ergebnisse ist auf die Spezifik der RKKY-Wechselwirkung ein-
gegangen worden. Das Verhalten der Fouriertransformierten 7(g) mit wachsendem J war
lediglich mit einer Vergréflerung der mit dieser Wechselwirkung verbundenen Energie-
skale verkniipft. Das qualitative Verhalten von I(q) dndert sich mit wachsender Kopplung
kaum, so dass das Minimum der Funktion I(q) fiir alle Werte von J bei ¢ = 2k$, = n.m
lag, Abbildung 6.4. Dementsprechend ergeben sich fiir die Elementaranregungen Kon-
sequenzen, die aus Abbildung 6.7 ersichtlich sind. Mit wachsender Kopplung J ist dort
lediglich eine Vergréflerung der Energieskale verkniipft. Die daraus resultierende Kor-
relationsfunktion S(¢) #ndert ihr qualitatives Verhalten mit der Kopplung J nicht, so
dass nur die Korrekturen der Operatortransformation der Spinoperatoren das Verhalten
von Ss(q) beeinflussen. Somit ldsst sich auch bei dieser Funktion nur eine Tendenz hin
zum Phaseniibergang erkennen, der jedoch nicht mit einer signifikanten Anderung in der
Dynamik des Spinsystems #g des effektiven Modells verbunden ist. Die Dynamik des
lokalen Spinsystems wird im n#chsten Kapitel eingehender untersucht.

8.2 Dynamische Eigenschaften

Eine wichtige Erweiterung der Untersuchungen des eindimensionalen Kondo-Gitter-Mo-
dells stellt die Berechnung dynamischer Gréflen dar. Der nun folgende Abschnitt, der
die Resultate fiir die dynamischen Groflen, die im vorangegangenen Kapitel berechnet
wurden, diskutiert, ist somit von grofiter Bedeutung fiir diese Arbeit.

8.2.1 Elektronische Anregungen

Die dynamischen FEigenschaften des Systems der Leitungselektronen werden anhand
der Korrelationsfunktionen Ay (k,w) und der Zustandsdichte p(w) charakterisiert. Fiir
Luttinger-Fliissigkeiten zeigt letztere ein typisches Pseudogap-Verhalten. Sie verschwin-
det fiir w = 0 (Fermi-Kante) geméf p(w) ~ |w|® [54, 55].

Spektralfunktionen Die dynamischen Korrelationsfunktionen A, (k,w) und A_(k,w)
sind in Abbildung 8.9 fiir je zwei unterschiedliche Werte der Kopplung J und der
Bandfiillung n. dargestellt. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit ist der kohéirente Anteil
der Korrelationsfunktionen A, (k,w) und A_(k,w) , der mit den elektronischen Anre-
gungen &), des effektiven Modells H verkniipft ist, als schmaler, aber endlicher Peak
dargestellt. Dieser ist mit dem Parameter der Operatortransformation &; gewichtet.
Zusétzlich tritt ein inkoh&renter Untergrund auf, dessen auffiilligstes Merkmal die Ma-

xima in der unmittelbaren Umgebung des Quasiteilchenpeaks ist.
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Abbildung 8.9: Dynamische Korrelationsfunktionen A, (k,w — p) (schwarz) und
A_(k,w — p) (blau) der Elektronen fiir Werte von k£ = 0 (oben) bis
k = 7 (unten) und verschiedene Parameterwerte. Links: J/¢t = 0.5 und
ne. = 9/10. Rechts: J/t =1 und n. = 3/5.

Bei kleinen Werten der Kopplung J finden sich die Maxima des Hintergrundes rela-
tiv symmetrisch um den Peak bei &, Abbildung 8.9 (links). In diesem Fall sind, wie
bereits in Abschnitt 6.4 diskutiert, die Anregungsenergien w, des Spinsystems Hg des
effektiven Modells klein im Vergleich zu den elektronischen Energien ;. Im inkohé&ren-
ten Anteil der Korrelationsfunktionen A, (k,w) iiben diese bosonischen Anregungen @,
deshalb innerhalb der Delta-Funktion einen geringen Einfluss aus und kénnen daher in
erster Naherung vernachléssigt werden. Somit ergibt sich in diesem Grenzfall

Ak ) = 8 (1 1) 5w — &) + - 3 A% Sk~ )1 —ng) b —&)  (82)

A (k) = B mi 0w — ) + 5 O Ry Sk — @) g6 — &) (83)

Die bosonischen Anregungsenergien w, haben nur noch mittelbar {iber die statische Kor-
relationsfunktion S(k — ¢) Einfluss. Die Summation innerhalb des inkohérenten Anteils
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reduziert sich in den Gleichungen (8.2) und (8.3) auf den Beitrag mit w = £,. Anschau-
lich macht man sich klar, dass fiir w = &, wegen g = Yk, x = 0 bei ¢ = £ bzw. ¢ = —k
der inkohirente Beitrag verschwindet. Dies entspricht in Abbildung 8.9 (links) einem
Minimum aufgrund der fiir die numerische Berechnung verwendete endliche Verbreite-
rung der Delta-Funktion.

Bei grofleren Werten von J ist die soeben gemachte Nidherung nicht mehr gerechtfer-
tigt, da die bosonischen Anregungsenergien w, groferen Einfluss erhalten. Die Folge ist
zunéchst eine Verschiebung des inkohérenten Anteils gegeniiber dem dominanten Quasi-
teilchenpeak bei &, Abbildung 8.9 (rechts). Diese Verschiebung zu gréfieren (w > 0) bzw.
kleineren (w < 0) Werten hin erklért sich aus dem Einfluss der bosonischen Anregungen
des Spinsystems von H, fiir die wy > 0 gilt. Die Doppelpeakstruktur des inkohérenten
Anteils dndert sich jedoch qualitativ nicht. Der entsprechende Anteil fiir w > 0 bzw.
w < 0 erhilt grofleres Gewicht und die Maxima in der Nidhe des kohidrenten Quasi-
teilchenpeaks sind gegeniiber dem Fall kleiner J verbreitert. Die Gewichte &y sind fiir
groflere J dementsprechend stirker renormiert. Dieses Verhalten zeigt sich insbesondere
in der Umgebung der Fermi-Kante. Die Werte &, erfahren hier die gréfite Renormie-
rung, bleiben aber auch dann noch endlich, wenn die Operatortransformation bereits
keine vertrauenswiirdigen Ergebnisse mehr liefert.

Zustandsdichte Die Ergebnisse der elektronischen Zustandsdichte p(w) sind in Ab-
bildung 8.10 fiir zwei verschiedene Parameterwerte dargestellt. Aufgrund der endlichen
Verbreiterung der Delta-Funktionen fiir die Berechnung von p(w) verschwindet die Zu-
standsdichte auflerhalb des fiir Anregungen erlaubten Bereichs nicht. Die Abbildung
beschriankt sich daher auf den Bereich zwischen den Maximalwerten von p(w). Die
obere Abbildung entspricht dem Grenzfall kleiner Kopplungen J. In den Minima der
Zustandsdichte spiegelt sich das in Abschnitt 6.5 erlduterte pseudogap-dhnliche Ver-
halten der renormierten Einteilchenenergien £, wider. Die Diskussion der dynamischen
Strukturfaktoren A (k,w) zeigte bereits, dass fiir kleine Kopplungskonstanten die Ver-
nachléssigung der bosonischen Anregungen @, des Spinsystems von # die Eigenschaften
der Korrelationsfunktion nicht wesentlich dndert. Verwendet man dieselbe Ndherung fiir
die Zustandsdichte, so zeigt man leicht mit Hilfe der exakten Relation (7.19) fiir p(w)

1 . . 1 . ~
plw) = N Z Gy 0w — &) + IN? Z (tUp Vktp—g — Up Utp—q)’ ’V/fq 6(w — &)
k kpq
1 -
=5 a 0w ek)-l-m ZS(k—q)’y,fqé(w—eq)
kq

1 .
= N zk: 5(w - Ek) (8'4)
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Abbildung 8.10: Elektronische Zustandsdichte p(w — p) fir J/t = 0.5 und n, = 9/10

(oben), sowie J/t = 1 und n. = 3/5 (unten). Der relevante Bereich von
w ist durch die gestrichelten Linien gekennzeichnet.

99



8 Ergebnisse fiir Erwartungswerte und Korrelationsfunktionen

Dies entspricht der Zustandsdichte der renormierten Einteilchenenergien &;. In diesem
Sinne kann das Ergebnis fiir p(w) in Abbildung 8.10 (oben) fiir den Parameterbereich
J/t = 0.5 und n, = 9/10 als Grenzfall kleiner Kopplung im Wesentlichen als die Zu-
standsdichte der Elektronen im effektiven Modell H verstanden werden. Eine verschwin-
dende Zustandsdichte p(w) bei w = 0 (Fermi-Kante) wire somit im Grenzfall J/t < 1 als
ein Pseudogap-Verhalten der renormierten Einteilchenenergien der Elektronen zu deu-
ten. Mit zunehmendem J spielen auch hier die bosonischen Anregungen des Spinsystems
Hs des effektiven Modells eine groBere Rolle, und die Niherung, die auf Gleichung (8.4)
fithrte, ist nicht mehr gerechtfertigt. Die Minima in p(w) werden stérker ausgepréigt und
deutlich kleiner, Abbildung 8.10 (unten). Die Verbreiterung dieser Minima ist eine Folge
der grofler werdenden Energieskale der bosonischen Anregungsenergien @,. In der Néhe
der Fermi-Kante (w = 0) bleibt die Zustandsdichte jedoch endlich. Ein Verschwinden
von p(w) der Form ~ |w|® fiir w = 0 l4sst sich nicht beobachten. Es ist allerdings zu be-
achten, dass aufgrund des endlichen Systems eine endliche Breite der Delta-Funktionen
verwendet werden muss.

Spinstrukturfaktor In Abbildung 8.11 sind die Resultate fiir den dynamischen Spin-
strukturfaktor S..(q,w) fiir zwei Parameterpaare dargestellt. Das Gewicht der dominan-
ten niederenergetischen Anregung bei ¢ = 2k§, ist hier aus Griinden der Ubersichtlich-
keit um einen entsprechenden Faktor verkleinert worden. Bereits anhand von Gleichung
(7.49) wurde verdeutlicht, dass sich S..(q,w) im Wesentlichen aus zwei Anteilen, einem
nieder- und einem hochenergetischen Anteil zusammensetzt. Daher sind beide Anteile
in Abbildung 8.11 getrennt gezeigt. Sowohl fiir kleine wie auch fiir grofle Kopplungen J
wird deutlich, dass die bosonischen Anregungen &, des Spinsystems des effektiven Mo-
dells sehr kleine Energien im Vergleich zu den elektronischen Teilchen-Loch-Anregungen
von H besitzen. Letztere sind von der GréBenordnung der Bandbreite der renormierten
Elektronenenergien.

Im Grenzfall schwacher Kopplung, Abbildung 8.11 oben, wird die Charakteristik der
Spinanregungen des eindimensionalen Elektronengases besonders deutlich. Anhand des
Ergebnisses fiir den hochenergetischen Anteil (rechts) zeigt sich, dass im eindimensio-
nalen Elektronengas keine niederenergetischen Teilchen-Loch-Anregungen fiir 0 < ¢ <
2k§, = n.m vorhanden sind. Niederenergetische Anregungen des elektronischen Anteils
des effektiven Modells sind nur bei ¢ ~ 2k$, zu finden. Dies spiegelt die aus lediglich
zwei Punkten bestehende Fermi-Fliche wider, siehe Abschnitt 7.4. Der niederenergeti-
sche Bereich wird zu einem grofien Teil von den bosonischen Spinanregungen @, des
Spinsystems Hg gebildet. Dieser, dargestellt auf der linken Seite, ist nahezu identisch
mit dem Spinstrukturfaktor von Hg, der im nichsten Abschnitt diskutiert wird.

Bei grofleren Werten von J édndert sich das qualitative Verhalten des hochenergetischen
Anteils von S.(¢q,w) nicht wesentlich, Abbildung 8.11 unten. Niederenergetische Anre-
gungen bleiben weiterhin auf die Umgebung von ¢ = 2k$ beschrinkt. Dies kann an
der kleinen Energieskale der bosonischen Anregungen w, des Spinsystems des effektiven
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Abbildung 8.11: Elektronischer Spinstrukturfaktor S..(¢,w) von ¢ = 0 bis ¢ = 7 (von
unten nach oben dargestellt). Oben: J/t = 0.5 und n. = 9/10. Un-
ten: J/t = 1 und n, = 3/5. Links: Niederenergetischer Anteil, Rechts:
Hochenergetischer Anteil
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Abbildung 8.12: Dynamischer Strukturfaktor S](f}) (¢,w) des Spinsystems Hg. Links:
J/t = 0.5 und n, = 9/10. Rechts: J/t = 1.5 und n, = 3/5.

Modells # liegen, deren Einfluss auf die Teilchen-Loch-Anregungen zu gering ist, um
signifikante Beitrdge zum dynamischen Spinstrukturfaktor zu liefern. Im oberen Bereich
des Spektrums tritt eine weitere Anregung auf. Wie im Grenzfall kleiner Kopplung J
ist demnach auch hier der niederenergetische Bereich durch die Spinanregungen des un-
gestorten Spinsystems bestimmt, die mit einer entsprechend vergroferten Energieskale
verkniipft sind.

8.2.2 Anregungen des Spinsystems

Die statischen Eigenschaften des Spinsystems wurden in Abschnitt 8.1.2 erldutert. Be-
reits an dieser Stelle wurde deutlich, dass die Korrekturen der Operatortransformation
der Spinoperatoren eine sehr geringen Einfluss auf das Ergebnis fiir S;;(g) ausiiben. Der
dominante Betrag zu Syf(q) ergab sich aus der Korrelationsfunktion S(g) des Spinsy-
stems Hg. Fiir die dynamischen Eigenschaften des lokalen Spinsystems ist daher ein
dhnliches Verhalten zu erwarten. Der dynamische Spinstrukturfaktor (7.46) der lokalen
Spinmomente setzt sich aus zwei Anteilen zusammen. Zum einen ein niederenergetischer
Beitrag Sl(f}) (¢,w) ~ B2, der die Dynamik des Spinsystems des effektiven Modells im

Rahmen der SBMFT beschreibt. Zum anderen ein hochenergetischer Beitrag Sl(,lf) (q,w),
der Teilchen-Loch-Anregungen der Elektronen involviert. Diese beiden Beitrige zum dy-
namischen Strukturfaktor S;(q,w) werden daher getrennt disktuiert.

In Abbildung 8.12 ist der Anteil S;f? (g,w) von Sfs(g,w) in der (¢, w)-Ebene fiir zwei
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verschiedene Parameterwerte (J, n.) gezeigt. Zur besseren Darstellung sind die Gewichte
in einer Farbskale gezeichnet, die auf das Maximum von Sff}) (¢, w) bzgl. ¢ und w normiert
ist. Dieses Maximum betrégt fiir die Parameterwerte J/t = 0.5 und n, = 9/10 (links)
2,75 x 105 und fiir J/t = 1.5 und n, = 3/5 (rechts) 8,6 x 10*.

Zunichst ist festzustellen, dass der dynamische Strukturfaktor fiir das Spinsystem des
effektiven Modells Sj(c(? (g,w) bei ¢ = 0 verschwindet. Dies wird anhand von Gleichung

(7.46) deutlich. Fiir ¢ = 0 liefert dann lediglich die Korrektur S](clf) (¢, w) einen Beitrag
zum dynamischen Strukturfaktor. Im Bereich kleiner Wellenvektoren ¢ = 0 ist das Ge-
wicht der Anregungen vergleichsweise klein. Die niederenergetischen Anregungen finden
sich im Bereich ¢ ~ 0 und g ~ 2k% = n.m. Das groite Gewicht besitzt die Anregung
bei ¢ = 2k% = n.mw, der dominanten Komponente der statischen Korrelationsfunktion
S(q). In Abschnitt 6.4 wurden bereits die Ergebnisse fiir die renormierten Anregungs-
energien w, der o,,-Bosonen der SBMFT diskutiert. Diese zeigten eine sehr kleine, aber
endliche Energieliicke bei ¢ = k% mod 7. Fiir die Zweiteilchenanregungen @y + @y,
des Spinsystems #g hat dies die erwiihnten niederenergetischen Anregungen um ¢ = 0
und ¢ = 2k zur Folge. In den Abbildungen 8.12 ist das endliche Gewicht um ¢ = 2k%
fiir Werte w < 0 auf die Verbreiterung der Delta-Funktionen zuriickzufiihren. Anhand
von Gleichung (7.46) ist jedoch klar, dass die kleinstmogliche Anregungsenergie des
Spinsystems von H der doppelten Energieliicke entspricht. Wie bereits in Abschnitt 6.4
ausgefiihrt, ist diese niederenergetische Anregung bei ¢ = 2k¢ fiir den scharfen Peak
in der statischen Korrelationsfunktion S(g) verantwortlich. Das Kontinuum der Zwei-
teilchenanregungen wird durch schwach dispersive Anregungen bei gréfleren w begrenzt.
Diese Anregungen bilden den oberen Bereich des Spektrums des Spinsystems Hg. Die
Energieskale, die mit den Anregungsenergien w, der o,-Bosonen der SBMF'T verbunden
ist, ist wie bereits mehrfach erwéhnt, sehr klein verglichen mit den renormierten Einteil-
chenenergien der Elektronen ;. Dies spielt eine Rolle fiir den Korrekturterm Sl(flf) (q,w),
der Teilchen-Loch-Anregungen des fermionischen Systems involviert. Es sei an dieser
Stelle noch angemerkt, dass der dynamische Spinstrukturfaktor Sj(f? (¢,w) aus Abbil-
dung 8.12 im Wesentlichen dem in der Abbildung 8.11 niederenergetischen Anteil von
See(q, w) entspricht.

Die Ergebnisse fiir den Korrekturterm S](clf) (¢,w) des dynamischen Strukturfaktors
sind in Abbildung 8.13 fiir die gleichen Parameterwerte wie in Abbildung 8.12 darge-
stellt. Die Gewichte sind zwar klein gegeniiber dem dominanten Beitrag S](f}) (q,w), al-

lerdings beschreibt der Korrekturanteil S](clf) (¢, w) den hochenergetischen Bereich des dy-
namischen Strukturfaktors Sys(¢,w). Die Teilchen-Loch-Anregungen des fermionischen
Systems sind von der Gréflenordnung der effektiven Bandbreite und somit grofl im Ver-
gleich zur Energieskale der bosonischen Anregungen des Spinsystems des effektiven Mo-
dells &,. Anhand von Gleichung (7.46) fiir den dynamischen Strukturfaktor wird deutlich,
dass sich der Einfluss der bosonischen Anregungen nur in der Nidhe der Fermi-Kante des
nichtwechselwirkenden elektronischen Systems bemerkbar macht. Im Grenzfall kleiner
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w/2t w/2t

Abbildung 8.13: Korrektur S](clf) (¢, w) zum dynamischen Strukturfaktor Sys(g,w) fiir ver-
schiedene Werte von ¢ = 0 (oben) bis ¢ = 7 (unten). Links: J/t = 0.5
und n, = 9/10. Rechts: J/t = 1.5 und n. = 3/5.

Kopplungen J (Abbildung 8.13, links) ist dann die Vernachlissigung der Energien &,

gerechtfertigt. Der Korrekturterm S](clf) (¢,w) wird in diesem Fall nur von den Teilchen-
Loch-Anregungen des elektronischen Systems bestimmt. Die ausgeprigten Maxima die-
ser Funktion sind die Folge des dominierenden Beitrags bei £ — p + ¢ = 2k% = n.m aus
der Summe von Sj(clf) (¢, w). Bei festem ¢ ist mit diesem eine charakteristische Energie
€x — &p zum Differenzvektor k£ — p verkniipft. Im hochenergetischen Bereich des dy-
namischen Strukturfaktors finden sich schwache Maxima, deren geringes Gewicht auf
den entsprechend kleinen Parameter 5,6,, der Operatortransformation der Spinoperato-
ren zuriickgefiihrt werden kann. Bei grofleren Werten der Kopplung J spielen nun die
bosonischen Zweiteilchenanregungen @, + @y 4x_ptq des Spinsystems des effektiven Mo-
dells eine Rolle. Aufféllig ist hier die deutliche Ausprigung einer Anregung im unteren
Bereich des Spektrums. Desweiteren ist eine starke Verbreiterung um diese Maxima zu
erkennen. Hier macht sich der Einfluss der Zweiteilchenanregungen @y + Wy 4k piq be-
merkbar. Die schwach ausgeprigten Maxima, die fiir kleine J auftreten, verschwinden
in dieser Verbreiterung. Die hochenergetischen Anregungen bleiben auch hier erhalten.
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8.3 Resumée

8.3 Resumée

Die Berechnung von statischen und dynamischen Erwartungswerten und Korrelations-
funktionen im Rahmen der Flussgleichungsmethode war Gegenstand der letzten beiden
Kapitel. An dieser Stelle werden die wesentlichen Resultate noch einmal zusammenge-
fasst. Im Vordergrund standen dabei statische sowie dynamische Korrelationsfunktionen
der Elektronen und der lokalen Spinmomente, wie die Impulsverteilung n(k), die Spin-
korrelationsfunktion Syf(q) der lokalen Spins, die Zustandsdichte der Elektronen p(w)
oder der dynamische Strukturfaktor Sys(¢g,w) der Spinmomente. Andere Gréfien wie der
Parameter K, der LL-Theorie liefen sich daraus gewinnen. Desweiteren wurde anhand
des Verhaltens spezieller Korrelationsfunktionen gepriift, ob im Rahmen der hier ver-
wendeten Methode und Ndherungen der Phaseniibergang von der paramagnetischen in
die ferromagnetische Phase beobachtet werden kann. Schliellich konnten Aussagen iiber
das dynamische Verhalten der Anregungen gewonnen werden.

Die Impulsverteilung der Elektronen n(k) zeigte fiir Werte der Kopplung J/t < 1 ei-
ne Ausschmierung um die Fermi-Kante. Die Werte in der Umgebung des Fermi-Impulses
der Leitungselektronen konnten jedoch nur unzureichend berechnet werden, so dass sich
LL-Verhalten nicht eindeutig feststellen lie. Eine Bestimmung des damit korrelierten
Exponenten o war demnach nicht mdéglich. Desweiteren konnte keine Singularitét bei
k = (1+n.)m, dem Fermi-Wellenvektor fiir eine grofile Fermi-Fliche, beobachtet werden.
Argumente, das effektive Modell betreffend, lassen vielmehr den Schluss auf eine kleine
Fermi-Fliche zu.

Mit Hilfe der Ladungskorrelation der Elektronen C(q), die fiir kleine Werte der Kopp-
lung J mit den Ergebnissen numerischer Rechnungen iibereinstimmt [42,49] und ein
fiir Luttinger-Fliissigkeiten typisches Verhalten zeigte, wurde der Parameter K, der LL-
Theorie berechnet. Dieser zeigte bzgl. seiner Abhéngigkeit von der Kopplungskonstanten
J qualitativ gute Ubereinstimmungen mit Resultaten aus DMRG-Rechnungen [103]. Die
Abhéngigkeit von der Fiillung des Elektronenbandes n. hingegen konnte nur fiir kleine J
reproduziert werden. Die Spinkorrelationsfunktion der Elektronen S..(g), die im Bereich
kleiner J gute Ubereinstimmung mit numerischen Rechnungen zeigte [42,49], wies das
charakteristische Verhalten bei Anndherung an die ferromagnetische Phase nicht auf,
und konnte somit nicht fiir die Bestimmung der Phasengrenze herangezogen werden.
Die Korrelationsfunktion der lokalen Momente Syf(q) wies das richtige qualitative Ver-
halten des Grenzfalls kleiner Wechselwirkungsstirken J auf. Sie zeigte Ubereinstimmung
mit numerischen Resultaten im diesem Bereich. Der Phaseniibergang lief} sich jedoch
auch anhand dieser Gréfle nicht nachvollziehen, vielmehr wies Sr(g) erst bei relativ
grofilen Werten der Kopplung J signifikante Abweichungen vom Verhalten bei J/t < 1
auf. Die Betrachtung der Elementaranregungen des ungestorten Spinsystems lieferte
einen gewissen Einblick in die Problematik der Bestimmung der Phasengrenze im Rah-
men der Flussgleichungsmethode und der notwendigen N&herungen.

Bei der Betrachtung der dynamischen Eigenschaften der Elektronen wurden die Spek-
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traldichten A (k,w) und die Zustandsdichte der Elektronen p(w) berechnet. Die Spin-
dynamik wurde durch den dynamischen Strukturfaktor S..(¢,w) beschrieben. In den
Spektraldichten A, (k,w) zeigte sich neben dem Quasiteilchenpeak bei w = & ein in-
koharenter Untergrund, der durch Maxima in der Nihe der Quasiteilchenenergie w = &
gekennzeichnet war. Die Zustandsdichte der Leitungselektronen p(w) wies Minima bei
w = €k, und w = €,_, auf, blieb demnach endlich. Ein fiir Luttinger-Fliissigkeiten cha-
rakteristisches Verhalten der Form p(w) ~ |w|* in der Ndhe von w = 0 konnte bei den
berechneten Werten fiir die elektronische Zustandsdichte nicht beobachtet werden. Die
Spinanregungen des Elektronensystems, die anhand des Spinstrukturfaktors S..(q,w)
diskutiert wurden, wiesen zwei wesentliche Charakteristika auf. Zum einen wurde der
niederenergetische Bereich durch die bosonischen Anregungen des Spinsystems H be-
stimmt. Zum anderen zeigte sich die fiir ein eindimensionales Elektronengas typische
Anregungsliicke bei kleinen Energien.

Der dynamische Strukturfaktor Sy;(¢,w) des Spinsystems war im niederenergetischen
Bereich durch die Zweiteilchenanregungen wy, + Wy, der Schwinger-Bosonen charakteri-

siert. Der hochenergetische Bereich wurde durch den Korrekturterm S)(clf) (¢, w) gebildet,
der die Ladungsfluktuationen des effektiven elektronischen Systems enthielt.
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Die Anwendbarkeit der Methode der kontinuierlichen unitiren Transformationen (Fluss-
gleichungen) auf das eindimensionale Kondo-Gitter-Modell ist im Rahmen dieser Ar-
beit untersucht worden. Dieses Modell spielt eine grofle Rolle fiir das Versténdnis der
sogenannten Schwer-Fermion-Systeme. Viele dieser Seltenerd- und Aktinid-Verbindun-
gen weisen neben der paramagnetischen Schwer-Fermion-Phase auch magnetische Ord-
nung und sogar Supraleitung auf. In der Nihe quantenkritischer Punkte, d.h. Pha-
seniiberginge bei 7' = 0, zeigen Schwer-Fermion-Systeme NFL-Verhalten. Die Schliissel-
stellung, die das Kondo-Gitter-Modell fiir die Beschreibung der ungewohnlichen Eigen-
schaften der Schwer-Fermion-Systeme einnimmt, bedingt das grofle Interesse an diesem
Modell.

Das eindimensionale Kondo-Gitter nimmt eine gewisse Sonderstellung ein, da das
Phasendiagramm nicht wie in zwei- und dreidimensionalen Modellen im Grenzfall schwa-
cher Kopplung von Leitungselektronen und lokalen Momenten stabile magnetische Ord-
nung aufweist, sondern eine paramagnetisch metallische Phase zeigt, die Luttinger-
Fliissigkeitsverhalten aufweist. Diese Phase wurde mittels der Flussgleichungsmethode
anhand der Beschreibung statischer und dynamischer Eigenschaften des Grundzustands
untersucht. Die kontinuierliche unitire Transformation wurde mit dem Ziel der Entkopp-
lung von Elektronen- und Spinoperatoren durchgefiihrt. Dies erforderte Ndherungen in
Form von Entkopplungen hoherer, effektiver Wechselwirkungen und fiihrte auf Erwar-
tungswerte, die bzgl. des effektiven, d.h. renormierten, Modells und somit selbstkonsi-
stent berechnet werden mussten. Das effektive Modell enthielt mit dem Spinaustausch
der RKKY-Wechselwirkung einen Anteil, dessen Eigenwertproblem nicht exakt berech-
net werden kann. Die Korrelationsfunktion der lokalen Spinmomente, die bzgl. dieses
Anteils zu bilden war, wurde hier niherungsweise im Rahmen einer Schwinger-Boson-
Molekularfeld-Theorie (SBMFT) berechnet. Dies ist die einflussreichste Approximation
im Rahmen der Flussgleichungsmethode. Durch die Anwendung der kontiniuierlichen
unitéren Transformation auf die Operatoren von Elektronen und lokalen Spinmomenten
wurden statische und dynamische Korrelationsfunktionen berechnet. Hierbei waren &hn-
liche N&herungen wie bei der Transformation des Hamilton-Operators notwendig. Die
Approximation des Eigenwertproblems des Spinsystems des effektiven Modells mittels
der SBMFT ermoglichte die Berechnung dynamischer Grofien, wie der Zustandsdichte
der Elektronen und des dynamischen Strukturfaktors der lokalen Spinmomente. Dies ist
ein neuer Aspekt in der Beschreibung des eindimensionalen Kondo-Gitter-Modells.
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Die unterschiedlichen Fragestellungen, die sich im Zusammenhang mit dem eindimensio-
nalen Kondo-Gitter-Modell ergeben, sind verbunden mit dem Phaseniibergang von der
paramagnetisch metallischen Phase in eine langreichweitig geordnete ferromagnetische
Phase, der Problematik der Gréfle der Fermi-Fliche und der Charakterisierung des
Grundzustands als Luttinger-Fliissigkeit.

Der in diesem Modell zu erwartende Phaseniibergang konnte nicht beobachtet werden.
Die hierfiir betrachteten Spinkorrelationsfunktionen S..(¢) und Sys(¢q) wiesen zwar ei-
ne Tendenz zu stirker werdenden ferromagnetischen Korrelationen auf, die Giiltigkeit
der Ndherungen fiir die Flussgleichungen der Operatortransformation musste jedoch bei
grofleren Kopplungen J in Frage gestellt werden. Zuverlissige Ergebnisse fiir die Spin-
korrelationsfunktionen wurden daher nur fiir kleine J erhalten.

Die Berechnung der Impulsverteilung der Elektronen n(k) diente einerseits der Bestim-
mung der Grofle der Fermi-Flidche und andererseits der Charakterisierung des Grund-
zustands. Der erste Aspekt konnte klar beantwortet werden. Im Rahmen der Heran-
gehensweise bei der Renormierung des Kondo-Gitter-Modells konnte nur auf eine klei-
ne Fermi-Fliche, gebildet lediglich von den Leitungselektronen selbst, gefolgert wer-
den. Eine Singularitdt in der Impulsverteilung der Elektronen, die auf eine Beteiligung
der lokalen Spinmomente an der Bildung der Fermi-Fliche schlielen liefle, wurde nicht
beobachtet. Die Beibehaltung des lokalen Charakters der Spinoperatoren schliefit die
Bildung einer groflen Fermi-Fliche aus. Der zweite Aspekt, die Charakterisierung des
Grundzustandes konnte nicht eindeutig beantwortet werden. Die Impulsverteilung wies
eine Verschmierung an der Fermi-Kante auf, die LL.-Verhalten erwarten lédsst. Allerdings
konnte aufgrund von Schwierigkeiten mit Punkten an der Fermi-Kante nicht eindeutig
gekldrt werden, ob die Impulsverteilung in diesem Punkt stetig ist (Luttinger-Fliissig-
keit) oder einen endlichen Sprung aufweist (Fermi-Fliissigkeit). Andererseits stimmten
die Ladungskorrelationsfunktion C(g), aus der sich der Parameter K, der LL-Theorie
berechnen lief, sowie die Spinkorrelationsfunktion S..(¢) qualitativ gut mit Resulta-
ten aus DMRG-Rechnungen iiberein. Dies stirkt die Annahme, dass das System eine
Luttinger-Fliissigkeit darstellt. Die dynamischen Aspekte des Grundzustands wurden
anhand der elektronischen Zustandsdichte p(w) untersucht. Diese verschwand nicht, wie
fiir LL-Verhalten zu erwarten, an der Fermi-Kante. Lediglich ein Minimum konnte be-
obachtet werden, das dem pseudogap-dhnlichen Verhalten der Elektronen des effektiven
Modells entsprach. Dieses allerdings verringerte sich mit zunehmender Kopplung J.

In der Anwendung der Flussgleichungsmethode bietet sich Raum fiir notwendige
Verbesserungen und Erweiterungen. Den grofiten Einfluss auf die Ergebnisse der Renor-
mierung des eindimensionalen Kondo-Gitter-Modells in der hier verwendeten Vorgehens-
weise hat die SBMF'T zur approximativen Bestimmung des Eigenwertproblems des Spin-
systems Hs. Konvergente Ergebnisse fiir die Korrelationsfunktion und die bosonischen
Anregungsenergien konnten nur in einem eingeschréankten Bereich des Phasendiagramms
ermittelt werden. Im Wesentlichen unabhéngig von J, wurden gute Resultate bei Fiillun-
gen des Elektronenbandes von n, > 1/2 fiir S(q) erhalten. Bei Fiillungen von n. = 1/2
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(Viertelfiillung) und darunter lieferte die SBMFT keine Losungen. Der erste Ansatz fiir
eine Verbesserung der Resultate wére daher eine genauere Bestimmung des Eigenwert-
problems von Hg. Dies kénnte durch Korrekturen zur Molekularfeld-Lésung geschehen.
Desweiteren wiirde bereits eine signifikante Vergroflerung des Systems die hier durch-
gefithrten Rechnungen verbessern. Die Hinzunahme weiterer Korrekturen, insbesondere
der Operatortransformation unter Beachtung exakter Relationen, kénnte Verbesserun-
gen der Resultate von Korrelationsfunktionen und Erwartungswerten zur Folge haben.
Es ist jedoch zu bedenken, dass diese Mailnahmen einen erheblichen numerischen Mehr-
aufwand bedeuten. Der Nutzen weiterer Korrekturen wird erst bei gréfleren Kopplungen
J bemerkbar und ist schwer einzuschéitzen.

Als die wichtigste Erweiterung ist die Beschreibung der ferromagnetischen Phase des
eindimensionalen Kondo-Gitter-Modells fiir grole J zu nennen. Dies miisste dann vom
Grenzfall starker Kopplung J = oo ausgehen und eine Anniherung an die paramag-
netisch metallische Phase ermdoglichen. Hier ist allerdings die gebrochenen Symmetrie
der langreichweitigen ferromagnetischen Ordnung im Hamilton-Operator zu manifestie-
ren. Eine zweite Erweiterung betrifft die Beschreibung hoherdimensionaler Modelle. Die
Néherungen fiir die Flussgleichungen miissen hier allerdings die gebrochene Symmtrie
der langreichweitigen Ordnung bei kleinen J beriicksichtigen.
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A Normalordnung

Fiir die Entkopplung der Vier-Fermionenanteile der effektiven Wechselwirkungen ist ei-
ne Normalordnung der Elektronenoperatoren durchgefiihrt worden. Diese Entkopplung
entspricht einem verallgemeinerten Wickschen Theorem. Sie erlaubt eine systematische
Entkopplung hoherer Operatorprodukte. Voraussetzung fiir die Anwendbarkeit dieses
Entkopplungsschemas ist, dass die Erwartungswertbildung stets bzgl. eines bilinearen
Hamilton-Operators erfolgt. An dieser Stelle soll eine kurze und einfache Beschreibung
der Normalordnung gegeben werden.

Anschaulich gesprochen ist der Grundgedanke dieses Entkopplungsschemas, die ef-
fektiven n-Teilchenprozesse eines m-Teilchenoperators auf die entsprechenden n-Teil-
chenoperatoren zuriickzufiihren, wobei n < m gilt.

Aus der Definition des normalgeordneten Operatorproduktes resultiert eine verallgemei-
nerte Formel fiir die Normalordnung eines Produktes normalgeordneter Operatoren. Fiir
Fermionen gilt

: A(a) :: B(b) :=: exp(z G abi;ak)A(a) B(b) : |p=a (A.1)

Die Groflen : A(a) : und : B(b) : sind (normalgeordnete) Produkte von Fermionerzeugern
und Fermionvernichtern. Gy, ist der Erwartungswert zweier Fermionen, d.h. Gy, = (axa;).
Die konkrete Gestalt dieser Kontraktionen héingt von der Form des bilinearen Hamil-
tonoperators ab, der fiir die Erwartungswertbildung herangezogen wird. Aufgrund der
Normalordnung der Terme : A(a) : und : B(b) : miissen nur solche Kontraktionen (Er-
wartungswerte) beriicksichtigt werden, die einen Fermionoperator aus A(a) und einen
Fermionoperator aus B(b) enthalten.

Im Rahmen der Flussgleichungsmethode treten Kommutatoren zwischen normalgeord-
neten Operatoren auf. Die Normalordnung vertauscht mit der Kommutatorbildung,
d.h. der Kommutator kann vor der Normalordnung ausgefiihrt werden. Dies bedeutet,
dass die Kommutatoren, die sich aus der Flussgleichungsmethode ergeben, wie gew6hn-
lich ausgewertet werden konnen, und im Anschluss daran das Ergebnis nach obigem
Schema der Normalordnung zu unterwerfen ist. Der Erwartungswert eines normalge-
ordneten Operators bzgl. des bilinearen Hamilton-Operators verschwindet, d.h. es gilt

<: CLaCQB :> = 0.
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Zur Illustration seien hier die in der Herleitung der Flussgleichungen auftreten-
den Kommutatoren und Antikommutatoren zweier Paare aus Fermionerzeuger und -
vernichter abgeleitet. Die Erwartungswertbildung erfolgt bzgl. des elektronischen Anteils
des effektiven Hamilton-Operators (4.10), der bilinear in den Fermionoperatoren ist. Aus
Gleichung (A.1) folgt

AT . RN | ot i -
{ : Ckacq[j ol Ck’a’clI'ﬂ' e Ck’a’CQ'ﬂ' ol Ckacqﬁ } =

CAf . | . LAt . | .
1 CLaCqB t CrrgCq Bt 4+ : ChrioarCq'p! t ChoCqB * =

Lt T RETT | T BT | . T Lt . T
D CraCaBCharCap Pt CparCaprChaCes  F 1 Cralap t (CaBCha )t T CprarCap © (CqprCra)
+ s egpch, el o)+t egpcl (el cgs) + (copch Ml cop) + (copel Yl cqs)
- CaBlprg - \Cratd'B s LB Cka - \CprorCaB Bl o katd' B’ 4B Cra ko “aB
= =2 GaChiaCapap +  Chalep (1= 20g) Gpgbargt : ClrarCos = (1= 2n) OpgrSapy
+ (nk(]. — nq) —+ nq(l — ’I’Lk))équ 5alﬁ5kq15aﬂl (A2)
Bei der Ableitung dieses Ausdrucks wurde ausgenutzt, dass die Vertauschung zweier
Fermionoperatoren innerhalb eines normalgeordneten Operatorproduktes einen Vorzei-

chenwechsel nach sich zieht. Erwartungswerte der Form (cg,cy,v) verschwinden aufgrund
der Gestalt des effektiven Hamilton-Operators (4.10).

Der Kommutator reduziert sich nach Durchfiihrung der Normalordnung auf den fol-
genden Ausdruck

LT .| RN | . J —
[ - ckac(Iﬁ . ck’a’cqlﬂ' Tt Ck’a’cqlﬂ' o ckac(Iﬁ ] -

T | . T | .

: Ckacqg . Clc’a’CQ'ﬁ' L= ck’a’c‘J'ﬂ' . Ckacqg L=

ot i . ot T . Lt . T A . T

L ChaCafChiat Cap ¢ ChraCarf ChaCap * T & CoaCarp + {CqBCh1a1) = * CriatCap * (CqprCha)

+: CqﬂCL'a' : <Czacq’ﬂ’>_ : Cq’ﬁ’c};a : <Cch’a’Cq/3> + <Cqﬂcl'a'><c;rcacq’ﬁ’> - <Cq’/3’cl];a><cz'a’ Cg)

=t ClaCyp  Owgdtp— : CoCap  Fhgdapr + (ni(1 = ng) — ng(1 = i) 5k’q5a’ﬂ5kq’5a€’ )
A3

Die Ergebnisse der Gleichungen (A.2) und (A.3) sind in dieser Form in die entsprechen-
den Flussgleichungen einzusetzen.
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B Bogoljubov-Transformation

Die SBMFT fiir den Spin-Hamilton-Operator Hg des effektiven Modells 7 fiihrte auf
eine bosonische Beschreibung der Form von Gleichung (5.6). Die Diagonalisierung dieses
Hamilton-Operators mittels einer Bogoljubov-Transformation wird in diesem Anhang
ausfiihrlicher diskutiert. Eine verallgemeinerte Darstellung der Bogoljubov-Transforma-
tion findet sich u.a. bei Sachdev [105].

Der Operatoranteil des Hamilton-Operators (5.6) ist der Ausgangspunkt fiir die Dia-
gonalisierung

H= nyB a,wa,w— ZZU’YA a,w _,w — Qg O—k5) (B.1)

Dieser kann, wie jeder bilineare Operator, durch eine Bilinearform dargestellt werden,
die in kompakter Form definiert wird

= %Z UL H®, — %Z('YB(k) - ) (B-2)

ko

wobei ¥y = (ake, aT_k(_,) gilt und Hj, eine hermitesche 2 x 2-Matrix der Gestalt

g _ ( vB(k)  —ioya(k)
= (i athy ) .

ist. Zusitzlich tritt noch eine Korrektur —3 3", ~vg(k) auf, die aus der bosonischen
Vertauschungsrelation der ag,-Operatoren resultiert. Diese ist bei der Berechnung der
Grundzustandsenergie zu beriicksichtigen.

Die Vertauschungsrelationen fiir die Vektoren ¥, lassen sich in Form einer Matrix

[0y, U] =T (B.4)

darstellen, wobei T" durch die eine 2 x 2-Diagonalmatrix der Gestalt

T = ((1) _01) (B.5)
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B Bogoljubov-Transformation

repréasentiert wird. Die Vertauschungsrelationen miissen bei einer Transformation des
Hamilton-Operators erhalten bleiben. Fiir die Diagonalisierung wird entsprechend der
Ansitze der ag,-Operatoren (5.12) eine lineare Transformation des Vektors Wy vorge-
nommen. Fiir die neuen Operatoren I'y = (g, af_ka)T gilt dann

U, =MT, mit M= (“’“ “’“) (B.6)
Vr Uk

Damit die neuen Operatoren ebenfalls die bosonischen Vertauschungsrelationen erfiillen,
muss fiir die lineare Transformation M gelten

MTM =T (B.7)

woraus die Relation u} — v} = 1 folgt. Die lineare Transformation M diagonalisiert den
Hamilton-Operator H, so dass

MTH M = & (B.8)

mit der Diagonalmatrix @, die die Eigenenergien der bosonischen Anregungen wy, enthélt.
Die Kombination der Gleichungen (B.7) und (B.8) ergibt

TH M = MTG, (B.9)

Die Spalten der Matrix M sind die Eigenvektoren der nichthermiteschen Matrix Tﬁk,
die Eigenwerte sind die Diagonalelemente von T'@w;. Die Eigenenergien der neuen Quasi-
teilchenanregungen wy, sind dann die Eigenwerte der Matrix

v _ [ vB(k)  ioya(k)
i~ (7 Tate) (10

Dies fiihrt auf die Gleichung wy = v/(y5(k) — A)2 — 424 (k). Im Anschluss an die Diago-
nalisierung des Hamilton-Operators (5.6) liefern die Terme ozk,,oz,ta durch Vertauschung
noch einen konstanten Beitrag %Zka wke zur Grundzustandsenergie. Gleichung (B.1)
nimmt schlielich die folgende Gestalt an

1
H = Z Wi a;fwakg + 5 Zwk (B.11)
ko ko

114



C Korrekturterme der
Operatortransformation

Die Operatortransformation der Elektronen- und Spinoperatoren resultiert in komplizier-
ten Korrekturtermen, die im Rahmen der Nidherungen fiir die Operatortransformation
vernachlissigt wurden. Einige dieser Korrekturterme werden in diesem Anhang disku-
tiert.

C.1 Korrekturen aus der Transformation der
Elektronenoperatoren

Die Vertauschung des Generators 7(l) aus Gleichung (4.11) mit dem Elektronenoperator
Cko ergibt neben den in Gleichung (7.4) angegebenen Beitrégen linear in den Spinopera-
toren auch normalgeordnete Spinoperatorprodukte.

2N2 Zak Mipg * Sk-p*Spq* Co + 4N2 Zakﬂkpq 00'Sg_ S Cao

pgo’

1 D z —0 1 D 2
N2 Z Ok NMkpq Sk—pSp—q Coz + AN2 Z Ok Mkpq S pSp qC (C.1)

pgo pqo

Die ersten beiden Terme wurden als Korrekturterme in die Transformation der Elekt-
ronenoperatoren aufgenommen. Die Zwei-Spinterme (zweite und dritte Zeile in (C.1))
wurden vernachlissigt. Die Erwartungswerte dieser Korrekturanteile bzgl. des effektiven
Modells (4.10) verschwinden. Daher liefern diese keinen Beitrag bei der Berechnung von
Korrelationsfunktionen, fiir die nur Beitrige quadratisch in den Spinoperatoren beriick-
sichtigt wurden.
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C Korrekturterme der Operatortransformation

Weitere Korrekturen ergeben sich aus der Vertauschung von 7(l), Gleichung (4.11),
mit dem Operatoranteil aus (7.4), der mit der Kopplung an ein einzelnes Spinmo-
ment verkniipft ist. Der Kommutator mit 5/ ([) liefert Zwei- und Ein-Spinterme. Erstere
konnen durch die entsprechende Hartree-Fock-Néherung auf Renormierungsbeitrige zu
ai(l) reduziert werden. Letzere liefern Beitriige zur Flussgleichung von yy,({)

——ZO"qu Sk quU - Z’chq k qC’IU] =

1 1 _
IN? Z U’Ykpﬂgq (2n, — 1) S§_4Cq0 + IN? Z %pn,‘.fq (2n, — 1) Sy2qCao

P P
1 J 1 5
ke 32500 ) + g 3 Sk Soa
q »q
+weitere Terme (C.2)

Die beiden Terme in der zweiten Zeile sind bei der Berechnung der Flussgleichung fiir
den Parameter y,(/) nicht beriicksichtigt worden, da diese die Unitaritét der Operator-
transformation verletzen.

Die Vertauschung von 7™ (1) und n”(l) mit dem Korrekturterm liefert Zwei- und Drei-
Spinterme. Auch diese kénnen wiederum auf Renormierungsbeitréige zu oy (1) und yi,(/)
reduziert werden. Derartige Beitriige sind allerdings bereits von O(J?) und wurden auf-
grund dessen vernachlissigt.

C.2 Korrekturen aus der Transformation der
Spinoperatoren

Fiir die Transformation der Spinoperatoren ergibt die Vertauschung von 7(l) aus Glei-
chung (4.11) mit den Komponenten der Spinoperatoren neben den aus (7.7) bereits
betrachteten Korrekturen weitere Beitrige, die bei der Operatortransformation der Spin-
operatoren vernachlissigt wurden. Exemplarisch ist in diesem Anhang die z-Komponente
der Spinoperatoren betrachtet. Der Kommutator von 7(l) mit S? liefert

[1(0), B7] = g3z D0 B, 577 chyego e O

kqo

4N2 Z Uﬁnkm i GSG c,w,cq(, . gl(k—P)R;

kpgoo’
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C.2 Korrekturen aus der Transformation der Spinoperatoren

4N2 Z O-ﬂnkpq Sk; —p*i - C};U,cqg : ei(p_‘I)Ri

kpgoa’!

4N2 Z Uﬁnkpqsa Sp° qc,wcqae(k P

kpgoao’

4N2 Z Uﬁnkpq Sk: pSZ_a Clt:acqae (p—9)R;

kpqoo’

4N2 Z ﬁnkpq k—p z Ckacqffe -t
kpqo

4N2 Z ﬁnkpq S; S, c,mcq,, e (k—P)Ri (C.3)
kpgo

Die erste Zeile ist die in der Operatortransformation beriicksichtigte Korrektur. Bei der
Berechnung von Korrelationsfunktionen wurden nur Terme betrachtet, die an ein einzel-
nes Spinmoment koppeln. Wie man leicht sieht, verschwindet der Erwartungswert dieser
Korrekturterme bzgl. des effektiven Modells (4.10). Die Korrekturterme in (C.3), die
Produkte von Spinoperatoren enthalten, wurden somit vernachlissigt.

Der Kommutator des Generators 7(l) mit dem Korrekturterm der Operatortransfor-
mation der Spinoperatoren (erste Zeile von Gleichung (C.3)) liefert weitere Terme, die
Renormierungsbeitrige zu den Parametern (1) und (j4(/) liefern. Durch Vertauschung
mit 7”(l) entstehen die folgenden Korrekturen zur Operatortransformation

_ Zo- Corg [ ), 87 Ckacqa] ik~ R _

kqa

1
N2 Z Mkp Gk (T (1 — 1) + ng(1 — np)) 57
kq

_1 — y — .
+4N2 Z (Mkp Cpg — Mg Ckp) (2np — 1) 0 S, seilk—a)Ri chcq(—, :
kpqo
1 y — .
TN Z (M Goq + g Gip) (20 — 1) S7EE-0R 2 ¢ ey
kpqo
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C Korrekturterme der Operatortransformation

1 o
+W Z (Mkp Cpg = Thpg Ckp) O c;rwcqa - otk—a)Ri (C.4)

kpgo

Fiir die Berechnung des Kommutators wurde die Algebra der §' = % Spinoperatoren aus-
genutzt. Der erste Term ist der Renormierungsbeitrag zum Parameter 3(1). Der zweite
Term stellt einen Beitrag zur Renormierung von vx,(1) dar, der von der Ordnung O(J?)
ist. Dieser Beitrag wurde bei der Berechnung der Flussgleichung fiir ,(!) vernachléssigt,
da dieser die Unitaritédt der Transformation der Spinoperatoren verletzt. Die letzten bei-
den Terme sind Korrekturen, die nicht beriicksichtigt wurden, da diese bereits von der
Ordnung O(J?) sind. Die weiteren Beitréige sind Zwei-Spinterme, die bei der Berechnung
von Korrelationsfunktionen ebenfalls nicht betrachtet wurden.

Die Vertauschung des Korrekturterms der Transformation der Spinoperatoren mit n™ (1)
und n?(l) liefert zum einen Drei-Spinterme, die nicht als Korrekturen eingehen. Zum
anderen kénnen gewisse Anteile durch erneute Ausnutzung der Algebra der S =  Spin-
operatoren auf Zwei- und Ein-Spinterme reduziert werden. Die Renormierungsbeitrige
zu B(1) und vk, (1) sind dann allerdings bereits von der Ordnung O(J?) und wurden somit
vernachléssigt.
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D Unitaritidt der Operatortransformation

Die Unitaritdt der Transformation im Rahmen der Flussgleichungsmethode muss sich
in der Erhaltung bestimmter exakter Relationen widerspiegeln. Dies wird in diesem An-
hang anhand der Vertauschungsrelation der Elektronenoperatoren und der Summenregel
der lokalen Spinfluktuationen verdeutlicht.

Fiir die Vertauschungsrelation der Elektronenoperatoren gilt
{C]w, C;T} = 5kq(5w (Dl)
Fiir die lokalen Spinfluktuationen findet man die Summenregel

1
S(S—i—l):S,--Sz-:N;Sq-S_q (D.2)

Durch Einsetzen der transformierten Operatoren aus den Gleichungen (7.4), (7.7) und
(7.8) werden die Behauptungen verifiziert.

D.1 Elektronenoperatoren

Der Antikommutator der transformierten Elektronenoperatoren liefert nach Durchfiih-
rung der Normalordnung des Elektronenanteils und des Entkopplungsschemas der Spin-
operatorprodukte (4.21)

1
{Cka; C};,T} = Qy (507 + N g S(k - Q) YkqVkq 507
+ o (o Yew + CwVer) Sk + 0V S + Qo Virr Sp_p

1 _ 1
T oON Z VegVar (1 — 2ng) S % — oN Z Ve Var (1 — 2ng) S§_
a a

1
“on© Z’qu’qu’(l — 2ng) S§_
q
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D  Unitaritdt der Operatortransformation

1 —0a g
+ N nyququ’(: S}i_q ;—k’ . + . SquSq—k’ :)
q
1 — _
N Z TkqVak' O (Sk—aq‘sgfk’ + Sliquqfk’)
q

1
o oo R . z T N .
— m E ’)/kq’)/qlkl (0'7— Sk—q q—k * Cq/Tqu- 4T Sk—q q—k * Cq/Tan- )
qq

1 _ .
- Zryquq,k, (a SeleSak c:;,fcqg C S Sk cjﬁcq& :) (D.3)

qq’

Die auftretende Konstante ist, wie in Gleichung (7.19) gezeigt, invariant bzgl. des Fluss-
parameters und ergibt daher stets 1. Die Operatoranteile des Antikommutators ver-
schwinden allerdings in der betrachteten Niherung fiir die Operatortransformation nicht.
Hierfiir ist die Berticksichtigung hoherer Korrekturen in den Flussgleichungen fiir die Pa-
rameter der Operatortransformation notwendig.

D.2 Spinoperatoren

Die transformierten Spinoperatoren (7.9) und (7.10) miissen die Summenregel (D.2)
erfiillen.

i S: = S{ISHD) + 5 D2 ST (D) = S(5 +1) (D.4)

Nach der Normalordnung der Elektronenoperatoren und der Faktorisierungsnidherung
der Spinoperatorprodukte bleibt von den lokalen Fluktuationen ein konstanter Term
von der Form der Flussinvarianten (7.20). Die hier auftretenden Operatoranteile ver-
schwinden nicht im Rahmen der Nidherungen fiir die Operatortransformation. Daher
gilt

Si+8; = S(S+1) B+ 103 35S+ 1) ¢, (ns(1 — ng) +ng(1 i) = S(S +1)
kq

(D.5)

nur ndherungsweise. Die Beriicksichtigung weiterer Korrekturen zur Operatortransfor-
mation sind fiir das Verschwinden der Operatoranteile notwendig.
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E Runge-Kutta-Verfahren

Die numerische Integration des DGL-Sytems fiir den Hamilton-Operator und die Opera-
tortransformationen wurde mit einem Einschritt-Verfahren vom RK-Typ mit automati-
scher Schrittweitensteuerung durchgefiihrt. In diesem Anhang soll eine kurze Darstellung
des verwendeten numerischen Integrationsverfahrens gegeben werden. Die Erorterung
der numerischen Umsetzung folgt dem Schema nach Engeln-Miillges/Reutter [99].

Das Anfangswertproblem (AWP) eines DGL-Systems erster Ordnung aus n DGLen
kann wie folgt verallgemeinert dargestellt werden

% —f(,y), lel0,o)
y (1 =0)=yo (E.1)

wobei von den Abkiirzungen

yl(l) fl(lvylayZJ"'7yn)
y = yZ(Z) ’ £ = f2(l7y17y:2:"'7yn) (E?)
Yn(l) Sl Y1, 92,5 Yn)

Gebrauch gemacht wurde. Die Integrationsvariable [ ist der Parameter der Flussglei-
chungsmethode.

Das Prinzip der Einschritt-Verfahren besteht darin, fiir den Nidherungswert Y (I;) =
Y; ~ y(l;) = y; einen vorangegangenen Wert Y;_; zu verwenden. Der Integrationsbe-
reich [0, co] wird hierfiir in diskrete Teilbereiche [l;,1;11] geteilt. Fiir ein explizites m-
stufiges RK-Verfahren lasst sich die allgemeine Darstellung

J=1

ki (,Y,h) =1(,Y),
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E Runge-Kutta-Verfahren

j—1
k; (1Y, h) = f(l+a;h, Y+ 1D bk, (1,Y,h), j=2..m (E.3)

s=1

formulieren. Der Wert h; ist die Schrittweite. Die Koeffizienten a;, A; und b;, sind von
dem konkreten Verfahren abhéngig. Fiir Verfahren der Stufe m < 4 kann die globale
Fehlerordnung q, = m sein, fiir hohere Verfahren gilt ¢, < m.

Eine automatische Schrittweitensteuerung ist zweckméflig, um die Integration an die
Bereiche unterschiedlich starken Anstiegs anzupassen. Die Schrittweite wird in Fallen
schwachen Anstiegs, das ist im Formalismus der Flussgleichungen der Bereich grofier
Parameter [, grofler sein, als zu Beginn des Integrationszyklus’. Diese Vorgehensweise
verringert den numerischen Aufwand besonders in Bereichen geringeren Zuwachses. Die
technische Umsetzung erfolgt {iber einen Vergleich zweier RK-Verfahren von verschiede-
ner Fehlerordnung g,. Es werden zunéchst zwei Naherungswerte

Y=Y, +h®(;,Y,h), Y=Y;+h®(1,Y;h) (E.4)

mit den beiden Verfahren berechnet. Die Norm des Differenzvektors || Y —Y || wird dann
mit einer vorgegebenen Fehlerschranke ¢ verglichen. Fiir die numerische Umsetzung im
Rahmen dieser Arbeit wurde ¢ = 10~* gewihlt. Die Grofle

s= (g 51)" ©5)

bestimmt die Schrittweite. Gilt S > 1 ist der Wert Y, die neue Nidherungslosung, die
neue Schrittweite wird mit A := min{2; S}h festgelegt. Ist hingegen S < 1 wird der
Integrationsschritt mit der kleineren Schrittweite h := max{1/2; S}h wiederholt. Der
numerische Aufwand fiir die Berechnung der beiden Niherungswerte Y und Y kann
mit Hilfe so genannter Einbettungsformeln erheblich reduziert werden. Stimmen die m
k;-Werte der RK-Formel der Stufen m und m (m < m) iiberein, werden diese als Paar
verwendet. Es ergibt sich mit den allgemeinen Formeln
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k1 = f (lz, Yz)

kQ = f (lz + a2h, YZ + bglkl)

j—1
k; =f(l; +a;h, Yi+ » _ hbjk,) (E.6)

s=1

ein Koeflizientenschema fiir jedes geeignete Paar von RK-Verfahren. Fiir die numeri-
sche Integration der Flussgleichungen ist das Verfahren nach Prince-Dormand 4. und 5.
Ordnung verwendet worden. Mit den globalen Fehlerordnungen ¢, = 4, g, = 5 und den
Stufen m = 4 und m = 6 lautet das Koeffizientenschema

JlA A a4 bjs firs=1...m—1
14 | 1
Lligg |5 |0
1|1
210 10|35 5
4 | 1] 1 1
3101512 1 4
35 | 1 —
dls ]l 5| 1] 0 1 2
162 2 | 7 10 1
5| 336 3 | 27 27 0 %
6| 1 1| 28 _125 546 54 _ 378
2 5 | 625 625 625 625 625

Tabelle E.1: Koeffizientenschema fiir das Verfahren nach Prince-Dormand 4. und 5. Ord-
nung nach Engeln-Miillges/Reutter [99]

Neben den beschriebenen Einschritt-Verfahren zur numerischen L&sung von DGL-
Systemen erster Ordnung, existieren Mehrschritt-Verfahren, deren Prinzip darin besteht,
fiir den Naherungswert Y, mehrere vorangegangene Werte Y,;_; bis Y;_; zu verwenden.
Diese sind entweder bekannt oder durch ein explizites RK-Verfahren zu berechnen. Fiir
die Berechnung von Y; muss dann in jedem Integrationsschritt ein sog. Anlaufstiick
berechnet werden. Dies bereitet bei der automatischen Schrittweitensteuerung jedoch
Schwierigkeiten, da dieses Anlaufstiick bei Schrittweitendnderung neu berechnet werden
muss.
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E Runge-Kutta-Verfahren

Hinzuzufiigen sind aufler den bereits benannten expliziten Verfahren noch die im-
pliziten Verfahren. Diese ergeben sich aus einer zu (E.3) dquivalenten Formel. Fiir ein
Verfahren der Stufe m = 2 ergibt sich

hi :
Yipn =Y+ 5(k1 +ky) mit

1 1 1 1/1 1
kio=f(lLi+-(1——=)hYi+-ki+=(=-——) ko],
=ty (10 Jg) e g5 (5 ) )

1 1 1/1 1 1
ko =1f i — (1 —— iy X4 — | = —— - .
2 <l+2<+\/§>h Y+2<2+\/§>k1+4k2) (E.7)

Anders als bei den expliziten RK-Verfahren miissen die implizit definierten Grofien k;
durch eine Iterationsvorschrift gewonnen werden. Diese Art von Verfahren werden ins-
besondere zur Losung sog. steifer DGL-Systeme verwendet. Zur Definition der Steifheit
siehe [99].
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