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Zusammenfassung: Die Topologie-Optimierung birgt großes Potential hinsicht-
lich Nachhaltigkeit und Ressourceneinsparung. Jedoch ergeben sich auch zusätz-
liche Herausforderungen speziell im Bauwesen. Zwei mögliche Aspekte werden
im folgenden untersucht: Die Zug-und-Druck-Affinität von Stahl-Beton Struktu-
ren, sowie die additiven bzw. sequentiell modulare Fertigungsprozesse großska-
liger Strukturen. Für beide Fälle werden simple, aber dennoch effiziente Topologie-
Optimierungsansätze vorgestellt.

1 Grundlagen der thermodynamischen
Topologie-Optimierung

Die Thermodynamische Optimierung basiert auf dem Prinzip der geringsten Wirkung nach
Hamilton. Dieses Prinzip findet primär Anwendung in der Materialmodellierung [5], wur-
de aber auch bereits erfolgreich für die Dichte-basierte Topologie-Optimierung eingesetzt
[4]. Die Thermodynamische Optimierung unterscheidet sich im wesentlichen von anderen
Ansätzen durch ihre thermodynamisch konsistente Herleitung, dessen variationelle Auswer-
tung zu transienten (partiellen) Differentialgleichungen für die Designvariablen führt, dessen
Lösungen die Evolution der Designvariablen Richtung Optimum beschreiben. Gemäß dem
Prinzip nach Hamilton werden die Stationaritätsbedingungen

δH = δuH + δvH = 0 ∀ δu, δχ (1){
δuE [u,χ](δu) − δuW[u](δu) = 0 ∀ δu
δχE [u,χ](δχ) − δχR[χ](δχ) + δχC[χ](δχ) = 0 ∀ δχ

(2)



für das Verschiebungsfeld u(x) sowie die Designvariablen χ(x) für den Designraum ∀ x ∈ Ω
ausgewertet. Hierbei beschreibt

E [u,χ] =
∫
Ω

Ψ(u,χ) dV =
∫
Ω

1
2ε[u] : E[χ] : ε[u] dV (3)

die innere bzw. elastische Verformungsenergie und

W[u] =
∫

∂Ω

t · u dA +
∫
Ω

b · u dV (4)

die Arbeit der äußeren Kräfte. Für die Dichte-basierte Topologie-Optimierung wird der SIMP-
Ansatz (χ = 1 → Vollmaterial, χ = 0 → kein Material) [1] mit der Materialinterpolation

E[χ] = [(1 − 10−9) χ3 + 10−9] Evoll (5)

und Eigenlast

b = ϱvoll χ3 g (6)

verwendet. Dadurch ergibt sich eine Nachgiebigkeitsminimierung bzw. Steifigkeitsmaximie-
rung, d.h. die Maximierung der aufnehmbaren elastischen Verformungsenergie der Struk-
tur. Mit einem viskosen Ansatz für die Dissipation inklusive einem Diffusionsanteil zwecks
Regularisierung in R sowie der Nebenbedingung für ein vorgeschriebenes Gesamtstruktur-
volumen im Designraum in C ergibt sich die partielle Differentialgleichung für das Dichte-
Update

χ̇ = 1
ηχ

(
1
2ε[u] : ∂E[χ]

∂χ
: ε[u] + r2

min∇2χ + λ

)
, (7)

welches gestaggered zusammen mit der Stationaritätsbedigung für das mechanische Gleich-
gewicht mittels FEM und FDM gelöst wird. Der Lagrange-Multiplikator λ wird mit Hilfe
einer Bisketion bestimmt und das Mindeststrukturabmaß rmin ist vom Anwender vorzuge-
ben. Die Viskosität ηχ steuert als numerischer Parameter die Entwicklungsgeschwindigkeit,
d.h. die Schrittweite in der Optimierung. Für weitere Details wird auf die entsprechende Li-
teratur verwiesen [4, 2].

2 Sequentielle Optimierung

Bei der Designfindung großskaliger modular aufgebauter oder additive gefertigter Strukturen,
führt die simultane Optimierung des gesamten Design-Raumes unter Umständen zu nicht-
fertigbaren Strukturen. Daher wird hier eine sequentielle modulare Optimierung vorgestellt.
Die Grundlegende Idee ist in Abb. 1 und 2 dargestellt: Jeder Aufbauschritt ist eine separa-
te Topologie-Optimierung, welche auf den vorhergegangenen Optimierungsschritten basiert
bzw. deren Ergebnisse mit einbezieht. Da davon ausgegangen wird, dass für die weitere Fer-
tigung nur ein gewisses Gebiet erreichbar ist, z.B. durch einen wandernden Kran für die



Montage oder Schweißroboter für die additive Fertigung, wird in jedem Optimierungsschritt
der Designraum in drei Gebiete unterteilt: Neu zugängliche Bereiche, in denen Material frei
verteilt werden kann (grün), zugängliche Bereiche mit bereits bestehender Struktur, in denen
Material hinzugefügt aber nicht entfernt werden kann (blau), und nicht zugängliche Bereiche
(rot). Für jeden weiteren Schritt wird zusätzliche Material freigegeben, deren Optimierung
in den entsprechend freigegebenen Bereichen (grün und blau) durchgeführt wird. Das bis-
herige Optimierungsergebnis wird dann für den nächsten Schritt übernommen. Auch wenn
der Ansatz eine starke Vereinfachung der Fertigungsprozesse annimmt, ergeben sich weitaus
sinnvollere Ergebnisse als für die simultane Optimierung. Weitere Details über das Verfahren
sind in [6] geschildert.

3 Zug-Druck-Anisotropie

Da Beton unter Zug eine oft zu geringe Festigkeit für entsprechende Anwendungen auf-
weist, wird an entsprechenden Stellen Stahl verwendet, entweder als Bewährung oder in
Form von z.B. Seilen verwendet. Dementsprechend muss bei der Optimierung solcher An-
wendungen von einer Zug-Druck-Anisotropie ausgegangen werden. Da übliche nicht-lineare
Ansätze wie z.B. Versagen mit Drucker-Prager-Hypothese für die Optimierung mit extre-
men Rechenaufwand verbunden sind, wird hier ein simples, linear-elastisches Mehrphasen-
Ersatzmodell vorgestellt [3]: Neben der Dichte χ wird die zusätzliche Designvariable φ ein-
geführt (φ = 1 → Zugmaterial/Stahl, φ = 0 → Druckmaterial/Beton):

E[χ,φ] = [(1 − 10−9) χ3 + 10−9] (φ EVoll−Stahl + (1 − φ) EVoll−Beton) . (8)

Da die Materialauswahl zwischen Stahl und Beton nicht durch die Steifigkeit des Materials
entschieden werden soll, sondern stattdessen abhängig von der lokalen Belastung, wird statt
der Nachgiebigkeit für die Designvariable φ die Energie

P =
∫
Ω

(1 − φ)σ+ :ε+

σ : ε
+ φ

σ− :ε−

σ : ε
dV (9)

minimiert, wobei σ+, σ−, ε+ und ε− die diagonalen Spannungs- bzw. Dehnungstensoren
im Haupachsensystem mit den jeweils nur positiven bzw. nur negativen Eigenspannungen
bzw. Dehnungen darstellen. Dadurch werden Zugbelastungen (·)+ auf Beton (φ = 0) und
Druckbelastungen (·)− auf Stahl (φ = 1) minimiert. Analog zur Dichtevariable χ erfolgt
die Herleitung einer (partiellen) Differntialgleichung via dem Prinzip nach Hamilton mit der
Auswertung der Stationaritätsbedingung

δφP[φ](δφ) − δφRφ[φ](δφ) = 0 ∀ δφ , (10)

wobei Rφ eine viskose Dissipation enthält und die Regularisierung optional ist. Ohne Regu-
larisierung der Variable φ ergibt sich die lokale Differentialgleichung

φ̇ = σ− :ε−

σ : ε
− σ+ :ε+

σ : ε
. (11)

Auch wenn dieses Modell stark vereinfachte Annahmen beinhaltet, ist die Optmierung kaum
aufwendiger, als eine isotrope Topologie-Optimierung und führt zu zufriedenstellenden Er-
gebnissen (siehe Abb. 3, 4 und 5)



Abbildung 1: Beispiel für sequentiell modulare Optimierung: Die ersten vier Schritte bzw. Modu-
le für die additive Fertigung. In jedem Schritt wird eine separate bzw. sequentielle
Topologie-Optimierung durchgeführt, wobei in grünen Bereichen das Material frei
verteilt werden kann, in blauen Bereichen Material nur hinzugefügt werden kann
und in roten Bereichen keine Optimierung erfolgt. Rote Bereiche werden aber in
der mechanischen Analyse für die Antwort des Gesamtsystems eingebunden.



Abbildung 2: Beispiel für sequentiell modulare Optimierung: Finale Schritte sowie zusätzlicher
Schritt, bei dem in jedem Bereich zusätzlich Material verteilt werden kann (vor-
letztes Bild, alle Bereiche blau). Im letzten Bild (ganz unten) zum Vergleich das
Ergebnis einer simultanen Optimierung ohne Sequenzierung des Designraumes.



Abbildung 3: Beispiel für Zug-Druck-Anistopie: Im Ergebnis wird Material in blau, hier Stahl,
nur unter Zug belastet und Material in Schwarz, hier Beton nur unter Druck belas-
tet. in beiden Beispeieln ist nur die Richtung der wirkenden Kraft unterschiedlich,
wodurch sich unterschiedliche optimale Designs ergeben, da unterschiedliche elas-
tische Materialparameter für beide Materialien angenommen worden sind.

Abbildung 4: Beispiel für ein optmiiertes Brücken-Design mit Zug-Druck-Anistopie in 2D.



Abbildung 5: Beispiel für ein optmiiertes Brücken-Design mit Zug-Druck-Anistopie in 3D.



4 Ausblick

Die Kombination der beiden hier gezeigten Methoden steht noch aus. Allerdings dürfte die
Implementierung keinerlei Herausforderung in sich bergen. Die Anwendung auf konkrete
Anwendungsprobleme und ausgefeiltere geometrische Definition der Zugangsbereiche der
sequentiell Modularen Optimierung sind von größerem Interesse.
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